A LEGJOBB POLINOMAPPROXIMACIO LOKALIZALASAROL. I.

FREY TAMAS kandidatus
(Bemutatta Alexits Gyorgy akadémikus 1954-ben)

Bevezetés

Arra a fontos kérdésre, hogy egy 2x periodust folytonos fiiggvény
milyen j6l approximdlhatd (Csebisev-féle értelemben) trigonometrikus polino-
mok sorozatdval, JACKSON, DE LA VALLEE-POUSSIN és BERNSTEIN alapvetd
vizsgélatai nyoman valaszolni tudunk. Ismeretes, hogy a legjobb megkozelités
nagysagrendjét az approximélandd fiiggvény azon strukturalis tulajdonsagai
hatarozzak meg, amelyek bdrmely zart, 2:t hosszusagl szakaszon egyforman
megtaldlhatok, — s6t a Bernstein-féle forditott tételek értelmében ez az Bssze-
fliggés a legjobb approximacio rendje és a fiiggvény strukturdlis tulajdonsagai
kozott lényegében megfordithatd.

Meg kell jegyezniink, hogy a Csebisev-féle értelemben legjobban approxi-
malo trigonometrikus polinomsorozatokat altalaban nem tudjuk felirni. Ismere-
tesek azonban olyan explicit formulat add eljardisok — pl. DE LA VALLEE-
PoussiN adott meg egy ilyet [1] — amelyek a legjobb approximacidval meg-
egyezd nagysagrendii kozelitést szolgaltatnak.

A gyakorlatban nem ritkdn teljesen kiilonbodzbek az alapintervallum egyes
szakaszain a fiijggvény struktiiralis jellemz6i. A legjobb kozelités nagysag-
rendjét ezesetben természetesen a ,legrosszabbul approximalhaté“ szakasz
struktirdja hatdrozza meg. Arr6l azonban semmit sem tudunk, hogy az tun.
»Csebisev-pontok“ ilyenkor hol helyezkednek el; még kevésbé tudjuk azt,
hogy a legjobban approximald polinomsorozat az alapintervallum kiilonb6zo
struktardju szakaszai felett milyen kozelitést biztosit.

Ebben a dolgozatban éppen arra a kérdésre adunk vélaszt, hogy mi-
képpen konstrudlhaté olyan trigonometrikus polinomsorozat, amely barmely
részintervallum felett olyan megkozelitési nagysagrendet szolgaltat, amilyent a
fliggvénynek e szakaszon mutatkoz6 struktaralis tulajdonsagai alapjan egy-
Altalan varni lehet. A sorozat heurisztikus konstrukcidjat az 1. §-ban taldljuk;
ki kell emelniink, hogy explicite konnyen megadhat6é formular6! van szé.

A 3. §-ban a Bernstein-féle forditott tételeket élesitjiik és lokalizaljuk, a
4. §-ban pedig a folytonos figgvények periodikus folytatisanak egy olyan kivi-
telezését ismertetjiik, amely megoérzi a kiindulasi szakasz struktaralis jellemzoit.
Ezek alapjan egyrészt pontosan értelmezziik, hogy az egyes részintervallumok
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felett milyen megkozelitési nagysagrendre lehet egydltalan szamitani és
igazoljuk, hogy a megadott polinomsorozat e megkozelitési nagysagrendet
valoban el is éri (2. §). A dolgozat médsodik része a 2—4. §-t tartalmazza.
A kovetkezokben az eljarast tovabb finomitjuk és igy pontonként is bizto-
sitjuk a varhat6 approximdcids nagysagrendet (5. §), megvizsgaljuk a polinom-
sorozat derivéltjainak viselkedését (6. §), végiil az egyes fiiggvényklasszisokat
jellemezziik, az eljards szolgaltatta approximacidés nagysagrendek alapjan
(7. §). A harmadik részben emellett az eljarast Aaltalanositjuk interpolacié
sorozatok esetére is (8. §).

A nyert eredmények természetesen atvihetdek a Cla, b] osztdly fliggvé-
nyeinek polinomokkal torténd approximaciojanak esetére is.

01. Bochner eredményeirél. S. BOCHNER ,Localization of best approxi-
mation“ c. dolgozataban [2] ugyanezt a kérdést veti fel, szfikebb fogalmazas-
ban. Approximdcios tétele ezért szitkebb esetcsoportra vonatkozik, itt gyengébb,
mint az altalunk e csoportra adando tétel, emellett explicit formulat altalaban
nem is ad. BOCHNER egyik tételével igazolni akarja, hogy approximacios
eredménye nem élesithetd: “If for a sequence of exponential polynomials

{0.(x)} we have’
o) =1,
or more generally

2—1”[[|0ﬂ(x)}dx§1,

0
and if for three constants ¢ >0, >0, C, >0 we have
|o.(x)| = Cy-ema
for x in
—C=EX=Cq,

”» 2

then the sequence ¢.(x) converges to O uniformly in all of —r <x = 2."?

n
1 o, (0= D ¢,

rY=-n
2 ,Amennyiben a {0,(x)} exponencidlis polinomsorozatra érvényes a
o<1, .
vagy altalanosabb esetben az

2n
1 .
oy [ o, (x)| dx = 1
0
egyenldtlenség, tovdbba taldlhaté harom alland6: e« >0; 5 >0; G >0, amelyekkel
teljesiil az
lo,()|=Cy-em®
egyenlGtlenség a — a < x < « intervallumon, akkor a {o,(x)} sorozat az egész —a < x=_=
intervallumon egyenletesen 0-hoz tart.“
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Ez azonban téves Aallitds, amint azt a kdovetkezd ellenpélda mutatja:
legyen g(x) € C[—n, =1):

0, ha —%r'—<—ce—-2n§x§a—{—2n
8= z 1, ha x4,
masutt linearis és folytonos,

(0 < 25 < ), tovabba

1 2n —Xx
V(g,X)—z— ( )1)"Jg(t) cos¥ 2 —5—dt.
g
\ I /@0
'}r ~ r 'a'2 . 4-‘ e -
z n a2n I T X
1. dbra
Konnyfi belatni, hogy egyrészt
(OL. 1) [Va(g; )| = C-es,

ha
—e=x=c; 0<sg<—2logcosy;;
C = max znl/ge—xﬁlogcosoﬁsol;
x>0

madsrészt viszont

271
ha

et+3n=x=smx é n=Nye;n).
A (01.1) reldci6 V,.(g; x) becslésével olvashaté le, ha felhasznaljuk, hogy

g =1; E%%dfﬁ

és

S, I—X
cos—"T‘<e‘"|2‘°g°°s'f‘; ha J'C-—‘I]>‘—2 l>n,




406 FREY T.

a (01. 2) relacio viszont annak a ténynek egyszerli kovetkezménye, hogy a
de la Vallée-Poussin-féle {V,(g; x)} polinomsorozat [—, ;z]-ben egyenletesen
a folytonos g(x)-hez konvergal.

Megijegyezziik, hogy a BOCHNER dltal kozolt bizonyitds a Poisson—Jensen-
féle egyenl6tlenséget tévesen haszndlja fel ([2], 16. old.).

1. § A trigonometrikus polinomsorozat konstrukcidja

11. A Lebesgue-fiiggvényrdl. Jelolje {L.(f; x)} a linearis operacidk
egy olyan sorozatat, amelynek segitségével az f(x) € L fliggvényhez hozza-
rendeljiik a
(11. 1) &n(x)=L.(f; x)
fuggvénysorozatot. Az operdcidsorozathoz tartozé {4.(x)} Lebesgue-fiiggvények,
ill. {4.} Lebesgue-konstansok sorozatdt a kovetkezOképp definidljak:

(11. 2) Au(x)==sup L.(¢; x); 4, = sup Z.(x),
PEL* z

ahol L* az L-tér mindazon v fiiggvényeinek halmaza, amelyek csak a —1 és
+ 1 értéket vehetik fel.

A kovetkezokben célszerfien hasznalhatjuk e fogalom altalanositisait: a
kiils6 és bels6 Lebesgue-fiiggvényt, ill. Lebesgue-konstanst:
(11.3) AP (x; 0) = sup L.(¢; x); AL (8) —sup A4 (x; 0);

‘Y’GLJ:;()

(11. 4) AP (x5 0) = An(x) — AP (x; 8); A (0) = sup AD (x; 0),

aholis L:%s az L-tér mindazon val6sértékii ¢ fiiggvényeinek halmaza, amelyekre

9(2)=0, ha z2€[x—d;x+4d];|ep()|=1, ha zg[x—OI; x+J].
Trigonometrikus polinomsorozattal torténé approximdcid esetén az operacio-
sorozat aldbbi specidlizdlasa jon szdba: Jeloljik {M.(f)}-vel az N(n)-ed rendii
trigonometrikus polinomok normalt sorozatat:

a+2n

| mupyat—1 (n1=0,1,2,...),

a

amelynek segitségével barmely f(x) € L{—:t, sz] fiiggvényhez hozzarendeljitk a

(11.5) Tu(f; x) = fM,,(t—x) f) dt

N(n)-edrendii trigonometrikus polinomsorozatot. Ez esetben

n

(11.6) In(X) = Ae= || M.()] dt

n
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és
1]
(11.7) AV (x; )= AV = | |Mu(t)] dt,
-5
ill.
% =
(11.8) AV (x; )= AP (0) = [ |+ } | M, (t)| dt (0<d <)

12. A magsorozat konstrukciéja. A lokdlis approximaci6 biztositasa
céljabdl DE LA VALLEE-POUSSIN egy gondolatat fejlesztjitk tovabb, akinek a
— bevezetésében [1] alatt emlitett — konstrukcidja egy olyan magfiiggvény-
sorozat megalkotasan alapszik, amelynek

1°. Lebesgue-konstansai 0sszességiikben korldtosak, tovabba

2° az N(n) =(2n—1)-edrendil polinommag barmely legfeljebb n-edrendii.
trigonometrikus polinomot rekonstrual.

Mi ezt még kiegészitjiikk azzal, hogy a magfiiggvénysorozat

3° kiils6 Lebesgue-konstansai legalabb exponencialis rendben tartsanak
O-hoz.

Ez biztositja ti., hogy a fiiggvénynek a vizsgdlt részintervallumon kiviil
mutatott strukturadlis tulajdonségai a kérdéses szakasz belsejében az approxi-
mdciét csak egy exponencidlis rendben O-hoz tarté faktorral gyengitve
befolyasoljak.

DE LA VALLEE-PoussiNhez hasonldan a

1
sin |k+ -1

sin ?t

Dirichlet-mag bizonyos kozepeire tdmaszkodunk; a 2° kovetelményt ismét
ugy elégitjiik ki, hogy a kozépképzésben szereplé legalacsonyabb rendszamot
az n-edik magnal n-nek valasztjuk. A 3°. kovetelmény ekkor egy Euler-tipusu
kozépképzéssel elégithetd ki:

1 2n
(12.2 E()—— ( n )Sct,
) =3[, |50
a 1°. kovetelmény viszont e polinomok szamtani kozepével :
2n-1
(12.3) F)=~ X E).
l=n

12. 1. TETEL: A (12. ) —(12. 3) alatt definidlt N(n)= (4n—2)-edrendii
trigonometrikus polinomsorozat dltal szdrmaztatott eljdrds
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1°. belsé Lebesgue-fiiggvényei dsszessegiikben korldfosak :

(12. 4) AP @) <1+ 16

; n=3,4,5,...:

2

2°, bdrmely legfeljebb n-edrendii trigonometrikus polinomot a ,v = n-edik
lépésben* rekonstrudl :

(12.5) j Fo(t—x) f(tydt =1(x),

]/1 +8 cos.2i

hacsak  f(x) € H" és v = n, ahol H" a legfeljebb n-edrendii trigonometrikus
polinomok halmaza;

3°. Kiilsé Lebesgue-fliggvényei exponencidlis rendben 0-hoz tartanak :

(12. 6) AP (0) = ctgg ‘fl O<q——q(d):cos%<l

B1zONYiTAS : F,,(t) zért alakban is el6allithato :

1

k=n

Faf) = 5 S Z(k)sm(k+1+ )

sin —2—t
S T S 32() w_)g
T k= 2}' 7
2n:t si n7
Qnﬁl (o1 N i
(12.7) :_-I_—t > 21A Im 36’(” ?)'-2"‘ cos"%e""?% ==
2no sin—"="
2
2n-1 { o )
=—7 > Im { cos* 2- DRy -
2n:T sin — > k=
. t 7 3n+1 " t (311_(,.1){,)
cos—z— se ' cos 2 2
2nzst sin — ’ l—cos—e s
ahol felhasznaltuk az
Lt
(12.8) (1 +e?)y=2cos ; e=

azonossagot.
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A belsd Lebesgue-fiiggvény becslése cel]abol a szerepld integralt ket
részre bontjuk:

n
8n-4

(12.9) -;— Aﬁf”(d):ﬂ F. () dt :[ J

0

+
:;‘)a

pawm;@;%gﬂ.

8n-4

——T——] intervallumon az abszolut-
8n—4

€rtékjel elhagyhato, hiszen — mint a (12. 1)—(12. 3) reldciok mutatjak —
itt egyetlen, a kozépképzésben fellép6 tag sem negativ. Ez az integral tehat
igy becsiilhetd:

Az els6 tag becslése egyszerii: a[O,

Bn-4 8n—4 on_1 1 . 8)1:4 Sin (k_]_l_*_%)t
0 k= 0 sin )
12. 10) ‘ 1
( | 23 k\ﬂ(k—I—l‘l‘ 2) w1 kg 1
<am2 22t 13 (amt
2nor = 28 g\l 1 2[1”'[ = 2 = 2
A maésodik tag becsliésénél felhaszndljuk az
g ei% - COS" (3n+——)t
Im ( | t 1%1‘ =
(12.11) TS e
i—3"+1 (3n+
e 2 COS"
o t 1-3;—1 o 2 t
!l—cosfe | l H/1+8cos 5

egyenl6tlenséget, ami az

1— cos ie'ét — 11— cos L cos iz‘—icosisin iz‘ =
257 2 2 2 27|

(12.12) =V1—2 cochos iz‘+cos2i cos? 1t+cosgisingiz‘

2 2 2 2 2 2

/ t 3 , t / .gt( ‘ N
—]/ l—2cos?cos ?z‘—kcos —2——] sin® - 1 +-8cos 7)—

.t o
= sm—2~1~V1+8cos-2—

10 HI. Osztily Kozleményei VII3—4
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elemi atalakitas felhasznaldsaval kozvetleniil adddik. Igy, haﬁﬂ_— gd‘):

4
]
[y dr=- f = dt <
;, + 8 cos®
(12 13) B4 8n 1° V 2
< ?-(8Bn—4)
n:t* V +8cos~ V +8cos-
| ! ‘
. t 2 |t \
hiszen 151 51‘ = |T’ hacsak |t| =

A (12.10) és (12.13) alatti relaciokbol pedig 1°. alatti allitasunk leolvashato.
(12.11) alapjan egyébként a kiils6 Lebesgue-fiiggvény is kénnyen becsiilhetd =

n

5
0"(} L_dt<

26 sin‘li 1—|—8cos‘1—Ew
2 2

Jd
(12. 14) 1 0 j dt 2 ¢ 57
]

cos" —- = & )
< N 82 n

% ® ) =

nst 2.

amivel 3°. alatti allitdsunkat is igazoltuk, A 2°. alatti rekonstrukcios relaci6
viszont a konstrukcio trivialis kovetkezménye.

13. A polinomsorozat explicit eléallitdsa. A Fourier-sor ismeretében

a lokalisan approximdld polinomsorozat kénnyen — éspedig ugyanazon
kozepel6-1épésekben, mint a magfiiggvény — dllithaté eld; S.(f; x)-szel
jelolve f Fourier-sordnak n-edik szeletét:
1 2n-1 1 13 k
(13.1)  Alf;0)= JF,,(t—x)f(t)dt:F_.\d —2—,;2(,)&:“0; x),
k=n =N
illetve :
-ln-—
(13.2) A(f;x)= (c;. (ax cos kx+ by sin kx),
aholis
‘ ) ha k=n
1 2n--1 1 4 1
|~Z—, Z ( ), ha n<k<2n
(13.3) “k:'{ ni=, m=l-11+ m, .
b1 X1 5 (1
l‘;‘ _L y ha 2n§k§4n—‘2,
n = S+ \um)
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F(x) ~ D (ax cos kx - by sin kx), végiil gs a g -nél nem kisebb legkisebb
k=0 | !
természetes szamot, [k—I] pedig az %{1/{——1\ + (k— 1)} mennyiséget jeloli.

14. Az alapvetdé approximacidos becslés. Az alabbiakban az A.(f; x)
polinomsorozat altal szolgdltatott lokalis approximdciot egy tetszoleges poli-
nomsorozat altal elérhetd kozelitéssel fogjuk Osszehasonlitani. Legyen tehat
f(x) € Con; x, egy tetszOleges rogzitett pont, a 7.(x) € HY'’ trigonometrikus
polinom pedig kozelitse f(x)-et az aldbbi mértékben:

(&), ha x,—0=x=x+0;0<0d<7)

[, ha —oc<x< o0l?

(14.1) [f)—T(x)|=

14. 1. TETEL: A fenti jeloléseket és feltételeket megtartva, érvényes az
alabbi becslés:

0
COS" —
. | = 16 @) 4 0 2 (k)
(14.2) ‘f(xo) A.(f; X(.)‘ = (2+ ———\) & o ctg 5 Tn En .

2___
V1+8cos 7

BizoNYiTAs: Az A,-operdcio linearitdsat €s rekonstrukcios tulajdonsagat
felhasznalva, nyilvan:

(14.3) ()= Au(f; %) [ = 1) — 2 (0o} [ [ Au(f =705 X0) |-
Csak a jobboldal masodik tagjat kell becsiilniink:

A= 30| = | Fut— 5O — (0] dt =

-n

n

= | [FOIft+x)—nut+x)]dt| =
(14. 4) In ‘

= ,_|‘6+ _lg) + J?] |Fu()] - |+ Xo)—wu(t -+ Xo) | dt

=.1"(d)- max L O—7(D)] + . £7(8) max | f(t) — . ()],

===
ro— 0=t=x,

Marmost (14. 4), (14. 3), (14.1) és (12.4), ill. (12. 6) alapjan a tétel allitisa
kozvetleniil leolvashato.

3 A {z (x)} sorozat legjobb megvz’ilasztéséval, ill. az {&} és {&M} sorozatok nagy-
sagrendjét és az f(x) strukturalis tulajdonsagait 0sszekapcsold tételekkel a 2—3. §-ban
foglalkozunk majd.

10*
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Megijegyezzitk még, hogy a 6., ill. 7. §-ban az f(x) € Cu, feltétel helyett
az f(x) € L», feltételre tdmaszkodva is ugyanilyen ,értékii“ lokdlis approxi-
macios tételt fogunk kimondani. '
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