TERBELI PONTHALMAZOK FELOSZTASA
KISEBB ATMEROJU RESZHALMAZOK OSSZEGERE

HEPPES ALADAR

Tekintsiink egy korlatos ponthalmazt az n-dimenzids térben. Egy adott
iranyra merdleges két n—1-dimenzids tamaszsikjanak tavolsidgat a halmaz
adott irahyu szélességének nevezziik. A ponthalmaz dimérdjén a kiilonbozo
iranyu szélességek maximumat, szélességén pedig ezek minimumat értjik.
Allandé szélességii az olyan test, amelynek atmérdje és szélessége megegyezik,
azaz barmely két parhuzamos tdmaszsikjanak tavolsaga ugyanannyi.

H. G. EGGLESTON [1] 1955-ben bizonyitotta be elészoér az n=—3 esetre
K. BOrsuk alabbi, mar 1933-ban kimondott sejtését [2]:

Az n-dimenzidés tér minden egységatmérdjii ponthalmaza szétbonthato
n—+1 kisebb atmérdjii részhalmazra.

BoRsuk sejtése egészében még ma is megoldatlan, részeredményeket
azonban tobben is értek el a problémaval kapcsolatban, ugymint H. HADWIGER
[3], H. G. EGGLEsTON [1], H. LeENz [4], HEPPES A.—REgvEsz P. [5], B. GRON-
BAUM .

E dolgozat célja EGGLESTON tételére egyszeriibb bizonyitast adni.

Az n=2-esetre — mint H. LENZ is megjegyzi — a kovetkezOképp is
igazolhaté a sejtés. Ismeretes [6], hogy minden sikbeli egységatmérojii pont-
halmaz lefedhets egy egységnyi széles szabdlyos hatszoggel. E hatszog azon-
ban kozéppontjabol minden masodik oldalara bocsatott merdlegesekkel harom

/
173 atmérbji részre vaghato. Minthogy ennél kisebb részekre maga a kor sem
oszthato, felvetddik a kérdés, vajon ketténél magasabb dimenziés terekben is
igaz-e BORSUK sejtésén tialmenden, hogy alkalmas feldaraboldsnal a keletkezd
részek atmér6je nem csupan 1-nél kisebb, hanem a gomb felosztdsanal kelet-
kez6 darabok atmér6ijét sem haladhatja meg.

TETEL: A hdromdimenzids tér minden egységdtmérdjii halmaza feloszthato
négy, egynél kisebb dtmeérdji halmazra.

BizonyiTAs: Minthogy minden egységitmérdjii ponthalmaz része egy
egységnyi alland6 szélességii testnek [6], elegendé ilyen testek szétdarabold-
saval foglalkozni.

1 Erpds PAL szobeli kozlése.




414 HEPPES A.

Legyen T a haromdimenzids térben egy 1 atmérdjii allando szélességii
test, P pedig egy tetsz6leges olyan parallelepipedon, amely hdrom 1 szélességti
térréteg kozos részeként keletkezik. Minthogy 7" atmérdje 1, a P-nek egyik,
mésik, majd harmadik irdnyu élével parhuzamos eltolassal az egyik, masik,
majd a harmadik térrétegbe vihet6. A harmadik eltolds eredményképp a T
test a rétegek kozos részébe, P-be keriil, minthogy a harom eltolds koziil
barmely réteggel kettd parhuzamos. Az eredd eltolds, amellyel 7 a P-be jut,
egyértelmiien meghatarozott, hiszen az 4allandé szélességii 7 a P-be tolva
annak minden lapjat érinti, igy tovabbi eltolds P-n beliil nem lehetséges.
Minden 7-hez tartozik tehat egy beldle eltoldssal kelelkezd T~ test, amelyet
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1. dbra

a P parallelepipedon tartalmaz. Konnyen beldthatd, hogy 7 folytonos forga-
tasakor 7’ is folytonosan valtoztatja helyzetét P-ben. Tekintsiik ugyanis
T-nek egy tetszbleges pontjat. Minthogy e pontnak 7 egy rogzitett iranyra
merdleges tamaszsikjatol mért tavolsaga 7T forgatdsakor folytonosan valtozik, a
T" megfeleld pontjanak P lapjaitol valé tdvolsdga és igy e pont helye is
folytonosan fiigg 7" forgatdsatol.

Valasszuk most a P parallelepipedont tigy, hogy oldallapjai 60°-o0s
hegyesszogii rombuszok legyenek. Legyen D a P egyik olyan csicsa, ahol
hdrom hegyesszog taldlkozik, A, B és C pedig a D-vel szomszédos csticsok.
A, B,C" és D" az A, B, C, illetve D pontoknak a parallelepipedon O kozép-
pontjdra vonatkozo tiikorképe.

Kimutatjuk, hogy 7 alkalmas elforgatisahoz tartoz6 7’-t nemcsak P,
hanem az ABCA’'B'C’ szabalyos oktaéder is tartalmazza. Tekintsiik a 7 test
valamely allasadhoz tartozdé 7~ testet és tegyiik fel, hogy ennek egy Q pontja
az ABCD tetraéder belsejében van. Forgassuk el 7-t az AB’ ¢és az A’'B
szakaszok felezOpontjain at fektetett tengely koriil fél fordulattal. Ekozben 7~
atmegy e tengelyre valé tiikorképébe, a Q pont tehat az A’B’C’D’ tetraéder
belsejébe keriil. EI6bbi helyzetébdl az utébbiba 7° — a fentiek értelmében —
folytonosan megy at, van tehat olyan kozbiilsé helyzete, amikor az egymastol
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egységnyire 1évé ABC és A’B'C’ lapokat csak érinti, figyelembevéve, hogy
egyidejiileg az ABCD és az A’B'C’D’ tetraéderek egyikében lehet csak pontja.

A T'-t tartalmazo oktaéderbe irt gbmbnek az oktaéder egy-egy tengelyére
merbleges két érintdsikja koziil legaldbb egyik nem metsz bele 7’-be, hiszen
e sikok egymastol valé tavolsdga 1. Egy-egy ilyen sikkal levaghatjuk tehat
az oktaéder harom tengelyének egy-egy végét egy-egy négyzetalapi gtlaval

2. dbra

egyiitt anélkiil, hogy a 7  testet megcsonkitanank. Minthogy az oktaéder
barmely nem szemkoztes cslcsparja szomszédos, az eljards sordn az okta-
éderb6l — béarmilyen adott 7-b6l indultunk is ki — harom péaronként szom-
szédos csticsot, azaz egy lapjanak
harom csucsat vagjuk le. Legyen a
harom levéagott csics A'B” és C’, és
legyenek az A’, ill. B, ill. C’-bél
kiindulé: és & ‘B, C, B,;C’, ill.- C, A,
C’, A, ill. A B,A’, B csticsokba futo
€leken keletkezd 1j. cstcsok rendre
Ave Aoy Agi Aye illetve . By By, B, Bi:
illetve C,, G, G, C..

A tétel igazolasdra kimutatjuk,
hogy a szabédlyos oktaéder fent leirt
csonkitdsdval keletkezd 1 szélességii
P* poliéder — amelyben minden 1
atmérdjii ponthalmaz elhelyezheté — 3. dbra
szétdarabolhato négy részre ugy, hogy
a részek mindegyikének atmérdje kisebb légyen 1-nél. Jeloljiik A;-vel az
A; A; szakasz felezOpontjat és értelmezziik hasonléan a Bj; és C; jeleket. Ha
most P* egyik részeként az As, A,, B, By, Cs, Cy, Aus Ass, Bisy Bas, Cuy, Cos €8
O pontok, tovabba az A, Ay, B, By és C, Cy; szakaszok felezdpontjainak kon-
vex burkat valasztjuk, a P*-bdl ennek elhagyasaval keletkezett ,maradék-
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poliédert“ pedig az ABC haromszog stlypontjaban emelt mer6leges altal
hatdrolt és a haromszog egy-egy oldalfelz6pontjan atmené félsikokkal harom
egybevagd részre vagjuk, akkor P* négy 1-nél kisebb atmérojii darabra esik

) tavolsaga:

szét. — (Annak igazoldsdra, hogy
a keletkezett részek atmérdje kisebb
1-nél, célszerii bevezetniaz O kozép-
pontu és az A, B, illetve C ponto-
kon atmend tengelyekkel rendelkez6
koordinatarendszert.) — Az el6szor
definialt rész atmérdje az A, és By,

pontok kozt 1ép fel: szrzﬂ:

=0,9659 ..., a masik harom egybe-
vago rész atmérbje pedig az AB és
a B,B,; szakaszok felez6pontjainak
V91+4V3 _ g 001s....
P* ilyen szétdaraboldsdval a ben-
nelévé T’ test, illetve az abba agya-

zott 1 atmér6jii ponthalmaz is szétesik négy 1-nél kisebb atméréjii részre és

ezzel a tétel igazolast nyert.
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