HALOK IDEALJAI ES KONGRUENCIARELACIOI, 1I.
GRATZER GYORGY és SCHMIDT E. TAMAS

Bevezetés

Ezen dolgozatunk [6] folytatdsa. Célunk a [6]-ban felvetett kérdéskor
tovabbi kidolgozasa: az L hdlo kongruenciarelacidinak vizsgdlata, és az idedl-
kongruenciareldcié kapcsolat elmélyitése. Dolgozatunk harom részbol all.
Az 1. részben G (L) néhdny tulajdonsidgat vessziik szemiigyre. Ezt foképp két
eszkoz segitségével érjik el. Egyik segédeszkoziink az 1. TETEL, mely
G. BIRKHOFF kozismert tételét élesiti halok esetében, a masik a szeparabilis
kongruenciarelacié fogalma; az utobbi tulajdonsdgainak vizsgédlata az I. rész.
focélja. - Végeredményiil két tételt kapunk, melyek egyike G. BIRKHOFF 72.
problémajara ad egy tjabb vélaszt, masika pedig disztributiv halék esetében a
kongruenciareldciok halojanak dudlis végtelen disztributivitdsara ad sziikséges
és elegend6 feltételt.

A 1l részben az L hél6 [ ideéljainak és a hozzdjuk tartozé minimalis @,
kongruenciarelacioknak kapcsolatat nézziik meg. Bebizonyitjuk, hogy az /— O,
megfeleltetés komplett egyesités-homomorf leképezés, tovabba, hogy disztributiv
esetben izomorfizmus. A 1Il. részben a hozz4rendelt elempar €s a kongruencia
terjedését leird klasszikus eszkoznek, a projektiv intervallumoknak kapcsolatat
vizsgdljuk. Végiil a disztributivitds egy uj fajta jellemzését mutatjuk be, a
hozzarendelt elempar segitségével.

L.

Jelolje G(L) az L halé kongruenciareldcidinak halmazat. G(L)-et rész-
ben rendezzitk, ha benne a = relaciot a kovetkez6 modon definidljuk :
O =d (O, P B(L)) akkor és csak akkor, ha x=y(®) maga utan vonja
x=y(P)-t. O(L) vizsgalatanal alapvetd a kovetkezd eredmény (lasd [1]
23—24 old.):

(. BIRKHOFF TETELE: A fentebb értelmezett = relacié ((L)-et komplett
haléva teszi. Legyen O(L) egy részhalmaza A. Ertelmezziik a & és 7 relacio-
kat: x=y(E) akkor és csak akkor, ha x=y(®) minden © € A-ra; x=y(1)
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-ekvivalens azzal, hogy létezik olyan x=2z,z, ..., 2,=y sorozat, hogy
zia=2z(0;) (i=1,2,..., n) alkalmas O, € A-val. & és 1 kongruenciarelacio,
mégpedig az A-beli kongruenciarelicidk metszete, illetve egyesitése, azaz
E= A O, é n=V 0O,

B,E€A OnC4
G. BIRKHOFF ezen tételét, melyet véges operdcioju struktirdkra mondott
ki, halokban kedvezébb alakra hozhatjuk.

1. TETEL: Legyen ©(L) egy részhalmaza A. Ertelmezziik L-ben az 1
reldciot gy, hogy x=y(y) akkor és csak akkor, ha van olyan x_y==
== =...=u,=xny sorozat, hogy ui=u(0) (=12, ...,n)
-alkalmas ©; € A-ra. 1 ekkor kongruenciareldcio és 1 =, \éA Oe.

I. BIZONYITAS: Nyilvan, ha x=y(7), akkor (. BIRKHOFF tétele szerint
xzy(@VA@,,). Megforditva legyen xzy(@V O,). Ismeretes, hogy akkor

S e €4

egyszersmind xwy=x~y( V ©,). Ezért létezik olyén XY =2, 21, .-
O €

..o, Zu=XnYy sorozat, hogy z..1=2z:,(0) (i=1, 2, ..., n) alkalmas (); € A-val.

Tekintsitk az u;=(x~y) v /l\ z; elemeket. Vildgos, hogy uy=(x~y)z,=
=0

=xup = (x"y)w A z;==xny, tovibbad a haldoperaciok monotonita-
=0

sabol u, = 1'11 =...=u, végil v, =u;(0) (i=1,2,...,n). Az u; elemek
tehat kielégitik az 1. TETEL kovetelményeit.

Az 1. TETELt szeretnénk G. BIRKHOFF tételére vald tamaszkodds nélkiil
is bizonyitani. Elbrebocsatjuk a kovetkez6t:

1. LEMMA: Az L hdioban értelmezett § reldcio akkor és csak akkor
kongruenciareldcid, ha

(@) x=x(&) minden x € L-re;

(b) x=y (&) ekvivalens y=x(&)-vel;

©) xz=y=z,x=y(E) és y=2(8) esetén x=2(8);

(d) x=y,x=yp(E) esetéen x_t=y_tE) és x~t=y~HE) minden
t€L-re;

(€) x=y () ekvivalens x..y=xy(§)-vel.

Az 1. LEMMA szerint elegendd, ha a kongruenciarelacid szokasos ismérvei
Osszehasonlithatd elemparokra teljesiilnek. Az (a) és (b) a reflexivitas és szim-
metricitas, (c) és (d) a tranzitivitas, illetve a helyettesitési elv Gsszehasonlit-
hat6 elemparokra. Erdemes megjegyezni, hogy a fenti ot feltétel fiiggetlen,
amint az egyszerii példakkal kimutathato.
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BizonyiTAS: Nyilvan elegend6é azt bizonyitanunk, hogy ha & eleget
tesz a fenti feltételeknek, akkor kongruenciarelacio. Az (a) és (b) szerint
E reflextv és szimmetrikus. Legyen u=v,u=v(§) és a,b¢[r,u], azaz
uzavb=a~bz=v. (d)-bdl un(awb)y=v~(ab) é u~(ab)=
=v~(awb), igy ismét (d)-t alkalmazva awb=[u~(ab)]w(ab)=
=[v~(awb)]w(@~b)=a~b(§), vagyis (e)-b6l a =0b(&). Ezek utan legyen
x=yE) és y=2z(E). (e) miatt xoy=xny(§), igy (d)-bél xwy z=
=xuy)v@ywz)=xny)o(Ywz)=ywz@E), hasonldképp x~ynz=
=y z(@E), vagyis xwywzzywuzz=ynzz=xNnynz, €s az egyenlbtienseg-
sorozat szomszédos tagjai kongruensek modulo & s igy (c) kétszeri alkalma-
zasaval xwyvwz=xnynzE). Mivel x, z€[x~ynz, xwywz] ezért a
fentebb bizonyitottak miatt x =2z(&), vagyis § franzitiv. A helyettesitési elv is
konnyen adddik, mert ha x =y(§), akkor (e) és (d)-bdl xy=x~y(E) és
xuput=Exny)wt@E), de xot és youtexny)ywt (xwy)wi], igy
xut=ywt&) és hasonloképp x ~t=y~t(§). & tehat reflexiv, szimmetrikus,
tranzitiv és érvényes ra a helyettesitési elv, vagyis kongruenciarelacié. Q.e.d.

Az 1. LEMMA segitségével most médr konnyen adodik a

II. BIZONYITAS: Az nyilvdnvalo, hogy ha az 1. TETELben értelmezett
n reldcid kongruenciarelacio, akkor 7= \ (.. Elég tehat belatni, hogy
O,cA

a

kongruenciarelacid. » reflexiv és szimmetrikus. Ha x=y =2z és x=y(1),
y=2(1), akkor az x-et és y-t 0sszekotd lanc az y-t és z-t Osszekotd lanccal
egyiitt éppen egy az x és z elemeket Osszek6td kivant tulajdonsagu lanc,
vagyis x=2(n). Végill, ha x=2, =2z, = :-- = 2,=), akkor tux=1t 2=
=tuz == thouz, =ty igy x=y(1) és x = y esetén rogton talaltunk
tw x és t o y-t osszekoto megfeleld tulajdonsagu lancot, vagyis t o x=t y(1).
Ugyanigy t~x=t~y(r). Latjuk, hogy n kielégiti az 1. LEMMA feltételeit,
igy n kongruenciarelacid és éppen ezt akartuk bizonyitani.

Az 1. TETEL hasznossdga abban mutatkozik meg, hogy az [a ] inter-
vallumon beliil donti el, hogy a*b( V ()a), vagy a?b( V ()a) [gy példaul

az 1. TETEL alap]an minden nehezseg nélkiil bxzonylthato FuNavama és
NakavAMA [3] azon nevezetes tétele, hogy ((L)-ben teljesiil a
(D) OV Q= V (0 0O,)
0,4 TR
végtelen disztributiv torvény.

FUNAYAMA és NAKAYAMA ramutattak arra is, hogy (ID) dualisa
(DID) O A\ Q= A (OO0

O,€A [CP=P

nem sziikségképp igaz. Alabb (2. lemma) egyszer(i elégséges feltételt adunk
meg (DID) fenndlldsara. Ehhez bevezetiink egy uj fogalmat.
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1. DEFINICIO: Az L hdlé6 © kongruenciareldciojat szepardbilisnek nevez-
ziik, ha barmely a > b (a, b € L)-hez taldlhato olyan a=z, =2, = --- = 2,=1b
sorozat, hogy minden i-re, vagy z;=2z..1(0), vagy z:=E£z;.1(() és ekkor
x=y(0), x,y €[z, zi-1] esetén x =y.

Az ilyen {z;} lancot (-ra nézve szeparaltnak nevezziik, vagy azt is
mondhatjuk, hogy a és b-t {z;} szeparalja ()-ra nézve.

Ezen definicio létjogosultsaga az 1. TETELen alapszik, amely szerint a
( kongruenciarelacié altal létesiteti osztalyok szeparditsagat a fentebb lejrt
moédon biztosithatjuk.

A definiciobol lathaté, hogyha L-ben barmely a,b (a>b;a,b€L)
kozott talalhato véges hosszusagl maximalis lanc, akkor L minden kongruencia-
reldcidja szeparabilis.

Nem szeparabilis kongruenciarelaciora is rogton lathatunk példat: legyen
E a pozitiv egészek lanca - oc-nel lezdrva. E-ben a © kongruenciarelaciot
definidljuk dgy, hogy 2i=2i+41 (i=1,2,...) és minden x=y(O) az
elobbi alaku. Konnyfi latni, hogy & nem szeparabilis, mert 1 és - oc nem
szeparalhato.

A definiciobol azonnal adodik, hogy ha @& szeparabilis, akkor barmely
a és b (a>b,a,bc L) kozott van olyan maximalis lanc, melyen © csak véges.
sok egynél tobb elemil osztalyt létesit, és ezek az osztialyok (mint intervallu-
mok) zartak. Elég ugyanis egy tetszbleges a és b kozti maximdlis léncot
venni, mely mindegyik z;-t tartalmazza. .

Ezen Allitdis megforditdsa azonban a&ltaldban nem igaz. Nem &ll, hogy
ha minden a és b (a>b) kozott van egy fentebb leirt tulajdonsagu lanc,
akkor barmely kongruenciarelacio szeparabilis lenne, se az, hogy ha € szepa-
rabilis, akkor minden a és b kozti maximalis lanc megfelel tulajdonsagu.
Ezekre az I. rész végén latunk ellenpéldékat.

A kovetkezbkben bebizonyitunk nyolc lemméat, melyek elBkészitik a 2.
és 3. TETELL.

Elészor lassuk (DID) fennallasdnak egy elégséges feltételét.

2. LEMMA: Legyen L egy szepardbilis kongruenciareldcidja ©, ekkor G(L)
minden A részhalmazdra
O A Oy= A (OO,

B EA O,E4

BizoNyiTAs: Mivel &~ A G.= A (O 0,) mindig igaz, ezért elég
g€ 0,4

Ou A O.= A (OO 0O,)t kimutatni. Legyen x=y( A (O 6y)). ©
9 €4 O €A

B €a
szeparabilitisa miatt van olyan x wy=z,=2, == 2, =xnYy lanc, hogy
zi1 =2z (0) vagy [zi1, 2] egyetlen részintervalluma sem kongruens moduld
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). ‘Az utébbinak- elegettevd i-kre zi.1=2z; ( /\ (()u()a)) miatt z;.1=2:(A\ (o).

Igy Xx=p(O0 A 0O,), ami épp a blzonyltando allltast jelenti.

A 2. LEMMA nem fordithato meg. Kés6bb mutatunk példat olyan halora
(amely, mint a késébbiekbd! nyilvanvalo, sziikségképp nem disztributiv), amely-
ben (DID) korlatlanul fennall, mégis van nem szeparabilis kongruencia-
reldcioja.

Sok példat lehetne felsorolni szepardbilis és nem szeparabilis kongru-
enciarelaciora. Illusztracioként alljon itt a kovetkezd.

3. LEMMA: Legyen [ az L hdlé neutrdlis idedlja! és tegyiik fel, hogy
van olyan x<€L, melyre x = i minden i ¢ I-re® Az [ idedlhoz tartozé O mini-
mdlis kongruenciareldcio akkor és csak akkor szepardbilis, ha I féided!.

BizonyiTAs: Ha / nem f6idedl, akkor x,y (y€/) nem szepardlhato, mert
x>2>y, 2=y(0) esetén csak akkor lehetne [z,x] egyetlen részinterval-
luma sem kongruens ®-nal, ha z generdloeleme volna /-nek. Megforditva, ha /
foidedl, /= (a], akkor x >y szepardlhaté z =y g-val.

4. LEMMA: L szepardbilis kongruenciareldcioi ®(L)-nek Os(L) rész-
hdlojat alkotjdk.

A bizonyitds el6tt felhivjuk a figyelmet arra, hogy (s(L) nem diires,
mert a definiciobol adoddélag O (L) legnagyobb és legkisebb eleme benne
van. :

BizoNYiTAs : Legyen @), @ ¢ (y(L), tovabbd b<a (a, b€L). @ szepa-
rabilitdsa miatt van olyan a==2,= 2,= .-+ = 2, = b 0sszekotd sorozat, mely
a definiciéban eldirt tulajdonsdgokkal rendelkezik. @ szeparabilitisa miatt
minden i-re z;.1 és z; Osszekothetd egy @d-re nézve szeparalt lanccal:

Zil=Uj o= +» Z U k=2, (i=1,2,...,n).
Az {u;} lanc O~ @ és O D-re nézve is szepardlt, amint az a definicié-
bél kozvetleniil adodik, igy O~ D és O D€ Og(L).

Mivel G(L) disztributiv, ezért centruma, ©z(L), azon kongruenciarelaciok
osszessége, melyeknek van komplementumuk. Ismeretes, hogy @ (L) részhaloja
O (L)-nek (ez egyébként nyilvanvalo, mert® (O w @)Y= @ ~ @ és (O ~ DY =
= @'« @'). Fennall az

1 Az L hal6 I idealjat neutrdlisnak nevezziik, ha L idealjainak haléjaban I neutralis
elem, vagyis minden {/, /, K} részhal6é disztributiv. Ha értelmezziik a @ relaciét ugy, hogy
x =y (0), akkor és csak akkor, ha (x ~y)_ t=x_ y valamilyen f€ I-re, akkor © kon-
gruenciarelacié lesz, mégpedig modulo ® 7 osztaly, és O az ilyen tulajdonsagu kongruencia-
relaciok kozt minimalis. (Ezekre nézve lasd [1] 28, 79, 119, és 124. oldalat, vagy [2] 167. oldalat.)

2 Ez teljesiil példaul, ha van L-ben legnagyobb elem.

3 @ a 6 komplementumat jeloli.
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5. LEMMA: Ha a O kongruenciareldcionak van komplementuma, akkor
O szepardbilis, azaz ©,(L) < Os(L).

BizonyiTAs: () komplementumat jeldlje (. Minden a = b-hez
a=b(O - ) miatt az 1. TETEL szerintvanolyan a—=2, =2, = --- = 2,=05
lanc, hogy 2z;=2,.1(0), vagy z;==z;-1(@’). Belatjuk, hogy a {z} ldnc @-ra
nézve szeparalt. Valoban, ha z;=2z;.1(Q) €és x,y €[z;, z;.1] mellett x=y(0O),
akkor z;_;1=2;(0')-bol x=y(O ~ ), azaz x=1y.

A tovabbiakban (mint ahogy ezt [6]-ban is tettiik) (),, »-vel jeldljik az
L haléban az a=b altal indukalt kongruenciarelaciot. Ervényes a kovetkezd

6. LEMMA: Az L disztributiv  hdléban, ha a>b=c>d, akkor
(')a, [ XA (';)(-, a = 0

BizonyiTAs: Legyen x=y(O.,~0O.a) (x>y). Ekkor [6] 2. TETELe
értelmében (coy) ~"x=xés (d\wy) > x=y. Azonban c~(d - y) <c (ugyanis
c(dwy)y=c-bol c~(cwy)=c és c —(d'—y)==cy miatt arelativkomp-
lementumok egyértelmiisége folytan ¢~ y—=d .y, ebbdl pedig x=yp kovet-
keznék, ellentmondasban az x >y feltevéssel) és c=c~(d—y)(O,,), ami
0., ,< O, miatt azt jelenti, hogy c=c ~(d — y)(Oy,), dec~([doy)<c=b<a
ellentmondéasban van [6] masodik tételének 2. korollariumaval.

Az 5. és 6. LEMMAbOL konnyen adodik a

1. LEMMA: Az L disztributiv hdloban ©.,-nek (a>b;a,b€ L) van
komplementuma, tehdt szepardbilis.

BizonyiTAs: Jelolje @ az [a) dualis féidealnoz és (b] foidedlhoz tartozé
minimalis kongruenciareldciok egyesitését s O, helyett irjunk roviden ©-t.
Ekkor @ @=1] (I a O«(L)legnagyobb eleme, s /€ (Os(L), mint mar emlitettiik),
mert minden x>y-ra [y, x]S[y~b,xwa] és xwa=y~b(O o D) miatt
x=y(0 - ®). Ha x=y(O ~ @) és x < y fennallna, akkor egyrészt x=y(D),

azaz x=y( V O4a~ V 0),) lenne, s igy az 1. TETEL szerint volna olyan
a;€[a) S0

X=u>v=y, hogy u=+(0,.) vagy u=v(0,,,,) alkalmas a,(> a)-val vagy
bi(< b)-vel. Masrészt x=y(() miatt u=+(O) is fenndllna, s igy mindkét
el0bbi eset, a, > a > b > b, miatt, ellentmond a 6. LEMMAnak.

Nem szeparabilis kongruenciareldciéra most mar tdjabb fontos példat is
tudunk mutatni.

8. LEMMA: Legyen L disztributiv hdlo, melyben adottak az [a:, bi]
(i=1,2,...) intervallumok, ugy hogy a<a, <b, < ---a;,<b;< -+ <b, akkor

V O, nem szepardbilis kongruenciareldcio.
i=1
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BizonyitTAs: Tegytik fel, hogy @ =V @.,, szeparabilis, ekkor van
i=1

olyan a=2z2,>2z, >+ >2,=0b, hogy z;. :_z;((~)), avagy [z, z:i1] egyet-
len részintervalluma sem kongruens (-nal. Ha z.,=2/(®), akkor

ZiEZi_l( \; (-)aji,bj_), vagyis véges sok [a;, b;]] altal generalt kongruenciarelacio
i=1 i ¢

mér indukdlja a {z;} lancon az 6sszes z; = z;-1((?) kongruenciat. Legyen [a:, b]
ezen véges sok intervallumtol kiilonbozd intervallum. a=b(0,.», 6,,,,,)
(®, 1, komplementuma @y,,;,, amely a 7. LEMMA szerint létezik), viszont
a=b(0q,,), mert a=0b(0, ,)-bdl a=>b: (0, ) adddna ellentétben
@ = bi (O, ,)-vel. Kovetkezésképp nem lehet minden i-re 2, =1z;,(0.,,,,),
igy van olyan i, hogy z;==2z; 1(0l, ). Az 1. TETEL értelmében [mivel
2i=2i-1(Ou;, 0, Oy, 5,)], €kkor van olyan u, ¢ hogy zi=u<v=2z_ és

! r
u=v(0,,,,). Erre az i-re azonban 2, =2;.,(0), azaz 2, = z,;l( V O, z,j,), vagyis
i=1 i i

r » 1 r
uzv( V O“jdbj)' Az el6zOvel Osszevetve uzv(@ut,btm V O“j-’bj-J; azaz
i=1 i k =1 i

u EU(V (O ;M @“t,bi))' A LEMMA feltételei és [a; , b;] == [a:, b] miatt min-
i=1 i 12

den i-re, vagy a;<b;;<a.<b, vagy a;<b.<a;;<b;,, azaz teljesiilnek a
6. LEMMA feltételei ezért e)aji’bjim@ahbt:O minden i-re. Igy az elébbi kongru-
encia u=wv(0)-ba megy 4&t, azaz u = adddik, ellentmondasban a fentebbi
u <v-vel. Ez az ellentmondds igazolja allitasunkat.
A tovabbiakban ismét sziikségiink lesz a hozzarendelt elempar fogalmara.
Emlékeztetiink arra, hogyan definialtuk [6]-ban a hozzarendelt elempar fogalmat.
Azt mondjuk, hogy az a, b elemparhoz ¢,d (a, b,c,d € L) hozzd van

rendelve, jelben a, b— ¢, d, ha alkalmas x;,...,x, € L elemekkel
¢ {Allawd)ymx)oxfp e nxa==cd,
2) {--dll@anb)y~x ] —x) s fx,=crd.

A hozzérendelt elempar* segitségével megadhatunk egy feltételt arra,
hogy O,(L) és 0,(L) megegyezzék.

Az egyszeriiség kedvéért vezessiik be a kovetkezd elnevezést:

2. DEFINICIO: Az L halot gyengén moduldrisnak nevezziik, ha valahdny-
szor @, b—c¢,d (a,b,c,d € L; a<b, c==d), mindannyiszor taldlhatd olyan
a, b € L, (a,<b,), hogy [a;, b,]<[a,b] és c,d—ay, b;.

4 Megengedett az is, hogy x; elbtt _;, x, el6tt ~ stb. legyen (1) és (2)-ben. Ez
nyilvanvaloan ekvivalens az el6bbivel. Az azonban mar folosleges, hogy egymas utdn tobb-
szOr alljon pl. az ' jel; az asszociativitds miatt ezek a lépések Osszevonhatok.
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9. LEMMA: Az L gyengén moduldris hdloban minden szepardbilis
kongruenciareldcionak van komplementuma és igy

Os(L) = O(L).

Bizony(iTAs: Legyen (9 szeparabilis kongruenciareldcié. Definidljuk a
@ relaciot a kovetkezdképp:

x=y(®P) akkor és csak akkor, ha [x~y, x y]-ban nincs @-nak tébb,
mint egy elemit osztalya.

Per definitionem x=x(®) és a @ relacid6 szimmetrikus. Legyen
x=y(P), y=2(D) és x>y >z s tegyiik fel, hogy valamely u, v-re emel-
lett u=+(0),x =u>v =2 @ definicidja miatt kell, hogy [v, u]-nak [z, y]-nal
és [y, x]-szel legfeljebb egy kozos eleme legyen. Ez a kozds elem y nyilvan
nem lehet, ezért y\ v >v. Feltessziik, hogy yv = u, mert ha ez nem All,
akkor okoskoddsunkat az u, v elempar helyett az y ¢, you v elemparral
folytatnank. Ebben az esetben viszont a gyenge modularitdisbol, mive]
y,Z2— v, vy s ezért y, z—u,v is fenndll, olyan y >y, > 2, > z adodik, hogy
ﬂ—»yl,zl azonban akkor y, = 2,(@), amely ellentmondas igazolja x = z(®)-t.
Végiil legyen x >y, x=y(®), belatjuk, hogy x v t=y < t(®D). Ellenkezd esetben
ugyanis volna x wf{z=u>v =yt hogy u=+(0). Viszont x, y — u, v, ezért
a gyenge -modularitdis miatt van olyan X,y (x=x;>y =y), hogy
u,v—x, ¥, de akkor x, =y,(0), ami ellentmond x= y(®)-nek. Bebizo-
nyitottuk, hogy @ eleget tesz az 1. LEMMA (a)—(d) feltételeinek, mivel (e)
trividlisan igaz, ezért @ kongruenciareldcio. @ definicidjabél @ ~ P =0
kovetkezik; @ @ =1 pedig igy lathaté be. Legyen a >b két tetszbleges
eleme L-nek. Tekintsiik a és b kozott azt az a=z2,= 2, = -+ = z,= b lancot,
amely ©-t szepardlja. Ekkor vagy z:=2z..1(0), vagy [z, z;-1] egyetlen (tobb
mint egy elemii) részintervalluma sem kongruens (-ndl, azaz @ definiciéja-
bol folyolag z;=2zi.1(P), vagyis a=0b(O < D). Ezzel belattuk, hogy @
komplementuma (-nak, amivel a 9. LEMMA bizonyitasat befejeztiik.

Eddigi diszkusszidnk egyik célja volt, hogy feleletet adjunk a kovetkezd,
G. BIRKHOFF altal felvetett (lasd [1], 153 old., 72. probléma) kérdésre :

Keressiik annak sziikséges és elegendd feltételét az L halora, hogy
kongruenciareldcioi Boole-algebrat alkossanak.

T. TANAKA [4] adott eldszor erre a kérdésre feleletet:

Az L halé kongruenciarelacioi akkor és csak akkor alkotnak Boole-
algebrat, ha L egyszeri halok diszkrét szubdirekt szorzata — azaz olyan
szubdirekt szorzata, melyben barmely két elem csak véges sok komponensé-
ben kiilonbozik.

T. Tanaka tétele azon L halok strukturatételének tekinthets, melyekre
O(L) Boole-algebra. Nem latszik azonban érdektelennek ezen halokat a fen-
tebb bevezetett fogalmak segitségével is leirni.
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2. TETEL: Az L hdlo kongruenciareldcioi akkor és csak akkor alkotnak
Boole-algebrdt, ha

(W) L gyengén moduldris;
(S) L minden kongruenciareldcioja szepardabilis.

BIZONYITAS :

Sziikségesség. Tegyiik fel, hogy L kongruenciarelaciéinak haléja Boole-
algebra. Ekkor minden kongruenciarelacionak van komplementuma, igy az
5. LEMMA szerint mind szeparabilis, vagyis (S) teljesiil. Tegyiik fel, hogy
[-ben a,b—c,d, s erre a hozzarendelésre a gyenge modularitas feltétele nem
teljesiilne. Allitjuk, hogy ekkor @, q-nek nincs komplementuma; ugyanis, ha
(..« komplementuma @ lenne, akkor a==b(0., ¢\ D), asEb(P) esetén az
1. TETELDO! olyan a w b = a, > b, = a ~ b létezése ad6dna, melyre a, == b,(©., 4).

[6] 5. tétele szerint ez viszont éppen olyan a, = a,> b, = b, |étezését jelenti,

hogy ¢,d—~a,, b, azaz a gyenge modularitis teljesiilne, ellentétben a fel-
tevéssel. Kell tehat, hogy a=6(®) fenndlijon, de ekkor a, b —c,d miatt
=d(®) is fennallana, ellentétben ©. ,~ @ -—0-val.

Elégségesség. A (W) feltétel miatt, mint azt a 9. LEMMAban bebizonyi-
tottuk, @z(L) — Os(L). Az (S) feltétel igy is irhaté: Gs(L)= O(L), ami az
eldbbivel Osszevetve @(L) = G ,(L)-et adja, ami bizonyitando volt.

A gyenge modularitas valoban a modularitas altalanositasa. Ezt a kovetkezo-
képp lathatjuk be: Legyen a > b és f_a=c>d=fub ac=a_d, ezért
a-c>a~d (lasd [1] 66. old.), vagyis a, b —c, d-b6l ezesetben ¢, d —a~c,a~d
kovetkezik. Az 3ltaldnos eset targyaldsa trivialis teljes indukcidval torténhet a
hozzarendelés 1épésszamdara (az (1) és (2) képletekben szerepld n-re) vonat-
kozolag. A kovetkezd eredményt kaptuk:

1. KOROLLARIUM: Az L moduldris hdlo kongruenciareldcidinak hdldja
akkor és csak akkor Boole-algebra, ha (S) teljesiil.

Megjegyezziik, hogy a gyenge modularitdis mdas iranyt altaldnositasa a
modularitasnak, mint a féligmodularitds, ugyanis mdr a legegyszeriibb félig-
moduldris halo, amely nem moduldris ([1]-ben a 7a &brdn lathaté halo
dudlisa) egyuttal nem is gyengén moduléris.

Disztributiv halokra a 2. TETEL tovabb élesithetd.

2. KOROLLARIUM (J. HASHIMOTO TETELE [2]): Az L disztributiv hdlo kon-
gruenciareldcidinak hdloja akkor és csok akkor Boole-algebra, ha L lokdlisan
véges.

BizonyiTAs: Az 1. korollarium értelmében elég beldtnunk, hogy (S)
ekvivalens a lokalis végességgel. Valoban, ha L lokalisan véges, akkor per

11 11} Osztaly Kozleményei VII:3—4
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definitionem minden kongruenciareldcioja szeparabilis, megforditva, ha L nem
lokdlisan véges, akkor van [a, b] (@ < b) nem véges hossziisagu intervalluma s
ekkor a szokdsos ,felezési-eljards“-sal konstrualhatd a 8. LEMmMAban szereplo
intervallum-sorozat, s igy a 8. LEMMA szerint van nem szeparabilis kongruencia-
relacidja. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Az 1. KOROLLARIUM mds irdnyd specializdlasa a kovetkez6:

3. KOROLLARIUM (SHIH-CHIANG WANG TETELE [3]): Az L komplementumos
moduldris hdlé kongruenciareldcidinak hdloja akkor és csak akkor Boole-
algebra, ha minden neutrdlis idedlja fdidedl.

BizoNyiTAs: (. BIRKHOFF egyik tétele szerint a fenti feltételek mellett
L minden kongruenciareldcioja egy neutralis idealhoz tartozo minimalis kon-
gruenciarelacié (lasd [1] 125. old.). A 3. LEMMA szerint viszont L barmely
neutralis idealjdhoz tartozé minimalis kongruenciareldcio akkor és csak akkor
szepardbilis, ha ez a neutrdlis ideal féideal.

Disztributiv halok esetében most mar nehézség nélkiil valaszolhatunk
arra a kérdésre, hogy G (L)-ben mikor teljesiil (DID).

3. TETEL: Az L disztributiv hdld kongruenciareldcicinak hdlojdban (DID)
akkor és csak akkor teljesiil korldtlanul, ha L lokdlisan véges.

BizonyiTAs: Ha L lokdlisan véges, akkor minden kongruenciarelacioja
szeparabilis €s igy a 2. LEMMA szerint (DID) fennail.
Megforditva, tegyiik fel, hogy @(L)-ben (DID) korlatlanul teljesiil.

Nyilvdn &= V 6,,. A 7. LEMMA szerint ©, ,-nek van komplementuma,
u=0b(0)

®);, . Tekintsiik a @ =A@ , kongruenciarelaciét,” (1D)-bol
OND =\~ (-NOL ) =V (Of s ~"ANO 1) = V(O v O, ) =V0=0,
ezért O - @D-=0 és (DID)-bél
O D=0, , O (ANOL ) == A(Or, s VO, ) = AN(O0 o O )= 1,

igy O @ -1 vagyis @ komplementuma (-nak. Belattuk, hogy ©&(L)
Boole-algebra, de ekkor a 2. TETEL 2. KOROLLARIUMa miatt L lokalisan véges,
Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik.

Konstrudljuk meg a szeparabilis kongruenciareldcio definiciojanal meg-
igért ellenpéldakat. Eloszor legyen E a nem pozitiv egészek —oc-nel lezart
lanca. E.E-ben (E-nek onmagaval vett kardindlis szorzata, [1] 7. oldalanak
értelmében) tekintsiikk a @ = (), ), -0, 0) kongruenciarelacidt és egy, az dsszes
(x, x) alak( elemet tartalmazé C maximdlis ldncot. @& a 7. LEMMA szerint

5 A bizonyitds soran V és A mindig az Osszes olyan a, b-re értends, melyekre
a=b(9).
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szepardbilis kongruenciareldcié, mégis a C lancon végtelen sok egynél tobb
elemit osztalyt létesit.

Tekintstink most egy olyan nem szeparabilis kongruenciarelaciot, amely-
nek megvan az a tulajdonsdga, hogy barmely a > b-hez taladlhatd olyan
maximalis lanc, melyen @ csak véges sok egynél tobb elemii zart osztdlyt
létesit. Ezt megkonstrualando, legyen P a pozitiv egészek linca, L a P-P

@©
hal6 / elemmel feliilr6l lezarva, és @ =V Oy 0. @i+1,0. @ a 8. LEMMA szerint
i=1

nem szeparabilis. Tekintsiik egy tetszéleges a > b elempart. Feltehet, hogy
a == I, kiilonben [b, a] véges. Ha viszont a =1, akkor az a és b kozti kivant
tulajdonsadgti maximalis lancot szolgaltatjdk az osszes (b,, x) alaki elemek,
ahol b, els6 komponense b-nek és x—=—b,, b,+1,b,+2,.... Erdekes talan
megjegyezni, hogy ebben a két ellenpéldaban szereplé halo disztributiv.

Végiil konstrudljuk meg a 2. LEMMAnal emlitett ellenpéldat. Legyen P
ismét a pozitiv egészek lanca, s tekintsiik azt az L halmazt, amely P-bdl és
a O, x,y, I elemekb6l all. L halo lesz a kovetkezd definicidval: P rendezése
a szokdasos, tovabbda i- 1,2,...-re xi=yui=xvy=x-l=y_I=1
és x~i=yi=I~0=0. Tekintsitk 4 L kongruenciareldciéit. Konnyen
kimutathato, hogy /=i vagy i=0 (=1, 2,...) esetén az egész hald egybe-
esik, s ebbdl mar az is adddik, hogy az egység-kongruenciareldcion, &-n kiviil
L kongruenciarel4cioi lényegében P kongruenciareldcioi, abban az értelemben,
hogy L-nek P-n kiviili elemeit nem ejti egybe. Lathatjuk tehat, hogy (L) Q(P)-
bol gy all el6, hogy (G(P)-hez hozzavesszilkk még a & kongruenciarelaciot,
melyre &> (& minden O € G(P)-re. O(P) azonban dudlisan végteleniil disztri-
butiv a 3. TETEL értelmében, ezért kis szdmoldssal belathato, hogy @(L) is
dualisan végteleniil disztributiv. [-nek azonban mégis van nem szeparabilis
kongruenciarelacidja, ilyen példdul az a kongruenciarelacié, melyben 2/==2i+-
+1(i=1,2,...). (Pl. 1 és I nem szeparalhatdk.)

Most mar azt is lathatjuk, hogy minden harmadik tipusti ellenpélda
nem disztributiv halo, ugyanis ha L disztributiv volna, akkor (DID) fennalldsa
maga utdn vonnd a 3. TETEL szerint L lokdlis végességét, igy nem lehetne
nem szeparabilis kongruenciareldcidja.

1i*
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IL.

A kovetkezOkben az L hald idedljai € haldjanak és az idedlokhoz tartozé
minimalis kongruenciareldcioknak kapcsolataval szeretnénk foglalkozni. A tovab-
biakhoz sziikséges a kovetkezd :

10. LEMMA: Az [.(«¢ € A) idedlok komplett-egyesitése létezik és azonm
¢ elemekbdl dll, melyekre
3) C=lg oo\,
ahol ip €la, s € A(s=1,2,...,n) és n fetszéleges véges szdm.

A bizonyitds az idedl és a komplett-egyesités definiciojabol automatiku--

san adédik. Lathatjuk tovék')bé, hogy az \7 1. idedl az 1. idedlok véges egyesi-
téseinek halmazelméleti egyesitése, €s azaiesA nyilvanvald, hogy £ akkor és csak
akkor komplett hdld, ha L O-elemes. Disztributiv halékra tobb is igaz, neve-
zetesen, ha L disztributiv, akkorai I, elemei

@ t—iay oo D, (€A, i€l =1, ..., 1))
alakban irhatok.

Ehhez csak azt kell belatnunk, hogy ha ¢ (4) alaki és x = ¢, akkor x is
(4) alaki, de valoéban x==x ~t=V (is, ~X), ahol iy, "X € L, r=1,2,.. ,n),
r=1

ami a bizonyitandé volt.

Jelolje a tovabbiakban ), az / idedlhoz tartozd minimaélis kongruencia-
relaciot, azaz azt a minimdlis kongruenciareldciot, melyben / minden eleme
a homomorf kép O elemére képezddik le.® @, létezése abbol adodik, hogy az
osszes olyan kongruenciareldcié metszete, melynél / a homomorf kép O elemére
képezddik le, ugyanilyen tulajdonsagu.

4. TETEL: Az V L. idedlhoz tartozé minimdlis kongruenciareldcio \ Oy,
A

. acA ac
vagyis
(5) Oy i,=\ O
acA aCA
BizonyiTAs: Nyilvanvalo, hogy
(6) G)Id = V Qa, [
a, he A

(lasd a dolgozat elsé részében a 2. TETEL 4. KOROLLARIUMAnak bizonyitasat)..

b Félreériések elkeriilése végett megjegyezziik, hogy ©,-nél I-n kiviili elemek is képe-
zodhetnek le a homomorf kép O clemére.



HALOK 1DEALJAI ES KONGRUENCIARELACIO, 11, 429

Elészor belatjuk, hogy ha a = b és a =, akkor
(7) Ou v On = 0O v oc.
Mivel a=b(0qy10.) s a=c(O noo), €zért Oy v Oy o = Of . .; megfor-
ditva a=b(0,.) €5 a=c(O,.) miatt a=bc(Oy O, .), azaz
Ouvoe =0 . O .. A két egyenldtlenség Osszevetése éppen (7)-et adja.

(6) segitségével (5) a kovetkezd alakra hozhatd :

8) V Ony=V V O
ET VAla €A o, bET,
[gS]

Tegyiik fel, hogy . , szerepel (8) jobboldalaban az egyesitésben. Ekkor
valamely e« € A-ra a,b€l,, igy a, b€ V I., s ezért @, , szerepel (8) bal-
aEd

oldalaban is; kovetkezésképp
Vv @V)Jé V VO

x, y& AI acA q,bEI,
ag
Megforditva, legyen 0., (x,y€ V ) (8) baloldaldban az egyesitésnél az
acA
egyik tag. x,y€ V /. a 10 LEMMA szerint olyan i, (€L, @ €A, r=

acA
==1,2,..., n) elemek létezését jelenti, hogy x,y =i, --- i, . Legyen

U= 7\ la, " (xY). Nyilvin uel, (r=1,2,...,n), s igy @“”'ar szerepel

r=1

(8) jobboldalaban. (7)-bél ‘{}I_O,,,iar:(-) . =0, ezt

rnye VoI a€d a,bET,
e A 12 ]

vagyis (8) fenndll. Q.e. d.

O-vel jeloljiik azt a minimdlis kongruenciarelaciot, melynek / magja.
O, nyilvan nem sziikségképp Iétezik, de ha létezik, akkor” @, = (.

KOROLLARIUM: Ha ();, minden « € A-ra létezik, akkor © v 1, is létezik

ag
és \/ @1(,:('} V Iy
acAd acA

A 4. TETELDOI lathatjuk, hogy akarhany minimalis osztdlyozas egyesitése
ujbol minimalis osztalyozds. Ez a metszetre mar Aaltaldban nem igaz. Ezt
mutatja mar a nem moduldris otelemii halo példajais. A A O, = (), ,, egyenlet
kiilonben sem éllhatna fenn korldtozds nélkil, mert A/, nem sziikségképp
létezik.

7 Erdekes volna azon idealok Osszességét vizsgalni, melyekhez ®r létezik. Konnyit
példaul beigazolni, hogy ezek disztributiv halét alkotnak. Valdszintileg tobb probléma nyerne
megoldast ezen halo részletesebb vizsgalatdval. :
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Erdekes volna megadni annak sziikséges és elegendé feltételét, hogy az
L haléban az idedlokhoz tartoz6 minimadlis kongruenciarelaciok metszete is
valamely idedlhoz tartoz6 minimalis kongruenciareldcié legyen. Az alabbiak-
ban erre két elégséges feltételt adunk.

11. LEMMA: Tartozzék az L O-elemes hdld minden idedljdhoz legfeljebb
egy osztdlyozds. Jelolje £ azon idedlok Osszességét, amelyekhez tartozik
osztdlyozds. £ O(L)-lel izomorf hdlo, azaz

9 Ovi,=YV 0, (l.€%)

) ac A acA .

(10) Ohyr— A O; (I € %)
aCA acA

legyen (I, K, X:, Y; €%),

=~
n

- X,oX\>--DX.=K
és o

=Y, DY, D.--DY,=K,
e két ldncnak van kbzds hosszisdgi finomitdsa.

BizonyiTAs: (9)-et a 4. TETEL igazolja, (10) viszont abbdl adédik, hogy
0¢ L miatt A/, létezik, tovabba A®;, magja Al.. A Al. idedlhoz legfeljebb
egy osztilyozas tartozik, ezért A©; = 0),;,. Ezzel belattuk, hogy az [ — @7 ([€ <
megfeleltetés izomorfia, s igy £ disztributiv. Alkalmazhaté tehat $-ben a
Jordan—Dedekind-tétel, amely rogton megadja a ldncok finomitdsara vonat-
kozd allitast.

Disztributiv halékban &,— @, minden /-re (s6t ez a tulajdonsag [6]
1. tétele szerint jellemzi is a disztributivitdst). Ervényes a kovetkezd

5. TETEL: Ha L disztributiv hdlo, akkor az dsszes (),-k () (L)-nek rész-
hdlojdat alkotjdk, azaz

an O O,=0,,
és
(12) @Ilﬂ(012:(911012.

BizonyiTAs: Mivel (11)-et tetszéleges haloban mar igazoltuk, ezért elég
- (12)-t belatni. (12)-t (6) alapjan atirjuk:

v G)a, B/ V (')u, a= V @x, 8]
@ bEL ¢ dED, @ y€ELol,
ami (ID) felhasznalasaval ekvivalens a kovetkezével :
(13) V o Qa0 Oca)= NV Oy
a, b€ ¢, dET, ry€Ehnl,

Lassuk be, hogy ha a = b és a =, akkor
(14) (')a,bf\. (-)d,c:(-)u,bn('-
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Felhasznalva [6] 2. TETELét u=v(0,, ) és u=4(0,,.) az u=v feltetel mel-
lett ekvivalens a kovetkezd egyenletek fennallasaval.

(15) (awv)y~u=r¢,
(16) (bovynu=u,
17 (cwv)ynu=u.

(16) és (17)-b6l a disztributivitds segitségével
(18) u=unu=@bury~nan(cov)ynu=[bc)wr]u.
(15) és (18) egyiitt az el6bb idézett tétel szerint u=uv(0,,..)-t jelenti.
Belattuk, hogy 0,10 c=0Oyp0c; Ofy O = Oy 10, azonnal adédik.
abbdl, hogy @, ,, O, = O ... Igy (14) igazolasat befejeztiik.

Nyilvan, ha @), , szerepel (13) jobboldalaban, azaz x,y €I, ~1,, akkor
0., , szerepel (13) baloldalaban is, azaz

(@u, X Qc, d) = V @z, Y

a4, bE ¢, dEL, z, y€L o I,
Bizonyitjuk a forditott egyenl6tienséget. Latjuk, hogy ha t =a~b~cd
(@ bel;c del,) akkor (14) felhasznalasaval
Ou 2Oy a= Qoo e Oroa 1= Owonyacoa, ts
ahol (awb)~(cwd)el,nl, és tel,~1,, azaz (13) baloldalinak barmely
tagija = mint a jobboldal alkalmas eleme. Ezzel (13) bizonyitasat befejeztiik.
A tétel bizonyitidsabol lathatd, hogy igaz a kovetkezd

KOROLLARIUM: A @k akkor és csak akkor alkotjdk @ (L)-nek részhdldjdt,
ha (14) fenndll.

E korollarium mégsem mondhat6 a felvetett probléma megoldasanak,
inkabb csak kényelmes atfogalmazasul szolgdl.® -

(9) és (10) fennallasat elég sok kikotés meilett biztositja a

6. TETEL: Ha L O-elemes kompleft és dudlisan végtelen disztributiv
hdlé, (azaz L-ben (DID) fteljesiil), akkor a O kongruenciareldciok (L)
komplett reszhdiojdt alkotjdk, azaz (9) és (10) fenndll.

BizoNYiTAS : Megint elég csak (10)-et belatni. Ezt teljesen az 5. TETEL
bizonyitdsdnak megfelel6 uton tehetjiikk. Elegendd megjegyezniink, hogy L
O-elemessége A/l. létezéséhez sziikséges, a (DID) feltétel pedig (14) analogon-
janak bizonyitdsahoz sziikséges, azaz, hogy ha b. = a, akkor
(19) /\@afba:@“’/\ba'

(19) és a bizonyitds tobbi részének részletezése konnyen elvégezheto.

8 Az 5. tétEL a [6] 2. tételének 4. korollariuma alapjan egyszeriibben igazolhatd.
Ekkor azonban a fenti korollariumot nem kaptuk volna meg.
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111

Az alabbiakban a hozzarendelt elempdrral kapcsolatos néhany kérdéssel
foglalkozunk. Tekintsiik az L hdl a, b,c,d elemeit, melyekre a, b—c,d és
¢,d—a,b is al. Ekkor nyilvin a=1b és ¢ =d barmely kongruenciarelaciora
nézve ekvivalensek. Ugyanez a helyzet, ha a, b és ¢, d projektivek® (lasd [1],
72. és 73. old.; ugyanitt a transzponaltsidg definicidja is megtalathatd), amit
[a, b] 7z|c, d] mb6don jeldliink. Lathatjuk, hogy a, b és ¢, d akkor és csak akkor
projektivek, ha a, b —c, d és hozzarendelés mindig relativ komplementummal
torténik. Felvetjilk a kovetkez6 problémat: a, b és ¢, d projektivitisanak, mely
L halokban sziikséges és elegendd feltétele

(20) a,b—c,d és c,d—a,b.
A haléknak két osztalyat adhatjuk meg, melyekre ez a feltétel teljesiil.

7. TETEL: Ha az L hdléra teljesiil, hogy
A. L disztributiv, vagy
B. L lokdlisan véges és moduldris,
akkor a,b és c,d (a<b,c<d;a,b,c,d€L) projektivitdsdnak sziikséges és
elegendd feltétele (20) fenndlldsa.

Nyilvdn mindig csak azt kell belatnunk, hogy (20)-bol kovetkezik
[a, b][c, d]-

A. BIZONYITASA: [6] 2. tételének Aallitdsa szerint a (20) feltétel disztri-
butiv haloban ekvivalens a kovetkezd négy egyenlettel:

21 (awve)y~nd=c,
(22) . (bocynd=d,
(23) (accynb=a,
(24) (@wd)y~b=">.
Lassuk be a

bu(avwc)y=du(awrc)
egyenletet, vagyis, hogy
(25) buc—=dwua.
(22)-b6l b'oc=d és b>a miatt b oc=dwua, és megforditva, (24)-bol
a—d="b és d>c miatt a..d = b, amely egyenlStlenségek (25)-ot adjak.
(21), (23) és (25) épp azt mutatjak, hogy az [a, b],[a\c, b ¢], [c, d] inter-
vallumok koziil a szomszédosak transzponaltak, vagyis [a, b]:t[c, d], ami a
bizonyitand6 volt.

% Legtobbszér intervallumok projektivitasarél és transzponaltsagarol szoktak irni,
nekiink kényelmesebb a fenti terminologia.
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Mellékeredményként azt kaptuk, hogy ha [a, b]st[c, d], akkor mar két
1épésben eljuthatunk a, b-bdl ¢, d-be.

B. BIZONYITASA tobb dllitdsra bonthatd, melyek mindegyike teljes
indukcioval bizonyithats, ezért a részletes okoskodast melldzziik. Az [a, b]

intervallum maximalis lancainak hosszat (ezek a hosszak megegyeznek) jelolje
{]a, b].

12. LEMMA: A B. feltétel mellett
(26) lla,b) = llawc, b ] és l[a,b] = l[a~c, bc],
és ha (26)-ban egyenldségjel dll, akkor a megfelelé intervaliumok transz-
pondltak.

BizoNyiTAsa [[a, b]-re vonatkozd teljes indukcidval torténik.

13. LEMMA: Ha a,b—c,d, akkor
(27) la, b] = l[c, d].

BizonyiTAsa (26)-ot felhaszndlva, a hozzarendelés lépésszdmdra vonat-
kozé teljes indukci6val végezhetd el. Erdemes megjegyezni, hogy mind (26),
mind (27) a lokélisan véges halok korében jellemzi a modularitdst.

A B. eset bizonyitdsa ezutdn a kovetkezOképpen fejezhetd be: Ha a, b,
¢, d-re (a<b,c<d) a (20) feltétel teljesiil, akkor (27)-bol [[a, b] == I[c, d]; igy
a 12. LEMMAbOI [a, b)-]c, d] adodik.

Lathatjuk, hogy A.-ban a tétel allitasdnal altaldnosabb tételt bizonyitottunk:

7. A. TETEL: Az L disztributiv hdloban @, , = O, q akkor és csak akkor
érvényes, ha [a, b] és |c, d] projektivek.

A disztributivitds ismételt alkalmazasdbol nyilvanvalo, hogy ha
a,b—c,d(a<b,c<d), akkor alkalmas p és g elemekkel

(28) @ p)g=c
és
(29) (bop)ng=d

8. TETEL: Az a,b—c,d (a<b,c<d;a,b,c, d¢L) feltétel akkor és csak
akkor ekvivalens (28) és (29)-cel, ha L disztributiv.

BizonyiTAs: A disztributivitds nyilvan elegend6 feltétel. Kimutatjuk,
hogy sziikséges is. :

Tegyiik fel, hogy az L haléban teljesiil a tétel feltétele. Belatjuk, hogy
¢=0b nem lehetséges. Ugyanis, ha c¢=¥b, akkor (ap)~qg=2b, tehat
avup=>b de ekkor c=(@up)ng=[aw (b p]ng=(bwpy~ng-—d
¢ < d-vel ellentétben.
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X c
C
d-a J a0 Y
b b
1. dbra 2. dbra

Ha L nem disztributiv, akkor van az 1., vagy 2. abran lathato részhaldja;
viszont az 1. esetben
[(@wy)y~c]—a==c és
[((bwy)~c] - a=d;
és a 2. esetben:
[(@a-x)~yloa=c és
[(b-x)~y]wa=d

és igy d=a, mar pedig belattuk, hogy d = a nem lehetséges. Ez az ellent-
mondas igazolja a disztributivitds sziikségességét is.
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Edtvos Lordnd Tudomdnyegyetem
111, év. alkalmazott-matemaltika szak.

(Beérkezett: 1957. VI. 7.)

10 Ez a cikk kinai nyelven jelent meg, ezért nem idézziik a folydirat cimét.
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