CSOPORTOK ES GYURUK HOLOMORFELMELETE
REDEI LASZLO

.« P 1. §. Bevezetés '

Az algebra kiilonboz6 agai egymastél tobbé-kevésbbé fiiggetleniil fej-
16dtek és csak az utobbi idOben észlelhetd bizonyos céltudatos torekvés a
fogalmilag -Osszetartozd részek egységesitésére, mindenesetre azonban ebben a
vonatkozdsban még sok a tennivald. Ennek az egységesitésnek egyik fontos
eszkoze analdg elméletek kiépitése a kiilonbozé teriileteken.

Dolgozatunkban egy uj csoportelméleti analogiardl lesz szd, amely a
csoportoknak mar kész holomorfelmélete és a gyiiritknek itt kidolgozando
holomorfelmélete kozt all fenn. A csoportok holomorfelméletén a csoportelmélet
azon részét értjiik, amely elsOsorban két, egymdssal szorosan osszefiiggd
fogalommal, tudniillik valamely csoport karakterisztikus részcsoportjanak és
‘holomorfjanak fogalmaval foglalkozik, valamint az ezekkel nemkevésbbé szorosan
Osszefiiggd teljes csoport fogalméaval. Ennek megfelel6en a gyiiriik ,,holomorf-
elméletében® is a harom analog fogalom fog szerepelni. E fogalmak koziil az elso
kettdt a gylirli karakterisztikus részgyirijének ill. holomorfjainak* fogjuk
nevezni (definici6jukat kés6bb fogjuk megadni.) Meglepetés lesz, hogy az
emlitett harmadik csoportelméleti fogalom, a ,teljes csoport* gyfiriielméleti
analogonjaként az ,egységelemes gyiirii“ fog fellépni.? :

Most még a kovetkez6t kivanjuk megjegyezni. Ismeretes, hogy bizonyos
lkképezések, mégpedig a homo-, izo-, auto-, endo- és meroforfizmusok az
algebrp minden agdban vezetdszerepet jatszanak. Kutatdsaink fontos részlete-
képpen ehhez az 6t fogalomhoz (kizdrdlag gyiiritk esetében) egy hatodik, nem-
kevésbbé fontos fog csatlakozni. Ez a gyifirii 6nmagaba valo leképezéseibdl
alkotott bizonyos parokat fog jelenteni; egy ilyen leképezéspart duplahomote-

1 A ,holomorfok® tobbesszam nem sajtéhiba! Ki fog ugyanis deriilni, hogy ellentétben
a csoport holomorfjanak egyértelmﬁségével, a gyilirlinek altalaban tobb holomorfja van.
Ez — mint latni fogjuk — teljesen a dolog térmészetében rejlik, és bizonyara annak a
koriilménynek koszdnhetd, hogy a gyfirii fogalma Osszetettebb, mint a csoporté.

2 Az egységelemes gyiiriik mindig is kiilondsen fontos szerepet jatszottak az dsszes
gyliriik kozott (pl. az oszthatdsag kérdésében, az idedleiméletben, a linedris algebraban stb.).
Ez a kiilonos fontossag formalis magyarazatat természetesen abban leli, hogy az egységelem
létezése jelentds szamolasbeli egyszerlisodést okoz. Ezzel szemben a fenti analdgiaban az
egységelemes gylirlik fontos helyzetének mintegy” belsé okdt latjuk. Ezeket a jovOben tulaj-
donképpen ,teljes gyiirliknek“ kellene nevezniink, ezt mégsem tessziik, javasoljuk azonban
az olvasonak, hogy ,egységelemes gyiirii“ helyett mindeniitt ,teljes gydrit* is értsen.
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tizmuspak fogunk nevezni. Mint latni fogjuk, a duplahomotetizmusok nemcsak
a holomorfelméletben szerepeinek, hanem mas, gyiiriikkel kapcsolatos kérdé-
sekben is, és barmilyen hihetetleniil hangzik, a csoport automorfizmusainak
analogonjat alkotjak. '
, Miutdn az eddigiekben roviden vazoltuk dolgozatunk tartalmat, most

néhany megjegyzést kivanunk tenni a csoport- és gyiiriielméleti fogalmak
analogidjat illetden. "

1" és P mindeniitt csoportot, ill. gyiiriit jelol.

P"™ a P modulusat, vagyis a P elemeibd! all6 modulust jelenti.

A..B azt jelenti, hogy A és B analog fogalmak, éspedig A csoport-
elméleti, B gyiiriielméleti.

Egyik legfontosabb ilyen analogia¢

_ 1" homomorfizmusa .".¢P homomorfizmusa. (1)
Ezzel szorosan osszefiigg :
I" faktorcsoportja .. P faktorgyiirije, *, 2>
minthogy lényegében (vagyis izomorfiat6l eltekintve) a baloldalon /7, a ]obb-

oldalon pedig P osszes homomorf képei allnak. N
(2) kovetkeztében fennall a kovetkezd, szintén nagyon er8s analggia:

I" normélosztoja ... P idedlja, 3)
mert a faktorcsoportok és faktorgyfiriik az ismert modon megadhatok a nor-
malosztok, ill. idedlok segitségével. A -

I" részcsoportja .-. P részgyiiriije (4)y
analdgia kevésbbé erds, mivel helyette gyakran a (mindenesetre gyengébb)

[" részcsoportja .. P részmodulusa, ' (5)

[" részcsoportja .. P egyoldali idedlja , (6)

analogidk valamelyike 1ép fel, tovabba blzonyos kutatdsokban (6) ‘helyett az.
ugyancsak gyengébb ’

. <I" normaélosztdja ... P egyoldali idedlja (T
analogia jut érvényre.
Latszolag .
I’ automorfizmusa .. P automorfizmusa (8>

ugyanolyan erfs analdgia, mint (1). Ha azonban figyelembe vessziik (3)-at és.
meggondoljuk, hogy /" normalosztdi tigy jellemezhet6k, mint bizonyos (t.i. a
bels$) automorfizmusokkal szemben megengedett részcsoportok, mig P ideal-

* Természetesen mindig izlés dolga, hogy az ember bizonyos fogalmakat analogoknak
tekint-e, és ha igen, mennyire. Mikor tehat analdgiarél beszéliink és esetleg annak fokat is
megjeloljitk (,pontos, erds, gyenge“ stb.), akkor ez mindig csak ,felfogast* jelent.

1 ,Maradékosztalygytirii* helyett ,faktorgyfiriit mondunk.
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jainak automorfizmusokkal valé hasonld jellemzése nem lehetséges,” akkor
indokoltnak latszik lemondani- a (8) analdgiardl. A (8) analdgia egy masik
»gyengéje“, hogy mig minden, ketténél tobb elemii csoportnak, mint ismeretes,
vannak nemidentikus automorfizmusai, addig szamos olyan gyiirdi van, amely
csupan egy (az identikus) automorfizmussal rendelkezik.® Mar ebbdl is
latszik, hogy (8) jobboldala nem jatszhat ugyanolyan fontos szerepet, mint a bal-
oldal, és tapasztalatbdl is tudjuk, hogy — ellentétben az automorfizmusok allando
alkalmazasdval a csoportelméletben — gyiiritk automorfizmusairdl nagyon ritkan
esik sz0.” Végiil a (8) analogia ellen szdl az is, hogy mig /' automorfizmusai
csoportot alkotnak, addig P automorfizmusai nem alkotnak gyiiriit: az elobbi
miatt 1étezik /1 Schreier-féle bovitése teljes automorfizmuscsoportjaval“, az
utobbi miatt P szamdra nincs olyan analdg fogalom,* amely szintén P és teljes
automorfizmuscsoportja altal volna meghatarozhato.

Masrészt a gyiirii modulusdnak endomorfizmusai hasonldan gyakori sze-
repet jatszanak a gyiiriielméletben, mint a csoport automorfizmusai a csoport-
elméletben. Ezért

I” automorfizmusa .-. P” endomorfizmusa \ 9)

bizohyos fokig az elébbiek alapjan nagyon gyenge (8) analdgia potlasanak
tekinthet6. Mindenesetre a (9) analogiat is gyengének kell tekinteniink, mar
csak azért is, mert (9) jobboldala aitaldban a P-ban definidlt szorzastol fiiggetien..

Egyes esetekben ez mégsincs igy, hiszen a
0—>wp, 00« (0€P) - (10)

leképezések minden «(€P)-ra P" két endomorfizmusat definialjak. Ezeket Bour-
baki [1]° nyoman igy nevezziik: P-nak ¢ altal indukalt belsé bal- illetve jobb
homotetizmusa.™® Roviden mindkettét belsd homotetizmusnak nevezziik. Akkor

5 Csoportok bels6 automorfizmusainak egységelem nélkiili gyiirii automorfizmusain
beliil egyaltalan nincs analogonja. (Erre csakhamar visszatériink).

6 Péidaul az egész szamok I gyfiriijének csak identikus automorfizmusa van. Tekintsiik
tovabba az I{x] polinomgyfiriit. Ennek maganak, mint ismeretes, végtelen sok automorfiz-
musa van, éspedig sszes automorfizmusai x - x 4 ¢ és x » — x4 ¢ (c €I) alakban adhatok
meg. Ha azonban f(x)(€1[x]) olyan polinomot jelent, amelyre az Osszes + f(+ x+¢)
kiilonb6zd, akkor az f(x)1[x] gylirlinck nyilvanvaléan csak identikus automorfizmusa van.
Hasonléan all a dolog az {f '(x), 1 (x)} gyiirtivel. — Mind itt, mind késdbb {...} a zaro-
-jelben levl elemek altal generdlt (algebrai) struktarat jeloli.

7 Egyes specialis esetekben (mindenesetre nem sokban), igy elsGsorban bizonyos
testek és ferdetestek esetében az automorfizmusok mégis rendkiviil fontosak, pl. a Galois-
elméletben. Mindazonaita! ezek a kiilonleges esetek nem befolydsoljak a fentebb mondottakat.

8 Ezt a most még hinyzd analég fogalmat késdbb mégis meg fogjuk talalni.

9 A [] jellel a dolgozat végén clhielyezett irodalomjegyzékre hivatkozunk.

10 Maga Bourbaki az ,homothétie a gauche, illetve ,a droite“ kifejezéseket hasznalja.
E szerint  homotetizmus® helyett ,homotétidt“ keilene mondanunk, nekiink azonban jobban
tetszik az ,-izmus* végzodés példaul a homo-, izo-, automorfizmushoz valé hasonlosaga miatt.

\ -
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a gyenge (9). analégia ,része“:"

I" bels6 automorfizmusa .. P bels6 homotetizmusa - (11)
mar erds analogiat képez. Valoban (11) jol osszeillik (3)-mal, mivel egyrészt
{mint mar emlitettitk) I" normaloszti éppen a [ 0sszes bels6 automorfiz-
musaival szemben megengedett részcsoportok, masrészt P idealjai hasonldan
éppen a P Osszes belsd homotetizmusaival szemben megengedett részgyiiriik
(lasd ®).

Ezzel be is fejezziik a csoport- és gyiirlielméleti alapfogalmak kozt fenn-
allo, lényegében ismert analdgidk felsorolasat, amelyek szamat még szaporit-
hatnank, de célunkhoz, a késébbiek megvilagitisihoz, elégséges az eddigi.

Most nréhany tijabb kutatdsrél kivanunk emlitést tenni, amelyekben a
csoport- és gylirielmélet kozti analdgiak kiépitése tortént.

Everett [3] kidolgozta a Schreier-féle bovitéselméletet gyfiritkre.* Ez a
két analdg elmélet (a Schreier-féle és az Everett-féle) teljes egészében a (3)
analdgiara épiil és a csoport- illetve gyiiriielmélet igen fontos részét alkotja.

Fuchs [4] a fontos Frattini-részcsoportok fogalmat kiterjesztette operator-
csoportokra, és kimutatta, hogy egységelemes P esetében P Jacobson-féle
radikélja azonos P" Frattini-féle részcsoportjaval, ha P belsé jobbhomotetiz-
musait, mint P'-on megadott operatorokat fogjuk fel.

‘Rédei [9], [10] a Hamilton-féle csoportok két kiilonbozd gyiiriielméleti
analogonjat vizsgalta (a masodik kutatas még befejezetlen).”

Az utobbi két példaval eltértiink tulajdonképpeni targyunktol, de most
visszatériink ra, éspedig megkiséreljiik a gyenge (8) analdgia helyett a bal-
oldal megtartasa mellett és a jobboldal megfeleld valtoztatasival egy erds
analogia felallitasat. Abbdl a fenti megjegyzésbdl indulunk ki, hogy (11) erds
analogia. Célunk elérésére (11)-et ugy szandékozunk ,kibdviteni“, hogy ez altal
megkapjuk a kivant analogiat, ami mar (11) ,helyes“ altalanositisanak tekint-
hetd. Marmost ez az &altaldnositds kézenfekvd olymodon, hogy (10)-ben az
«(€P) elem helyére egy P-t tartalmazé P gyiirii valamely a elemét helyette-
sitjiik, amelyet azonban aldvetiink annak a feltételnek, hogy az ag,ea szor-
zatok P-ban fekiidjenek, ami altal valoban P-nak ®nmagaba valé leképeze-
seit nyerjiik. Minthogy a mondott feltétel azt jelenti, hogy P aP gyfirit mint

11 (11)-et abban az értelemben nevezziik (9) részének, hogy (11) mindkét oldala (9)
két oldaldnak specidlls esetét alkotja.

12 A Schreier-féle bovitések elméletének alapjait illetden mindig Rédei [6]-hoz tartjuk
magunkat. — Egydntetiiség kedvéért Schreier-féle bovitési gyiiriirél fogunk beszélni Evereft-
féle helyett, valamint , Schreier-féle bdvitési csoport® és , Schreier-féle bévitési gytirti“ helyett
mindkét esetben roviden ,Schreier-féle bovitést® fogunk mondani, amennyiben ebbdl nem

szarmazhat félreértés. e
’ 13 Mint ismeretes, egy csoportot akkor neveziink Hamilton-félének, ha minden rész-
csoportja normdlis. A (3), valamint a (4), (5), (6) analégiak alapjan harom kiilénb6z6 gyfirii-
elméleti analogon definidlhatd, amelyek koziil az elsd kettdt Rédei [10], [9] ,bOvebb érte-
lemben vett teljesidedlgyiiriinek, illetve ,teljesidedlgyiiriinek“ nevezte.
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.

idealt tartalmazza, vagyis P a P Schreier-féle bbvitése, azért a kovetkezd defi-
niciohoz jutunk:
Ha a a P valamely Schr, ;1er-fele bov” tésének eleme, akkor a

o—ag, 9—0a (12y

leképezéseket az a altal indukalt bal-, illetve jobbhomotetizmusnak nevez-
ziik.* Roviden mindkettdt homotetizmusoknak is nevezziik. Vilagos, hogy a
bels6 homotetizmusok valdoban a homotetizmusok specidlis esetei. P azon
homotetizmusait, amelyek nem bels6k, P kiilsé bal-, ilietve jobbhomotetzzmu—
sainak nevezziik.'® N

Tovabbd a (12)-ben definidlt két homotetizmus rendezett rendszerét
igy nevezziik: P-nak a altal indukalt duplahomotetizmusa.’* Ha a a P-ban van,
akkor P belsé duplahomotetizmusdrol beszéliink, mig P kiilsé duplahomotefiz-
musdn olyan duplahomotetizmust értiink, amely nem belsd. (A 2. §-ban (30)—
(33)-mal a duplahomotetizmusoknak egy masik, ekvivalens definicidjat fogjuk
adni.) .

Mint azt mar jéval elébb megjegyeztikk, a duplahomotetizmusck sza-
munkra nagy fontossdggal fognak birni. Erre vonatkozélag mindenekeldtt
megjegyezziik, hogy (11) helyett a még erésebb

I" bels6 automorfizmusa .". P belsd duplahomotetizmusa (13)

analogia sokkal hasznosabbnak fog bizonyulni. Egyrészt ugyanis a (11)-re
vonatkozé megjegyzés é€rvényes (13)-ra is. Masrészt P bels6 duplahomotetiz-
musai — mint latni fogjuk — egyszeri miiveleti szabalyokkal rendelkez6
gyliriit alkotnak, amely I" belsé automorfizmuscsoportja pontos analogonjanak
tekinthetd. (Az utdbbjhoz hasonld allitas (11)-re nem igaz.)

Fenndll tovabba (altalanosabban mint (13)) a véleményiink szerint na-
gyon erds

[" automorfizmusa ... P duplahomotetizmusa (14)

anal6gia, amelyet mar elore jeleztiink; ezt tekintjﬁk helyes analdgidnak a
nagyon gyenge (8) analogia helyett, éspedig még sokkal tobb joggal mint
(9)-et. Ennek a felfogasnak tulajdonképpeni igaZolasa késdbbi vizsgalataink
soran fog kialakulni, itt megelégsziink néhany rovid megjegyzéssel.

14 Nyilvanvalé altalanositas all eld ugy, hogy a (12) leképezésekrol csak azt tessziik
fel, hogy a olyan gy(rii eleme, amelyik P-t bal-, illetve jobbidealként tartalmazza.

18 Bourbaki [1] lényegesen eltér6 értelemben ,kiils6 homotétiarél“ (= homothétie
externe) beszél, mégpedig ezen a P*-nak olyan A endomorfizmusat érti, amelyre Aag=
= (Aa)8 = a(Ap) teljesiil. (Ezek az egyenletek az algebrdk esetében szokasos ,operator-
feltételeket“ jelentik.) A P-nak két ,kiilsé homotétidja“ altalaban nem atkot duplahomoté-
tizmust.

16 A duplahomotetizmus tehat egy-egy bal- és jobbhomotetizmusbol all, amelyek
azonban nem tetszblegesek, hanem mindkettd egy elem altal indukalhato, amint azt fent
félreérthetetleniil megmondtuk.
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Mint ismeretes, [’ Osszes automorfizmusai (és csak ezek) tigy nyerhetok,
mint a " Schreier-féle bivitéseinek a elemei dltal meghatirozott

o—a'oa (o€l

leképezések. Ennek a definicionak a duplahomotetizmusokéval valo analo-
gidja szembedtld.

Ellentétben a P automorfizmusairél mondottakkal (ldsd ¢) P==0 esetén
P-nak mindig legaldbb két duplahomotetizmusa van. Ebben az esetben ugyanis
mindig létezik a frividlis és az identikus duplahomotetizmus; igy nevezziik azt
a két specialis esetet, amikor mmden o elemre az ao, oa képelemek egyenl6k
0-sal, illetve p-val.¥

A duplahomotetizmusok (hasonldan a belstkhoz) egyszerii szabdlyok
szerint egymassal Osszeadhatok és szorozhatdk lesznek. Jollehet P 0Osszes
duplahomotetizmusainak halmaza az altalanos esetben nem alkot gyiiriit, de
ez a halmaz tartalmaz bizonyos gyfiriiket, amelyek P-val kapcsolatban hasonlo
szerepet jatszanak mint /7 teljes automorfizmuscsoportja, s ezért ezen csoport
(pontas) gyiiriielméleti analogonjanak tekinthetok. Az emlitett gyiiriiket arra
fogjuk felhasznalni, hogy P bizonyos Schreier-féle bdvitéseit képezziik veliik,
amire mar ® alatt utaltunk; ezek a bovitések lesznek P holomorfiai.

Jegyezziik meg végiil, hogy amint a normalosztok és idealok a (11)
vagy (13) analogidval allnak kapcsolatban, hasonléképpen a karakterisztikus
részcsoportok és -gyliriik a (14) analogiaval fognak 6sszefiiggeni.
Dolgozatunk hatralevd része a kovetkezbképpen tagozodik:

A 2. §-ban néhany elOkésziiletet végziink.
A 3. §-ban a csoportok holomorfelméletének Iényegében ismert alapjait
célunknak megfelelé formaban allitjuk Ossze.

A 4. §-ban kovetkezik az analdg elmélet megalapozasa gyiiriikre.

Az 5. §-ban specialis esetként megvizsgaljuk az egységelemes gyiiriiket
(mint a teljes csoportok analogonjat).

A 6. §-ban néhény tovabbi specidlis esettel foglalkozunk.

Bar foként gyliriielméletrdl lesz szo, némi ujdonsagot a csoportelméletben
is fogunk nyerni.®™ ’

17 Az eldbbi esetet nyerjiik, ha (12)—ben a==0. Az utébbi eset is lehetseges, tudni-
illik ugy, -hogy (12)-ben a szamdara P-ngk egy alkalmas Schreier-féle bovitésébdl az egység-
elemet vessziik; ilyen bovités, mint ismeretes, mindig létezik. Még megjegyezziik, hogy P
trivialis duplahomotetizmusa mindig bels, viszont az identikus akkor és csak akkor belsd
ha P egységelemes.

18 Ezen dolgozat féproblémaja — a holomorfelmélet kidolgozasa gyiiriikre — Stein-
feld Ofté aspirdnsommal folytatott megbeszélés alkalmaval meriilt fel bennem. O és Fuchs
Ldszlo, Polldk Gydrgy, Szendrei Jdnos, tovabba Kalmdr Ldszlo, Szele Tibor professzorok
hasznos megjegyzéseikkel hozzdjarultak munkam végleges Osszeallitisdhoz, amiért Oszinte
kdszonetet mondok nekik.
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2. §. Eldkésziiletek

Az elsé paragrafusban bevezetett [°,P,P* jeloléseken kiviil bevezetjiik
még a kovetkezd allandd jeloléseket: .

«, 3, ... a I, illetve P tetszOleges elemeit jelolik aszerint, amint cso-
portokrol vagy gyiiriikr6l lesz sz8. Ezen beliil ¢ a /" vagy P egységelemét
_jeloli, az utobbit természetesen csak akkor, ha P egységelemes gyfirii.

I, P, jelolik I centrumat, illetéleg P .annullatordt. Ez utdbbi azon »
elemekbdl allo ideal, amelyekre »P=Pr=-0. A hasonld [I,,P, jeloléseket
-azért alkalmazzuk, mert ((14)-gyel Osszefiiggésben) tapasztalni fogjuk, hogy
fcnnall a

(I',=)1" centruma .. (P*=)P annullatora (15)
erbs analdgia.™ : )
«, jeloli a I' I', faktorcsoport, illetve a P P, faktorgylirii ¢ altal reprezen-
talt elemét, tehat az «1°,, illetve «--P, osztalyt.
X <Y vagy azt jeloli, hogy X €s Y csoportok, s X az Y reszcsopont]a
vagy azt, hogy gyiiritk és X az Y részgyiiriije.

XY azt jeloli, hogy X <Y és X normdlis® Y-ban.

X 4Y azt jeloli, hogy X< Y és X karakterisztikus® Y-ban.

a,b,...-vel vagy ['-nak Onmagaba valé leképezéseit jeloljiik, vagy
P-nak onmagaba valo rendezbtt leképezésparjait, roviden P-nak 6nmagéba valo
duplaleképezéseif. Pontosabban szolva P-nak 6nmagaba valé duplaleképezésén
P két onmagaba vald leképezésének egy rendszerét értjikk. E két leképezést
a duplaleképezés elsd, illetve mdsodik alkatrészének nevezziik.

e a ['-nak Grfmagéba valé identikus leképezését jeloli, illetve P-nak (két
identikus leképezésébol alld) identikus duplaleképezését, aszerint amint I-rél
vagy P-rol beszéliink.

I’-nak valamely 6nmagaba valo a leképezése esetén az «-nak megfeleld
képet «'-val jeloljiik. E szerint @ nem egyéb mint az «— e« leképezés. E
leképezések halmazéban az ab szorzatot gy definidljuk mint a halmaz azon
-elemét, amelyre

@ == (a")". (16)

P-nak valamely 6nmagaba valdo a duplaleképezése esetén az «-nak meg-
felelo két képet aec-val, illetve e«a-val jeldljik, igy a az ¢ —ae,c—ca
leképezésekbol 4ll (ebben a sorrendben). E duplaleképezések halmazadban az

19 Ezzel szemben a
F centruma .. P centruma
analdgiat nagyon gyengének kell nevezniink.
20 Részgyfiriit akkor neveziink normalisnak, ha ideadl. Az ,X < Y* jelolés mas széval
azt jelenti, hogy Y az X Schreier-féle bovitése (tetszésszerinti Y/X faktorstrukturaval).
21 A karakterisztikus részgyiiriit azonban majd csak a 4. §-ban definialjuk.
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a-}-b osszeget és az ab szorzatot a kovetkez8képpen definidljuk :

(a+ba=aa+be, «(a+b)y=ca+eab, an
abe=a(ba), a(ab) = (ea)b.® (18y

o[ illetve P egyik H részhalmaza esetén a H® illetve aH, Ha képeken
szokds szerint a H-beli elemek megfeleld képeinek halmazat értjiik.

Aszerint hogy I" leképezéseinek illetve P duplaleképezéseinek egy M
halmazardl lesz sz6, megengedettnek fogjuk nevezni [” illetve P valamely. H
részhalmazat, ha H*C H illetve aH, HaS H (a € M).

Egyébként pedig /" 6sszes Onmagaba valé leképezései koziil csak az
automorfizmusokat fogjuk tekinteni. Ezek a (16) alatt definidlt szorzasra nézve
csoportot alkotnak, I” teljes automorfizmuscsoportjdt. E csoport részcsoportjait
roviden I” automorfizmuscsoportjainak nevezziik.

Tovabba P Osszes duplaleképezései koziil csak azokkal lesz dolgunk,
amelyek P* két endomorfizmusdbdl allnak. Ezeket P* duplaendomorfizmusai--
nak nevezziik. A (12) definici6 szerint ezeknek tovabbi specialis esetei a P
duplahomotetizmusai. Késébb minket csak ez a specidlis eset fog érdekelni,
mégis az &ltalanos esettel is roviden foglalkoznunk kell.

E célbdl jeloljiik egy pillanatra R-rel P* teljes endomorflzmusgyuru]et.
Ezt szokas szerint gy értjiikk, hogy R két A, B elemének a szorzatat
ABea = A(Ba)-val definidljuk. R’-vel jeldljik R inverz gyiiriijét, amelyet
ugyanis R-bdl ugy kapunk, hogy az AB szorzésr6l a BA inverz szorzasra
tériink at. (17) és (18) alapjan rogton belathatd, hogy P* osszes duplaendo-
morfizmusai gyiiriit alkotnak, amelyet P* {feljes duplaendomorfizmusgyiiriijének
neveziink, és hogy ez P* teljes endomorfizmusgyfirtijének és az ehhez inverz
gylirlinek direkt Osszege.® Itt egyszersmindenkorra megjegyezziik, hogy P
minden kés6bb fellép6d duplahomotetizmusgyfiriije P* teljes duplaendomorfiz-
musgyiiriijének részgyiiriije lesz.

Folytatjuk az el6késziileteket és most mar két esetet kiilonboztetiink meg:

I eset:

Ha A a I'-nak valamely automorfizmuscsoportja (nem sziikségképpen a
teljes automorfizmuscsoport), akkor az 0sszes

(a, @) (a€A, ecl) (19)
parok halmazaban a szorzatot igy definialjuk: ‘ '
(a, @) (b, 8) = (ab, &*B). (20)

22 Ha abag-t vagy agfab-t irunk, azon (ab)(ag)-t illetve (eg).(ab)-t értiink. A (18)
egyenletek baloldalat is igy kell érteni.
23 Jegyezziikk meg, hogy P+ duplaendomorfizmusgyiiriljének fogalma nem fiigg a
P-ban értelmezett szorzastol (tehat P+ helyett barmely modulusra is van értelme).
-
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fgy (16) miatt csoportot kapunk, amelynek egységeleme (e, £). E csoportot
' Al N 21
-val jeldljiik. Ez a csoport ugyanis (lasd Rédei [6] 1. tétel 1 korollariuma
260. oldal) I-nak A-val valo faktormentes (tehadt szétes®) Schreier-féle bovi-
tése, amelyet ezért roviden igy neveziink: [™-nak A-hoz tartozo szétesé
bovitése.* Ebben az (e, «¢) elemek I’-val izomorf normalosztét aikotnak, ezért
a szokdsos (e, «) > « beagyazast rendesen elvégzettnek tekintjiik, aminek
kovetkeztében teljesiil:
A I'q(A-rI) ‘ (22)
Ha A specidlisan belsd automorfizmuscsoport (tudniillik bels6 automorfiz-
musokbol allé csoport), akkor a (21) csoportnak exp11c1tebb alakot adhatunk.
E célbdl tekintsiik /™-nak ¢ altal meghatdrozott

e—alon : (23)
belsd automorfizmusat. Ez csak az «,= «I’, osztalytol fiigg, s e miatt hozza-
rendelhetjiik ehhez az osztdlyhoz. Ez a hozzdrendelés megforditva is egy-

értelmii. E miatt (23)-at ,«, automorfizmusnak“ is nevezhetjiik és «,-gal jel6l-
hetjiik, anélkiil hogy ebbdl félreértés szarmaznék. Ekkor

0™ =« lpg, T (24)

tovabba a (16)-nak megfelelé o=sPs — (o=)P+ feltétel is teljesiil. Kovetkezés-
képpen a megadott hozzdrendelés izomorfizmus a I'/I", faktorcsoport és I” teljes
belsé automorﬁzmuscsoportja kozdtt; utdbbin I7 Osszes . belsdé automorfiz-
musainak csoportjat értjilkk. Ezt tehat a megfeleld elemek azonositisa utdn

egyszerlien I/ ,-gal jelolhetjik. E szerint fenti A megadhaté mmt a [T,
tetszbleges részcsoportja. Akkor A-I" az

(¢, 8) (e,cAS(L), Bel) (25)
elemekbdl &ll, és a szorzdsszabdly (20) és (24) alapjan '
(“-’ ‘8)(/:7 ())—(“,/.7 /—11876)’ (26)

ahol a jobboldalon y helyében a 7, osztily tetszbleges reprezentansat kell
érteni. .
Ha e mellett I" centrummentes (vagyis {’,==¢), akkor I'/l’,=1,¢,—«
irhaté. Ennek megfeleléen (25), (26) alapjdn az A-I” csoport elemei és szorzas-
szabalya most

(@B)  («€ASI,Ber), @7
(¢,8) (7, 9) = (e, 77 670) (28)
alakban adhaték meg. B

21 Vegyiik észre, hogy I-nak A-val altaldban tobb, lényegesen kiilonboz0 szétesd
Schreier-féle bovitése lehetséges, hiszen ide tartozik tobbek kozt A és I direkt szorzata

is, de a (21) csoport A és I' altal egyértelmiien meg van hatarozva. .

3 Matematikai és Fizikai Osztaly Kozleményei.
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Kimutatjuk azt is, hogy A-I" ebben az esetben direkt szorzat:

AI'= AQI, (29)
ahol ,=¢, ,®“ az izomorfia, illetve a direkt szorzat jele. Ehhez segitségiil
vessziik A-I" elemeinek

(e, 8) — (e, B) = (e, ¢ B)
permutaciojat és (28)-rdl az qj '
(@, B)X (5, 0) == TIUT (e, 8) I (e, 0))
szorzasra tériink at. A jobboldal /17" (¢, #) = (¢, ¢ ') és (28) miatt:
(e, ¢ 18) (7, 7 10)) = l(cy, 7 ' 30) = (ay, 8I).
Ebbdl kovetkezik (20) (1. Rédei [8] 2. §). )

P eset:

Itt az el6bbiekkel analog el6késziileteket akarunk végezni. Ebb6l a cél-
bol legkényelmesebben ugy jarunk el, hogy egyelére figyelmen kiviil hagyjuk
a duplahomotetizmusok (12) alatti definici6jat és helyette a kovetkezd defini-
ciobol indulunk ki, amelyrél kés6bb ki fogjuk mutatni, hogy ekvivalens a
fentivel. ®

P duplahomotetizmusan P-nak olyan 6nmagaba valé a duplaleképezését
értjitk, amely a kovetkezd tulajdonsagokkal bir:

a(e+p)=aa+ap, (¢ +B)a==«aa+3aq, (30)
acf=(ac)s, . eBa=c(fa), (31)
(ca)d=«(ap), v (32)

(ae)a==a(ca). B (33)

(30) miatt P minden duplahomotetizmusa P*-nak duplaendomorfizmusa.
Ennek megfeleléen P valamely duplahomotetizmusgyiiriijén mindig P*, teljes
duplaendomorfizmusgyfiriijének olyan. részgytiriijét értjiikk, amely P duplahomo-
tetizmusaibol 4all. Marmost P 6sszes duplahomotetizmusai, mint azt mar az
1. §-ban emlitettiik, altaldban véve nem alkotnak gyiiriit. Ezt csak a 6. §-ban
fogjuk latni (ez nem siirgds). Elsé tajékozodasképpen azonban mdar most
kimutatjuk a kovetkezOt:

P-nak két a, b duplahomotetizmusira nézve a-+b akkor és csak akkor
P-nak duplahomotetizmusa, ha teljesiil az .

(ac)b+ (ba)a = a(e«b)+ b(ca) (34)
feltétel. .

Tudjuk ugyanis, hogy a-}-b mindenesetre P* duplaendomorfizmusa, tehat

(30) teljesiil a—+ b-re. (17) miatt az is vilagos, hogy (31), (32) a-val és b-vel

% Ez a ,masodik* definicio inkabb ¢sszhangban van I automorfizmusainak szokasos
definicidjaval és explicitebb, viszont fogalmilag nem olyan egyszerii, mint a (12) alatti ,els6“
definicio.
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egyiitt a4 b-re is teljesiil. Ahhoz tehat, hogy a+b& duplahomotetizmus legyen,

sziikséges és elegendd, hogy (33) teljesiiljon a--6%. Ez a feltétel igy szdl:
((a+b)e)(a-+b) = (a+b) («(a+b)).

Ez (33) és a hozza hasonld, b-re vonatkozé egyenlet, valamint (17) miatt a (34)

alakra hozhato s ezzel dllitasunkat bebizonyitottuk.

Az imént nyert (34) kritérium azonban figyelmen kiviil fog maradni,
‘mert (szerencsére) egyidejiileg P-nak csak olyan a, b6 duplahomotetizmusaival
lesz dolgunk, amelyekre teljesiil az _

(ae)b = a(eb), (ba)a=b(ca) - (35)
feltétei; P-nak két a, & duplahomotetizmusat, amelyek ezzel a (35) tulajdon-
saggal birnak, bardtsdgosnak nevezziik.* Tovabba P bardisdgos duplahomo-
tetizmusainak egy halmazdn vagy gyiiriijén P paronként baratsdgos dupla-
homotetizmusaibol 4ll6 halmazt illetve gyiiriit értiink. Benniinket (P Gsszes
duplahomotetizmusainak halmazabdl) f6ként P baratsdgos duplahomotetizmu-
-sainak gyiirfii fognak érdekelni. Kovetkezd célunk ezekrol attekintést nyerni.

Mivel (35) a==b esetén (33)-ba megy at, azért mindenekel6tt azt latjuk,
‘hogy P minden duplahomotetizmusa baratsdgos sajatmagaval, vagyis mar
-Onmagaban P baratsidgos duplahomotetizmusainak egyik (egy elembdl alld)
halmazat képezi. Eppen ez biztositja P baritsagos duplahomotetizmusai hal-
mazainak létezését.

Fontos, hogy P bardtsdgos duplahomotetizmusainak minden halmaza
része egy ugyanilyen maximdlis® halmaznak.

Ha ugyanis M,c M,c... a P gyiirii baratsagos duplahomotetizmusai
‘halmazainak egy végtelen lanca, akkor vildgos, hogy M,, M,,... egyesitési
‘halmaza is P baratsdgos duplahomotetizmusainak egy halmaza. Ebbdl Zorn
lemmaja szerint kovetkezik az allitas helyessége.

Kimutatjuk tovabbd, hogy P bardtsdgos duplahomotetizmusainak valamely
M halmaza dltal generdlt {M} gyiiri mindig P bardisdgos duplahomofetiz-
Jmusainak egy gylirije. - - .

Mindenekel6tt ugyanis {M}, mint tudjuk, P+ teljes duplaendomorfizmus-
gylriijének részgyiiriije. Az allitds hatralévd részének bizonyitdsa céljabol
nevezziik P+ duplaendomorfizmusai valamely M halmazanak egy tulajdonsagat
pexmanensnek, ha ezzel a tulajdonsidggal az {M} gyiirii elemeinek halmaza
is bir. Marmost (17), (18) miatt indukci6val kovetkezik, hogy az M halmaz osszes
.a elemeirdl, illetve dsszes a, b elempdrjairdl feltételezett (31),.(32), (35)* egyen-
letek csupa permanens tulajdonsagot fejeznek ki. Ezzel allitasunkat igazoltuk.

2 A fenti definicié jelentdsége abban all, hogy — amint késdbb latni fogjuk — két
duplahomotetizmus akkor és csak akkor baratsagos, ha P-nak egyugyanazon Schreier-féle
bovitésébe tartozo elemek altal indukalhatok. — Mivel (34) kovetkezik (35)-bdl, azért a
fentiek szerint mindenesetre igaz, hogy P két a, b baratsagos duplahdmotetizmusanak a 4 &
Hsszege is duplahomotetizmus. Ezt az eredményt a késobbiek til fogjak haladni.

27 A ,maximalis“ sz6t mindig a szokdsos halmazelméleti értelemben hasznaljuk.
28 (33)-r6l nem kell kiilon beszélni, mivel azt (35) mar tartalmazza.
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P baratsagos duplahomotetizmusainak minden maximalis halmaza gyiiriit

alkot, ezeket a gytriiket P bardtsdgos duplahomotetizmusai maximdlis gyiiriinek
nevezziik. .
Ha ugyanis M a P baratsigos duplahomotetizmusainak egy maximalis
halmaza, akkor {M} az eldbbiek szerint P baratsagos duplahomotetizmusainak
egy gytriije. Minthogy azonkivil M S {M}, azért M maximdlis voltadbol kovet—
kezik az M= { M} egyenldség, vagyis az allitas helyessége.

A fentiekb6l az is kovetkezik, hogy P bardisdgos duplahomotetizmusainak
minden gyiirije (s6t minden halmaza) legaldbb egy ugyanilyen maximdlis
gyiiriinek része.

Tekintsilk marmost P baratsigos duplahomotetizmusainak egy tetszés-
szerinti (nem feltétlentil maximalis) D gyfiriijét. Ismételjiik, hogy ez (17), (18),
(30), (31), (32), (35)% szerint azt jelenti, hogy D a P duplaleképezéseinek
olyan gyitiriije, amely a kovetkez6 tulajdonsagokkal bir:

a(e+pB)=aa+tap, (e +B)a=e«a+Ba, (36)
(a+b)e=ac+be, «(@a+b)=ca-+t«b, 37)

' aef=(ac)b, wBa = a(Sa), (38)
 abe=a(be), eab = (e¢a)b, (39)
(ea)p=c(aB), (40)

(ae)b=a(eb), (41)

ahol a,beD és a,8€P.

Minden ilyen D gyiiriire az Osszes :

(a, @) (@€D,ax€P) (42)
parok halmazaban definidlunk két miiveletet (0sszeaddst és szorzdst):

(@, @) +(b,8)=(a+b,a+p8), (a,B)(b,B)=(ab,ab+af+ef). (43)
igy Rédei [6] 4. tétel és korollariuma® értelmében eldall P-nak egy D-vel
valé faktormentes (tehat szétesd) Schreier-féle bdvitése, amelyet ]

D-p | (44)

-val jeldliink és igy nevezziik: P-nak D-hez tartozo szétesé bovitése.® Ebben

a gytriiben a (0, @) elemek egy P-val izomorf idedlt alkotnak, aminek meg-
felelden a (0, ) — « bedgyazast rendesen elvégzettnek tekintjlik, s ez altal

' P(D-P) ' (45)-

teljestil.”

2 Kijavitjuk a fentebb idézett korollarium szembeszokd hibajat, - éspedig az ottani
(56)—(60) feltételeket ki kell egésziteni a kdvetkezOkkel:

aby=a(by), abc=(ab)c.
30 Mutatis mutandis a 2% megjegyzés itt is érvényes.
31 Mar a fentiekbdl lathat6é-a duplahomotetizmusok jelentdsége kiilonésen a Schreier-

féle bovitések elméletével kapcsolatban. Lényegében a duplahomotetizmusok (kiilén elnevezés.
nélkiil) mar Rédei [T] 2, tételben is szerepeltek.
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Itt iktatjuk be annak bizonyitdsit, hogy a duplahomotetizmusok (12),
illetve (30)—(33) altai megadott definici6i ekvivalensek. Ezeket a definicifkat
roviden mint els6, illetve masodik definiciét kiilonboztetjiik meg.

A bizonyitds céljabdl legyen el6szor a a P-nak duplahomotetizmusa az
els6 definico értelmében. Ez (12) szerint azt jelenti, hogy van egy P gyiirii,
amelyre P <P, és ennek egy olyan @ eleme, amelyre

ac=4dace, ead=cd. (46)
(A jobboldalak a P-beli kozonséges szorzast jelentik.) Marmost (30)— (33) a-ra
trividlis modon tel]esul Kovetkezésképpen a a P-nak olyan duplaleképezése,
amelyre (46) miatt (30)—(33) teljesiil s igy a masodik definicié értelmében
is P-nak duplahomotetizmusa.

Megforditva, jelentsen most @ duplahomotetizmust az ut6bbi értelemben.
Akkor a benne van P baritsdgos duplahomotetizmusainak egy D maximalis
gytiriijében. (Egyébként D helyett az {a} gyiirii is megfelelne.) Segitségiil
vessziik a (44) gyiiriit, amelyben most a (0, «) — « bedgyazast egyelére nem
végezziik el. Ebben a gyiiriiben a (0, ¢) elemek egy P, idealt alkotnak. Ezért
(44) (a,0) eleme P,-nek duplahomotetizmusat indukdlja az els6 definicié
£rtelmében, amelynek alkatrészei (12) szerint a

0,0)—(2,0)(0,0), (0,0)—(0,0)(a,0)
lekepezesek E helyett (43,) alapjan irhatjuk: N
A (0,0)—(0,a0), (0,0)— (0, 00).
Ez a bedgyazds utan éppen (12)-be megy é&t, s ezzel kimutattuk, hogy a az
elsé definicio értelmében is P-nak duplahomotetizmusa. Ezzel igazoltuk a
duplahomotetizmusok két definicidjanak ekvivalenciajat.

(36)—(41)-bodl " vildgos, hogy P osszes belsd duplahomotetizmusai P
baratsagos duplahomotetizmusainak egyik gytriijét alkotjak, amelyet roviden P
zteljes belsé duplahomotetizmusgyiiriijének fogunk nevezni.

Ha D -a P-nak belsé duplahomotetizmusgyiiriije, amin az el6bbinek
tetszbleges részgyfiriijét értjiik, akkor a (44) gyiirlinek explicitebb alakot
adhatunk. E célbol tekintsitk P-nak e 4ltal indukalt (bels6) duplahomotetiz-
musat, amely tehat a

09— a9, 90—« 47)
leképezésekbol all. Ez nyilvan csak az «,-=e-+P, osztalytol fiigg, azért
hozzarendelhetjiik ehhez az e, osztalyhoz. Ez a hozzarendelés forditva is egy-
értelmii. Ezért (47)-et ,e, duplahomotetlzmusnak“ nevezhetjiik és «,-gal ]elol—
hetjiik. Akkor ‘

@€,0—wo, 0€,—Q«. (48)

Ezenkiviil az emlitett hozzdrendelés izomorfizmus a P;P, faktorgyiirii és P
teljes belsé duplahomotetizmusgyiiriije kozt, miértis az utdbbit a megfeleld
-elemek azonositdsa utan egyszeriien P P,-gal jelolhetjiik. Tehét a jelenlegi D mint
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PP, tetszOleges részgyiiriije adhato meg. Akkor D-P az :
- (¢,,8) (@, €DSPP, pEP) (49

elemekbdl all és (43), (48) szerint ‘miiveleti szabalyokul

(¢, B)+ (700 O) = (e, F 7., 8+ 9), (e, )(7as O) = (e, 7., €O+ 87 +p0) (50)

szolgdlnak, ahol a maésodik egyenlet jobboldalan az «,, y, maradékosztalyok

tetszéleges ¢, illetve y reprezentansa veendé.

Ha e mellett P annulldtormentes (vagyis P,—0), akkor P/P, =P, ¢,=«
irhat6. Ennek megfelelden ilyenkor a D-P gyiirli elemei és miiveleti szabalyai

(49), (50) szerint .
) (€ DCP, 2€P), (51)
(¢, B)+(y, 0) = (e +7,8+9), (& B)(,0)= (ey, €d+gy+3d) (52)
altal adhatok meg.
Most kimutatjuk, hogy ebben az esetben D-P direkt 0sszeg:*
DP=D®P, (53)-
ahol ,P“ a direkt Osszeget jeioli. Ebbol a celbol vessziik D-P elemeinek
(e, ) — («, 8) = (¢, «+3)

(e, 8) X (7, 0= 11 ({1 (e, 3) 117 (3, 0)). , ,
A jobboldal 11 (e, 3) = (¢,—« +B) és (52,) miatt
H{(a,—a+B)(y,—y+0)) = l(ey,—ay+30)=(cy, 89).
Minthogy tovabba (52,) a hasonlé ,transzformaciéval“ szemben invaridns,.
azért kovetkezik (53) (l. Rédei [8] 2. §). '

3. §. A csoportok holomorfelméletének alapjai

Itt a csoport karakterisztikus részcsoportjaira és holomorfjara vonatkozo
ismert definiciokat és tételeket gyiijtjiik Ossze:

1, definicid. A /" csoport I’ részcsoportjdt karakterisztikusnak nevezziik,
ha I a I’ valamennyi Schreier-féle bovitésében normadlis. (Jelekben: [ 41’
azt jelenti, hogy 17 < I" és hogy I"< I-bol mindig kovetkezik /™ <1 1)

1, tétel. (A karakterisztikus részcsoportok elsé kritériuma.) A 1™ csoport
17 részcsoportia akkor és csak akkor karakferisztikus, ha [ a I’ valamennyi
automorfizmusdval szemben megengedett.®

32 Erre Szendrei Jdnos hivta fel a figyelmemet, s ezutan figyeltem fel (29)-re is.

33 Vagyis I minden a automorfizmusara I'“ S [”. Mivel a'! is I' automorfizmusa,
azért ez a feltétel azt jelenti, hogy '’ =TI’ minden a-ra teljesiil, azaz I’ invarians I" min--

den automorfizmusaval szemben. Az 1,tétel miatt tehat kiindulhatunk ebbédl a tulajdonsagbdél
is mint definiciobdl, amiat ez az irodalomban szokasos, és akkor az 1, definicié tétellé

hasznosnak fog bizonyulni.



CSOPORTOK ES GYURUK HOLOMORFELMELETE 39

2, definicié. A I" csoport holomorfjdn I’-nak teljes A automorfizmus-
csoportjdhoz tartozé A-1" szétesé bovitését értjiik.*

2, tétel. (A karakterisztikus részcsoportok masodik kritériuma.) A I csoport
1" részcsoportfa akkor és csak akkor karakterisztikus, ha " a I holomorfjdban
normadalis. - '

Az 1,, 2, tételek bizonyitasat illetéen a tankonyvekre hivatkozunk.

4. §. A gyiiriik holomorfelméletének alapjai

-

Az 1, definicidhoz hasonléan definidljuk a kovetkezét;®

1. Definicio. A P gyiirii P’ részgyiiriijét karakterisztikusnak nevezziik, ha
P’ a P valamennyi Schreier-féle bévitésében normdlis (vagyis idedl). (Jelekben :
P’ 4P azt jelenti, hogy P'<P és hogy P <1P-bol mindig kovetkezik P'<qP.)

Megjegyzés. Ezek szerint minden karakterisztikus részgyiirii ideal, amint-
hogy minden karakterisztikus részcsoport is normalosztd. Ezt az analogiat
. joggal el is varhattuk, mivel — mint mar emlitettik — normalosztd és idedl
teljesen analog fogalmak. Ha azonban a karakterisztikus részcsoportoknak az
1, tételben foglalt tulajdonsagahoz csatlakoztunk volna (amellyel ezeket — mint *
alatt emlitettiik — definidlni szokas), ‘akkor P azon részgyliriiihez jutottunk
volna el, amelyek P 6sszes automorfizmusaival szemben megengedettek, azaz
(lasd * elejét) invaridnsok. Marmost jollehet ezek az ,invaridns részgytiriik“
igen fontos fogalmakat képeznek, mindazondltal semmiképpen sem tekinthetok
‘a karakterisztikus részcsoportok analogonjanak, mdr csak azért sem, mert az
invaridns részgyiirik nem sziikségképpen idedlok. Ez megmagyardzza, miért
dontottiink a fenti 1 definicié mellett. Ezekbdl a magyarazatokbdl az is lathato,
hogy a csoport-gyiiriielméteti analdgidk nem mindig magatol értetddok, hanem
gyakran meglehetdsen rejtettek.

1. tétel. (A karakterisztikus részgyiiriik elsé kritériuma.) A P gyiirii P’
részgyiiriife akkor és csak akkor karakterisztikus, ha P’ a P valamennyi dupla-
homotetizmusdval szemben megengedett.®

3¢ " holomorfjat tgy szokas definidini, mint /I~ elemeinek egy permutaciécsoportjat
(I. Zassenhaus [14], 46.), de az olvaso konnyen belathatja, hogy a két definici6 lényegileg
megegyezik. A fenti definici6 fogalmilag egyszeribb s azt minden célra alkalmasabbnak
tartjuk, mint a régebbit. Az irodalomban nem talalkoztunk vele, de Fuchs Ldszlo levélbeli
kozlése szerint & is felfedezte. — E dolgozat megfogalmazasa utan vettiik észre, hogy a
csoport holomorfjanak miénkhez hasonlo definiciéja mar a kévetkezd dolgozatban is szerepel :
W. H. Miils, On the non-izomorphism of certain holomorphs, Transactions of the Amer.
Math. Soc.. 74 (1953), 428—443. -

3% Az analog csoport- és gyiiriielméleti tételeket 14, 2,... illetve 1,2... sorszamokkal .
fogjuk ellatni. - .

. 8 Vagyis P minden a duplahomotetizmusara - a P, P'a <P".
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Megjegyzés. Az 1,, 1. tételek szemmellathato analdgidja djra megerdsiti
a (14) analogiat is.

Az 1. tétel bizonyitasa céljabol tekintsiik P-nak egy P’ karakterisztikus
részgyiiriijét és egy a duplahomotetizmusat. Az utébbit a duplahomotetizmusok
két definici6janak ekvivalencidja miatt P egy P Schreier-féle bovitésének vala-
mely @ eleme indukélja. Az 1 definicié miatt igaz P’ <P, tehat

ar,Pach. (54)
E helyett - .
aP’,Pa<=p (55)
irhat6, s ezzel a feltétel sziikségességét bebizonyitottuk.

Az elegend6ség bizonyitdsa céljabol legyen (55) igaz valamely P’(< P)-re
és P osszes a duplahomotetizmusaira. Tekintsiink egy P-t, amelyre P < P.
Minthogy P minden a eleme P-nak egy duplahomotetizmusat indukalja, azért
(55)-bol (54) kovetkezik. Ez azt jelenti, hogy fennall P* P. Ezzel az 1. tételt
bebizonyitottuk. ' ’ -

A 2, definicidhoz hasonloan definidljuk a kovetkezot : 1

2. definicio. A P gyiirii holomorfjain a P bardtsdgos duplahomotetiz-
musainak maximdlis D gyiiriiihez tartozd D-P szétesd bivitéseket értjiik.

Megjegyzés. A ,gyiirii holomorfja“ elnevezést az aldbb kovetkezo, a 2,
tétel analogonjat képezd 2. tétel is indokolja. — Egy D-P holomorf konnyen meg-
alkothaté P-bdl és D-b6l (43) alapjan. Ha tehat P Osszes holomorfjait meg
akarjuk -taldlni, akkor ehhez P baratsiagos duplahomotetizmusainak valamennyi.
maximdlis D gyfiriijét kell meghatiroznunk. Ennek a kérdésnek a kikutatdsa .
specialis' P gyiiriik esetére érdekes és nehéz feladat, amellyel még alig fog-
lalkoztunk. (A nagyon egyszerii ,egységelemes P“ esetre vonatkozolag lasd a 3.
tételt.) Az altaldnos esetr6l a kovetkez6t jegyezziik meg. (35)-b6l rogton
kovetkezik, hogy P két duplahomotetizmusa baréatsdgos, ha legalabb egyikiik
belsé vagy indentikus. Jeldlje D,(~P.P,) a P-nak teljes bels6 duplahomotetiz-
musgyiiriijét és e (mint P-val kapcsolatosan mindig) P identikus duplaho-
motetizmusat. (Tudjuk, hogy e nem tartozik bele D,-ba, ha P-nak nincs-
egységeleme.) A mondottak szerint minden D-nek tartalmaznia kell {e, D,}-t,
s6t ha P-nak {e, D,}-n kiviil van legalabb még egy duplahomotetizmusa, akkor
valédi médon kell tartalmaznia. Nyilvdnvalé tovabba, hogy akkor és csak
akkor van egynél tobb D (azaz P-nak egynél tobb) holomorfja, ha P-nak van
két (kiils6) nembaratsdgos duplahomotetizmusa. Megjegyezziik még, hogy
e€ D-bol és (43)-bol kovetkezik, hogy P.minden holomorfjanak van egység-
eleme, éspedig (e, 0). ,

2. tétel. (A karakterisztikus részgyiiriik masodik kritériuma). A P gyiirii -

P’ részgyiiriije akkor és csak akkor karakterisziikus, ha.P’ a P dsszes holo-
morfjaiban normdlis (vagyis idedl).
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A sziikségesség rogton kovetkezik az 1, 2. definiciokbol. :

Az elegenddség bizonyitdsa céljabdl tegyiik fel, hogy a 2. tételben meg-
adott feltétel teljesiil, és tekintsiik P-nak egy a duplahomotetizmusat. A 2. §
szerint a-t tartalmazza P baratsdgos duplahomotetizmusainak egy D maximalis
gyftiriije. A feltevés szerint D-P holomorf idealként tartdlmazza a P’ részgyiiriit.
Mésrészt a D-P-nak (a, 0) eleme, mint lattuk, éppen az a duplahomotetizmust
indukalja. Ebb6l kovetkezik (55). ‘Az 1. tétel értelmében tehat P’ 4P, s ezzel
a 2. tételt bebizonyitottuk.

5. §. Teljes csoportok. Egységelemes gyiiriik

A csoport- és gyiiriielmélet kozotti analégia, amelyet az eddigiekben ki-
fejtettiink, tovabb is kiépithets. Igy latni fogjuk, hogy az egységelemes gyiiriik
a teljes csoportokkal®” analég mddon viselkednek.

3, tétel. Egy csoport akkor és csak akkor teljes, ha minden Schreier-
Jeéle bovitésének direkt tényezdje. Ha egy csoport sajdt holomorfjdban direkt
tényezd, akkor a csoport vagy teljes, vagy egy teljes csoport és egy masoa’-
rendii csoport direkt szorzata.

Megjegyzés. A ,csak akkor“ dllitas ismert (l. Speiser []1], 110. tétel,
ahol csak véges csoportokrdl van szd). Az ,akkor“ Aallitds Iényegében Baer
[1] tétele. A 3, tétel masodik fele tudomasunk szerint 4j. A 3, tételt teljes
egészében be fogjuk bizonyitani.

3. tétel. Egy gyiiriinek akkor és csak akkor van egységeleme, ha min-
den Schreier-féle bovitésének direkt dsszeadanddja. Az egységelemes gyiiriik
ugy is jellemezhetok, mint olyanok, amelyeknek csak belsé duplahomotetizmu-
sai vannak.® Kovetkezésképpen minden idedljuk karakterisztikus, tovdbbd csak
egy holomorfjuk van® Megforditva, ha egy gyiirii valamelyik holomorfjdban
direkt dsszeadando, akkor egységelemes (kovetkezésképpen csak egy holo-
morfja van).*

37 Mint ismeretes, egy csoportot teljesnek neveziink, ha csak bels6 automorfizmusai
vannak és nincs centruma (1. Speiser [11] 125. oldal) Tehat mmden teljes csoport izomorf
teljes automorfizmuscsoportjaval.

38 Mivel az egységelemes gyfirlt annullaitormentes, azért elemei csupa kiil6nbdz6
belsé duplahomotetizmust indukalnak, tehat izomorf sajat ,teljes duplahomotetizmusgyfirii-
jével“ (v. 6.37 végével). — Altalaban, ha P ,osszes“ duplahomotetizmusai gyiir(it alkotnak,
ugy ezt P teljes duplahomotetizmusgyiiriijének nevezhetjitk. Ez természetesen akkor is
létezhet, ha P-nak nincs egységeleme.

3 Egységelemes P gyiirii holomorfja egyszerfien P<P alakban adhaté meg (l. (51),
{52) D =P esetét). : .

40 Vilagosabban szélva: ha egy gyiiriinek nincs egységeleme, akkor egy holomorfja-
ban sem direkt dsszeadand6, ha van egységeleme, akkor csak egy holomorf]a van és ebben
direkt Osszeadandé.

-
.
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ks

. Megjegyzés. A 3. tétel elejének ,akkor“ allitdsa Szendrei Jdnos tétele,
err6l sz06ld dolgozata elbkésziiletben van. Egyébként pedig a 3. tétel utolsd
allitasa Szendrei tételének élesitése. A ,csak akkor“ allitas egy specidlis esetben
mar Csebotarjev [15] szdmara is ismert volt.*® A 3,, 3. tételek alapjan a teljes
csoportok és az egységelemes gyiiritk egymds pontos analogonjanak tekint-
hetok.” Figyelemremélto, hogy a 3. tétel egeszeben sokkal tartalmasabb, mint
a 3, tétel.”

A 3, tétel bizonyitdsa. Ezt a ,csak akkor“ allitassal kezdjiik. Tekintsiink
egy I’ teljes csoportot és ennek [” Schreier-féle bovitését. Ki kell mutatnunk,
hogy I direkt tényezoként tartalmazza I'-t. A feltevés miatt /° minden «

elemére a
. 1

0~ o

leképezés I belsd automorfizmusa. Minthogy tovadbba /' centrummentes, azért
«-hoz [™-nak egyetlen olyan ¢’ eleme taldlhatd, amely ezt -az automorfizmust .
indukalja. Akkor « 'e’ a I" 0sszes elemeivel felcseréihetd, kovetkezésképpen
I-nak minden I szerinti maradékosztalydban egyetlen olyan elem van, amely
I” 6sszes elemeivel felcserélhetd. Ezek az elemek /-nak egy /I, részcsoportjat
alkotjak, tovabba I, a I" szerinti maradékosztdlyoknak egy reprezentinsrend-
szere. Ezért I a I', I, csoportok direkt szorzata, s ezzel a ,csak akkor“ alli-
tds bizonyitast nyert.

Most bebizonyitjuk a 3, tétel utolso allitasat. Ebbol a célbol tegyiik fel,
hogy a I" csoport az A-I" holomorfnak direkt faktora, ahol A-val I teljes
automorfizmuscsoportjat jeldljiik. (20) és Rédei [6] 3. tétel szerint a feltevés
miatt A-nak van olyan

4

a-—a
leképezése I-ba, amelyre

(b 'ab —s, o lod —o" (56)
(56.)-bdl  kovetkezik, hogy A csupa belsé automorfizmusbol ail. Akkor
A=1IT, irhatd, tovabba (56,)-b6l kovetkezik '

*
(e 8) —a.B, . "oc. — o™, BTy
ahol
@, —

'/l —nak leképezése I-ba. (57,)-bél és 0™ — « 'oe-bol kovetkezik, hogy e

ia A korrektura alkalmaval vettiik észre, hogy a 3. tétel ,csak akkor” dllitdsa teljes
altalanossagban szerepel mar a kovetkez6 dolgozatban: B. Brown and N, H. McCoy. The
maximal regular ideal of a ring, Proceedings of the Amer. Math, Soc., 7 (1950), 165—171
(Lemma 3). .

1 Az egységelemes gyiiriik egyebkent is bizonyos tekintetben eltéréen viselkednek a
teljes csoportoktol. Példaul trivialis, hogy minden gyiirlinek van egységelemes Schreier-féle
bovitése, s6t a 2. definicié utdni megjegyzés vége szerint egy gyiirii minden holomorfja
egységelemes gylirii, ezzel szemben nincs tudomdsunk réla, hogy minden csoport teljes
csoportta volna bovithetd Schreier értelmében.
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az «,=«/’, osztdlyban van. Minthogy tovabbé az « -elemek (57,) miatt /™-nak
egy I" részcsoportjat alkotjak, azért I' felbomlik a 71", szorzatra,amin azt ért-
jiikk, hogy /" minden eleme egyértelmiien felirhatd egy oo(o€/l”,€0I',) szor-
zat alakjaban. Mivel azonban /7, a I" centruma, azért ebb0l kovetkezik
r—rer,,
tovabba, hogy /™ centrummentes. Ha egy direkt szorzatnak csak belsd automor-
fizmusai vannak, amint ez a fentiek alapjan /™-ra fennall, akkor ugyanez igaz
a tényezOkre is. Ebbodl kovetkezik, hogy [ teljes és [, (mint Abel-féle cso-
port) légfeljebb két elembdl all. Ezzel a 3, tétel utolso allitasat bebizonyitottuk.
A 3, tételbol még csak az ,akkor“ allitds bizonyitdsa van hatra. Mint-
hogy a holomorf Schreier-féle bovités, elegend6é bebizonyitani a kovetkezot:
Ha egy _

I'= AQB . (58)
csoport két A, B részcsoportjanak direkt szorzata, amelyek koziil A(+ &) Abel-
féle és véges, akkor I'-nak van olyan I" Schreier-féle bbvitése, amelyben /
nem direkt tényezo. Vegyiink egy A Abel-féle csoportot, amely A-t valodi
modon tartalmazza és amelynek nincs A-val izomorf direkt tényezdje, s legyen

I'=A®SB. (59)
E mellett feltehetjiik, hogy /"< I, s akkor /" <qI' is igaz. Elegendd bebizo-

nyitani, hogy /" nem direkt tényezé I-ban. Tegyiik fel, hogy I direkt tényezs
/™-ban. Akkor (58) miatt _
r=A®A®8, - (60)
ahol A, a I" részcsoportja. (59), (60) miatt fennall az
Az A®A
izomorfia.®* Ez az ellenmondds teljessé teszi a 3, tétel bizonyitasat. .
A 3. tétel bizonyitdsa. Kezdjiik a masodik allitassal. Tekintsiink egy P

gytirlit és tegyiik fel eldszor, hogy P tartalmazza az ¢ egységelemet. Akkor
(31)-b6l P-nak minden a duplahomotetizmusara kovetkezik :
' ao= aso ={(a&)o, oa=o&a=o0(sa).
Masrészt (32) miatt
(¢a)e = ¢(as),
vagyis as=e¢a. Ezért a azonos P-nak a&(—=¢a) altal indukdlt duplahomote-
tizmusaval. ‘

Megforditva, ha P-nak csak belsé duplahomotetizmusai vannak, akkor
az identikus is ilyen, amib6l kovetkezik olyan ¢« elem létezése, amelyre
9 =9,0c¢==9. Akkor « éppen P egységeleme. Ezzel a 3. tétel masodik alli-
tasat bebizonyitottuk. A 3. tétel kozepén emlitett kovetkezmények is fenndll-

2 Ha ugyanis G=AXB--A"®B, ahol A,A,B a G csoport részcsoportja’
akkor A = A'.
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nak, részben az 1. tétel miatt, részben mert a belsé duplahomotetizmusok
paronként baratsagosak. '

A 3. tétel ,csak akkor“ allitdsanak igazoldsa céljabol tegyiik fel, hogy
P-ban létezik ¢ egységelem és tekintsitkk P-nak egy P Schreier-féle bovitését.
Azt kell bizonyitanunk, hogy P direkt 6sszeadandé P-ban. P minden @ ele-

.mével a :

0@y, ¢—da@

leképezések duplahomotetizmust képeznek. Kovetkezésképpen a feltétel és a
maér’ bebizonyitottak miatt van olyan «(€P), amelyre

co=co, oz=ouc. "(61)
A feltevés miatt igaz P,=0 is, ezért « egyértelmiten meghatarozza e«-t.
Ezutan (61)-et .
(@—a)o==0(@—w)=0,
alakban irva latjuk, hogy ’

a =4V,

ahol 7(€P) a ' :
PP—Pr =0 (62)
tulajdonsaggal bir. Az 6sszes (62) tulajdonsagti ¥ elemek P-ban egy n idealt
alkotnak (,P-nak P-beli annullatorat), amelynek a feltevés miatt nincs 0-tol
kiilonbbzé kozos eleme P-val. Azt kaptuk, -hogy P a P, n idedlok direkt 6sz-
szege, s ezzel a 3. tétel ,csak akkor“ allitdsat bebizonyitottuk.

A 3. tétel utols6 allitdsdnak bizonyitdsa céljabol tekintsiink egy P gyii-
riit és ennek egy D-P holomorfjit, ahol D a P baratsagos duplahomotetiz-
musainak egy maximalis gyiiriije. Feltessziik, hogy D-P direkt dsszeadando-
ként tartalmazza P-t; bizonyitandd, hogy P egységelemes. A feltétel miatt (43)
€s Reédei [6] 6. tétel szerint D-nek van olyan

a—da

leképezése P-ba, amelyre®
a+b—@-+by=0ab+ab+ab—(@b)y=0,eb+cb=0,a84+a=0

‘ (a,b€D, a,p€P). (63)
{635, 4)-b0l kovetkezik, hogy D csupa belsé duplahomotetizmusbdl all. Mint-
hogy ezek, mint mar emlitettiik, P minden duplahomotetizmusédval baratsago-
sak, azért D maximdlis voltabol kovetkezik, hogy P-nak egydltaldn csak bels6
duplahomotetizmusai lehetnek. A 3. (tétel fentebb bebizonyitott részének
alapjan ez azt jelenti, hogy P-ban van egységelem, s ezzel a 3. tétel utolso
allitasat is bebizonyitottuk.

Mivel minden holomorf Schreier-féle bévités, azért ebb6l a 3. tétel
wakkor® dllitdsa is kovetkezik, amivel a tétel bizonyitdsat befejeztiik.

43 Helyesbitjiik az idézett tételben levé sajtohibat, ahol tudniillik (74)-ben az elsd
{ab)’ helyett (a | by olvasando.
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6. §. Tovabbi alkalmazasok. Példak

A 3. tétel szerint egységelemes gyiirii minden idealja karakterisztikus.
Ezzel kozel rokon Nagata [5]* egy ujabb tétele, amely azt mondja ki, hogy
ha p primideal®.P-ban és P <P, akkor p <P, tehat igy is kimondhaté :

4. tétel. A primidedlok karakterisztikusok.

Az 1. tételen alapuld rovid bizonyitast adunk. Jeloljiik p-vel P valamely"
primidealjat és a-val P valamely duplahomotetizmusat. p—=P esetén a tétel
igaz, ezért-a p == P esetre szoritkozhatunk. (32) miatt P(ap) Sy, tehat

P(r+an Sy,
p+ap<P.
Ebbol és a feltevésbdl adodik
p+aprsy,
tehat ap S p. Ugyanigy kapjuk: pa<p. Ez az 1. tétel szerint igazolja a 4-
tételt.

A 4. tételben figyelemreméltd, hogy (véleményiink szerint) nincs cso-
portelméleti analogonja. A 3, 4. tételek alapjdn a karakterisztikus részgyiiriiket
gyakoribb jelenségnek kell tarfanunk, mint a karakterisztikus részcsoportokat.

Vannak-e egydltalan nemkarakterisztikus idedlok? Erre a kérdésre egy
példaval adunk igenl valaszt. Legyen p primszdm, [ az egész szamok gyii-
rilje. A

prx)+pxgx) - (f(x), g €l[x]y

P*h(x) + pxk(x?) (A (x), k(x)€1[x])
polinomok I[x]-nek egy-egy P, illetve P" részgyiiriijét alkotjadk. Ezekre nyilvan
fenndll P <P, P < lfx], viszont P’ qI[x] mar nem igaz. E szerint P’ valoban P
olyan idedlja, amely nem karakterisztikus részgyiirii.

Bebizonyitjuk a kovetkezd figyelemreméltd tételt, amelynek, tgy latszik,
szintén nincs csoportelméleti analogonja :

és

5. tétel. Kommutativ zérusosztdmentes gyiirii minden holomorfja kom-
mutativ. (V. 0. a 6. tétellel.) .

Jeloljiink ugyanis egy ilyen gyfiriit P-val. (32) szerint P minden a dup-
lahomotetizmusdra («a)e = «(a«), amibél a feltevés miatt «(ea)=«¢(acw),

4 L. még Steinfeld [12]. Ez a dolgozat is, amelyet mar kéziratban ismertem, hozza-
jarult a ,gyfirik holomorfelméletének“ létrejottéhez.

45 Mint tjabban szokas, valamely P gyiirii primidedljin P-nak olyan idedljat értjiik,
amelyre abbdl, hogy abSp (a,b <] P), mindig kovetkezik a Sp vagy b Sp. A ,régi érte~ -
lemben vett primidealt® ma (teljes vagy) komplett primidealnak hivjuk; ezeket, mint isme-
retes, azzal a tulajdonsdggal definidljuk, hogy ha ¢@€p, akkor « €p vagy 8 € p. A komplett
primidedlok a primidedlok specialis esete, s kommutativ gyiirlik esetén a két fogalom
egybeesik.
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vagyis .
. ca=ac (64)
kovetkezik. (E szerint most P minden duplahomotetizmusa P két egyenl6é endo-
morfizmusabol all.) Ha marmost a, b a P-nak baratsagos duplahomotetizmusai,
akkor (18), (64), (35) miatt -
abe=a(be) - a(eb)=(ac)b=>b(ac): bac,

vagyis .

ab—=ba. (65)
Mivel (43,) szerint P valamely holomorfjanak elemei

(a, ©)(b,?)=(ab, «b+af+«p)

szabaly szerint szorzodnak, amibol

(b, ¥)(a, €)== (ba, Ba+be +Be)

is kovetkezik, azért (64), (65) igazoljak az 5. tételt.
Egynél tobb holomorffal rendelkezd gyfiriire a zérogyiiriik* szolgaltatnak
példat. Igaz ugyanis a kovetkezo:

6. tétel. Egy P zérogyiiriinek akkor *és csak akkor van csak egys holo-
morfja, ha P* teljes endomorfizmusgyiiriije kommutativ." Ha van tobb holo-
morfja, akkor ezek kozott nemkommutativ is eldfordul.

A Dbizonyitds céljabol elérebocsatjuk ,a kovetkez6t: A feltétel miatt
«B=:0 korlatlanul igaz, tehat (31), (32) azonosan teljesiilnek. Kovetkezéskép-
pen most (30), (33) szerint P duplahomotetizmusai P* azon duplaendomorfiz-
musaival egyeznek meg, amelyek P* két felcserélhetd endomorfizmuséabol
allnak. :

_ Ha marmost P* teljes endomorfizmusgyiiriije kommutativ, akkor a (35)
feltétel teljesiil. Ez azt jelenti, hogy P 0Osszes duplahomotetizmusai paronként
bardtsagosak, vagyis gyiiriit alkotnak, amely most P egyetlen maximalis dup-
lahomotetizmusgyiiriije, tehat P-nak csak egy holomorfja van.

Megforditva, ha P teljes endomorfizmusgyiiriije nemkommutativ, akkor
tekintsiik P*-nak két nemfelcserélhetd A, B endomorfizmusat. Jelolje a, & (a
fenti megjegyzés alabjén) P két duplahomotetizmusat ugy, hogy a mindkét
alkatrésze A, és b mindkét alkatrésze B legyen. Minthogy a, b (35) miatt
nem baratsdgosak, azért P baratsagos duplahomotetizmusainak két kiilonboz6
maximalis gyiitiijében vannak. Mivel utébbiak P-nak két kiilonbdzd holomorf-
jat hatdrozzdk meg, azért a 6. tétel els® felét bebizonyitottuk. Ha az el6bbi
A, B endomorfizmusokhoz egy-egy O trividlis endomorfizmust hozzavesziink,
akkor nyilvan két a = (A, 0), b = (B, 0) baratsigos duplahomotetizmus all el0,

46 Zérogytrili olyan P gydriit jelent, amelyre P2=0 (vagyis P, =P).

47 Azt az érdekes problémat, hogy egy modulus teljes endomorfizmusgyiiriije mikor
kommutativ, Szele és Szendrei [13] vetették fel nemrég és részben megoldottak. Eredmé-
nyiik szerint aranylag kevés ilyen modulus van.
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s ezekre ab==ba teljesiil. Kovetkezbleg a, b beletartoznak P baratsagos dupla-
hemotetizmusainak egy nemkommutativ maximalis gyiiriijébe. Ehhez P-nak
egy nemkommutativ holomorfja tartozik, amivel a 6. tétel bizonyitdsat befe-
jeztiik. S '

Megjegyezziik, hogy a karakterisztikus sorozatok fogalma magatol érte-
todéen atvihetd gyfiriikre. Espedig P karakterisztikus sorozatdn olyan nem-
finomithaté véges : ) v

P=Py,P,...,P.=0

sorozatot értiink, amelyben P, a P; valédi részgyiiriije (i=0,1,...,r—1)és
P.4P(i=0,...,r). Lényegében tehat P+ (aéditiv) csoportjanak kompozicio-
sorozatarol van sz6, ha operatorokként P 6sszes duplahomotetizmusait adjuk
meg. Ennek megfelelden alkalmazhatok Schreier és Jordan— Holder ismert tételei.

Az 1. § kiegészitéséiil ideirjuk még a kovetkez6 (nagyon erds) analo-
giakat, amelyekre vizsgalataink sordn bukkantunk:

I" karakterisztikus részcsoportja, ... P karakterisztikus részgyiiriije,

I’ holomorfja ... P holomorfjai,
teljes csoport ... egységelemes gyiirii,
1" karakterisztikus sorozata ... P karaszterisztikus sorozata,
I" teljes automorfizmuscsoportja .-. P baratsigos duplahomotetizmusainak
maximalis gytriii.
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