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1. §. Bevezetés

Az . n. elsd és masodik Wedderburn—Artin-féle strukturatétel a modern
gyiiriielmélet legfontosabb és legszebb eredményei kozé tartozik. Fontos tulaj-
donsigokkal jellemzett gyfiriiosztalyok teljes leirasat és explicit megadasat
teszik lehetdvé, agyhogy gyiirielméleti jelent6ségiik nyilvanvald. Ezen tilmenden
azonban a matematika szdmos mas dganak legujabb fejlédési irdnyat is dontd
modon befolydsolta ez a két tétel, mert ezek az eredmények rendkiviil 6sz-
tonzéleg hatottak azokra az dltaldnos vizsgilatokra, amelyek gyfiriik tagabb
kategoridinak linearis transzformdaciok utjan valo el6allitdsara irdnyultak, s
ismeretes, hogy ez az egyik legfontosabb segédeszkoz, amelyet a modern
algebra a matematika egyéb againak nydjt.

A két emlitett gyiirtielméleti struktaratétel torténete mar majdnem fél
évszdzadra tekint vissza, s ez alatt az id6 alatt szdmos kiilonboz6 bizonyitast
adtak rajuk a gyfirlielmélet kutatoi. A tételek legelsd, még Wedderburntl
szdrmaz6 alakja 0. n. algebrdkra, mds szoval hiperkomplex rendszerekre
vonatkozott [14]*. Az algebrak elméletében alakultak ki azok a klasszikus
modszerek is (idempotens elemek konstrudlasa, Peirce-féle felbontas, stb.),
amelyek segitségével Wedderburn az algebrdkra vonatkozo korszakalkoto
jelentdségii eredményeit bebizonyitotta. Artinnak koszonhetd az a nagyfontos-
sagu felfedezés [1], hogy az algebrdk elméletének f6eredményeit sokkal tdgabb
teriileten is be lehet bizonyitani, s hogy ezeknek az eredményeknek természetes
talajat a gyiiriikknek éppen ez a tagabb osztdlya alkotja: nevezetesen az . n.
minimumkdvetelménynek elegettevd gyiriik. ¥ Ez a fontos felfedezés nemcsak
elmélyitését jelentette az algebrdk elméletének, hanem éppen a legfontosabb
tételek bizonyitasandl lényeges technikai egyszeriisitéseket is tett lehetové. Igy
maga Artin, E. Noether és iskolajuk tobb tagja olyan bizonyitisokat nyertek
a Weddernburn—Artin-féle struktiiratételekre is, amelyek egyre mélyebb bepil-
lantast nydjtottak a probléma lényegébe, s egyre egyszeriibb technikai appa-
ratust igényeltek [2], [3], [6], [8], [12], [13], [14]. Igy ma mér e tételek meg-
fogalmazasaban és bizonyitdsdban nem is szerepel a hiperkomplex rendszerek

* A szegletes zardjelbe tett szamok a dolgozat végén talalhaté irodalomra utalnak.
** A hasznalt fogalmakat és-elnevezéseket a tovabbi §-okban részletesen definialjuk
ill. megmagyarazzuk.
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fogalma. Viszont a fejlédésnek ezen a fokdn azért még nélkiilozhetetlen volt
az a fogalomrendszer, amely Wedderburn eredeti bizonyitasdnak gerincét alkotja,
és ezek a bizonyitasok még abban is hasonlok a Wedderburn-féléhez, hogy a
vizsgalt gylirli bizonyos értelemben onkényesen kitiintetett, nem-invarians
elemeivel illetve részgyfirilivel operalnak, bar kétségtelentil lényegesen egysze-
riibb technikaval.

Az a legutobbi évek soran bekoOvetkezett tjabb nagyszabasi fejlodés,
amely a Wedderburn—Artin-féle struktiratételek lényegének teljes feltirasahoz
vezetett, s lehetévé tette e tételek elvben annyira egyszeril, kozvetleniil célhoz
vezetd bizonyitasat, hogy a megel6z6 bizonyitdsokban hasznélt fogalomrendszer
és technikai apparatus teljesen mell6zhetonek, bizonyult, csirijiban szintén
Emmy Noethernek koszonheté. O ismerte fel az emlitett struktaratételek mélyre-
hatoé kapcsolalat a vektorterek linedris transzformadcidival, és 6 dolgozta ki az
alapjait annak a nagyfontossagi modern elméletnek, amelynek 1ényege abban
all, hogy a gyiriielmélet problémait vektorterekkel kapcsolatos kérdésekre
fogalmazza at. Ennek a felfedezésnek felbecsiilhetetlentil nagy az elvi jelentt-
sége is — a jelek szerint ma még csupan kezdetén allunk a benne rejl6
Oriasi lehetOségek kiaknadzasanak, — de ezenfelil még azzal a rendkiviil
kedvezd kovetkezménnyel is jart, hogy eleven .szemléletességgel telitett
geometriai intuiciot vitt bele a kutatasokba, s ily modon friss, tj lendiiletet
adott ezeknek a vizsgalatoknak. Noether életében azonban még nem bontakozott -
ki ennek a rendkiviili jelentdségli gondolatnak az a legmélyebbre haté konzek-
vencidja, amelynek azt koszonhetjitk, hogy ma mar nemcsak olyan it all
rendelkezésiinkre a Wedderburn—Artin-féle struktiratételek bizonyitasdhoz,
mely mindegyik megel6z6 bizonyitdsndl joval egyszeriibb és sokkal mélyebben
feltdrja a problémdk Iényegét, hanem az emlitett tételek messzemend altalano-
sitdsdhoz is vezetett. A matematika feji6dése soran mas esetekben is gyakran
tapasztalhatd ama jelenség mutatkozott meg ebben az orvendetes tényben,
hogy egy probléma legmélyebb gyokerének megtalalasa egyszerre ad lehetosé-
get a targyalds egyszeriisitésére és altalanositasara. A gyiiriielmélet Wedderburn—
Artin-féle strukturatételeivel kapcsolatos eme nagy felfedezést a masodik.
vildghadboru alatt egymadstol fiiggetleniil J. Dieudonné és N. Jacobson tette [T7],
[9]. Az altalanositds lényege az, hogy mig a Wedderburn—Artin-féle tételek
a minimumkovetelményt kielégitd egyszeril, ill. féligegyszerii gyiiritk szerkezetét
irjak le, addig Dieudonné és Jacobson tételei csupan minimalis féloldali ideal
létezését posztulaljak a tekintett gytiritkkben. Ennek megfeleléen a Wedderburn—
Artin-féle tételekben véges rangu vektorterek linearis transzformécioinak gyfiriii
szerepelnek, viszont Dieudonné és Jacobson tételeiben a fellépd vektorterek
rangija tetszéleges.

Legajabban Artin egyik cikkében, amely Wedderburn munkédssiganak a
" modern algebra fejlédésére valé mély hatisat méltatja, megmutatta, hogy
Jacobson egyik tételén keresztiil igen szép, egyszerli €s geometriai szemiéle-
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tességii bizonyitds adhaté a masodik Wedderburn—Artin-féle struktiratételre.
¥z az Artin-féle bizonyitas, csupdn a vektorterek elméletének elemeit haszndlva
fel, igazolja Jacobson egyik eredményét, s ebbdl igen rovid uton, kodzvetleniil
levezeti a masodik Wedderburn— Artin-féle tételt [4]. Artin 1ényeges észrevétele
abban all, hogy nem sziikséges a minimumkovetelmény-nélkiili egyszerii
gyiiriik Jacobson-féle ,nagy elméletét felépiteni (amelybdl specidlis esetben
természetesen kiadodik a minimumkovetelményt kielégitd egyszerii gyiiriik
struktardjat leir6 masodik Wedderburn— Artin-féle tétel), hanem elegendd ebbdl
az elmélethdl csak az egyik eredményt kiemelni és igazolni. Ezt a Jacobson-
féle tételt mi is igazoljuk az alabbi 5. §-ban, a [4)-ben talalhatd Artin-féie
bizonyitdst némileg tovabb egyszeriisitve. A jelen dolgozat f6célja annak meg-
mutatasa, hogy Jacobson emlitett tételéb6l a masodik Wedderburn— Artin-féle
strukturatételnél altaldnosabb els6 Wedderburn—Artin-féle tétel is, (amely a
‘minimumkovetelményt kielégitd féligegyszerii gyftiriik szerkezetét adja meg)
kozvetleniil levezethetd, éspedig alig tobb faradsaggal, mint amennyit a maso-
dik struktaratétel Artin-féle levezetése igényel. Ezt a 6. §-ban mutatjuk meg.
Mivel a masodik struktiratétel [4]-beli bizonyitdsa iényegesen egyszeriibb
barmely més, az eddigi irodalomban szerepld bizonyitasnal, kombindlva ezt a
féligegyszerii gyiiritkk strukturaproblémajanak az egyszerii gyfiriikre valé szo-
kasos visszavezetésével (lasd pl. [3], 27—31. old.), ugyancsak olyan igazolasat -
nyerjiik az els6 strukturatételnek, amely a klasszikus utakon haladd bizonyi-
‘tdsok béarmelyikénél szamottevd mértékben egyszerlibb. Masfel6l sikeriilt
Jacobsonnak a féligegyszerii gyliritk strukturaelméletét az 0. n. primitiv gyiiriik
tole szdrmazé mély elméletébdl is levezetnie modern eszkdzokkel [10]. Az
-elsé Wedderburn—Artin-féle strukturatétel alabbi bizonyitidsa azonban (amely
:az 5. és 6. § anyagat alkotja) egyszeriibb és kozvetlenebb mindkét emlitett
‘modszernél. Specidlis esetként természetesén megkapjuk a masodik Wedderburn—
Artin-féle tételt is, s6t arra is rd kell mutatnunk, hogy a Jacobson-féle médszer
segitségével nyert alabbi, kozvetleniil célhoz vezetd targyaldasmod végeredmé-
nyébdl trividlis kovetkezményként adédnak mindazok a jellemz6 tulajdonsagok
ill. részleteredmények, amelyek az eléggé koriilményes klasszikus bizonyitds
soran megtett ut egyes allomasai voltak (pl. az a tény, hogy a féligegyszerii
gylirli baloldalilag és jobboldalilag teljesen redukalhaté s van egységeleme,
sth.) :

\ A 2. és 3. §-ban a sziikséges alapfogalmakat és az ezekre vonatkozo
legfontosabb alaptényeket ismertetjiik, a Wedderburn—Artin-féle struktura-
tételeket pedig a 4. §-ban fogalmazzuk meg.

2. 8. Operatormodulusok, vektorterek

~

Vizsgalatainkban a szerepl6 gyiiriiket Abel-féle csoportok endomorfizmus-
gyiiriijeként allitjuk el6, s ezért mindenekelStt csoportelméleti megalapozast
kell adnunk meggondolasainknak.

"
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Moduluson olyan Abel-féle csoportot értiink, amelyben az alapmiivelet

az 0sszeadas. Ennek megfeleléen a modulus neutrdlis elemét O-val jeloljiik,
az a elem inverzét pedig —a-val. Modulus jelolésére latin nagybetiit, modulusok
elemeinek jelolésére latin kisbetiiket haszndlunk. Az A, B, C, D, E, F betiiket
azonban endomorfizmusok jelolésére tartjuk fenn. Endomorfizmuson valamely
modulus énmagiba valé homomorf leképezését értjiik. Részletezve: ha M
tetszoleges modulus, A pedig olyan
: X -+ XA (x€M, xAEM)
egyértelmil leképezése M-nek onmagaba, amelyre )
(x+»A=xA+yA,
akkor azt mondjuk, hogy A az M modulusnak endomorfizmusa. Az M modulus:
osszes endomorfizmusai gyiiriit alkotnak, s e gyliriit M endomorfizmusgyiiri—
jének nevezziik. E gyiiriiben a tetszbleges A, B endomorfizmusok dsszege, ill.
szorzata a kovetkezOképpen van értelmezve :*
x—>x(A+B)=xA-}xB;
x— x(AB)==(xA)B.
A gyiirliaxiomdk teljesiilése minden nehézség nélkiil igazolhaté. Az endomor-
fizmusgyfirii altalaban nem komtutativ gylirii (amin azt értjiik, hogy e gyiirii-
ben a szorzds nem mindig kommutativ miivelet), és tartalmazhat nullosztokat
(azaz két olyan endomorfizmus szorzata is lehet zérus, amelyek egyike sem
zérus). Az endomorfizmusgyiirii zéruseleme az az endomorfizmus, am’eljr az
M modulus valamennyi elemét O-ra képezi le. Egységeleme is mindig van az
endomorfizmusgyiiriinek: az az endomorfizmus, amely M barmely elemét
onmagara képezi le. Ha A az M modulus egyik endomorfizmusa, akkor az
osszes xA elemek halmaza (ahol x befutja az egész M halmazt) M-nek rész-
modulusa; e részmodolust M A-val jeloljiik, és az A endomorfizmushoz tartozé
képmodulusnak hivjuk. M mindamaz x elemei, amelyekre xA =0, szintén
részmodolust alkotnak, amelyet K(A)-val jeloliink, s az A endomorfizmus.
magvdnak neveziink. Nyilvanvalo, hogy A akkor és csak akkor automarfizmusa
(azaz 6nmagéra valo kolcsonosen egyértelmii és miivelettartd leképezése) M-
nek, ha A magva 0, képmodulusa pedig M. Az automorfizmusok pontosan
azok az elemei az endomorfizmusgyiiriinek, amelyeknek van reciprok eleme
az endomorfizmusgytirliben (azaz amelyek alkalmas endomorfizmussal meg-
szorozva az endomorfizmusgyiirii egységelemével egyenldk). Szamos fentos
gyiirii eldallithato endomorfizmusgyiiriiként. Igy pl. a rac. egész szamok

gyiiriije a végtelen ciklikus ¢soport endomorfizmusgyfiriijével, e gyiirii modulo

m vett maradékosztdlyainak gyiiriije pedig az m elemil ciklikus csoport endo-

* Az endomorfizmusok szorzasanak értelmezésébol tiinik ki, miért célszerii jobbrol
irni az endomorfizmus jelét (a fiiggvényeknek az analifisben szokasos jeldlésmodjaval
ellentétben). Ha balrdl irnank az endomorfizmus jelét, akkor az A és B endomorf!zmusok
AB szprzata az x - B(Ax) leképezés volna.
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morfizmusgyiiriijével izomorf; a racionalis szdmok teste a test additiv, cso-
portjanak endomorfizmusgyiiriijével izomorf. Mindeme példakban a szerepld
modulus teljes endomorfizmusgyiiriijerdl van sz6. Az endomorfizmusgyiiriik
igazi jelentdsége azonban akkor domborodik ki, ha a modulusok teljes endo-
morfizmusgyiiriijének részgyiiriiit is tekintjiik. A gyiiriikk struktiiraelméletében
legfontosabbak a modulusok teljes endomorfizhusgyiiriijének azok a részgyiiriii,
.amelyeket a kovetkezOképpen kapunk: tekintsiik valamely M modulus tetsz8-
legesen kiszemelt endomorfizmusait; M mindamaz endomorfizmusai, amelyek
a kiszemelt endomorfizmusok barmelyikével (a szorzasra nézve) felcserélhetok,
mint kozvetleniil belathatjuk, gytriit alkotnak: az M modulus teljes endomor-
fizmusgyiiriijének egyik részgyiiriijét. Vilagos, hogy a teljes endomorfizmus-
gyiriik igy nyert részgyfirfii is mindig egységelemes gyiiriik, hiszen a teljes
endomorfizmusgyiirii egységeleme barmely endomorfizmussal felcserélhets. De
konnyen bebizonyithatd ennek a ténynek a megforditottja is:- barmely egység-
elemes gyiirii izomorf valamely modulus (éspedig éppen a tekintett gyiirii
additiv csoportja) teljes endomorfizmusgyiiriijének egyik, az elébbi moédon
nyert részgyiiriijével. Ez a tétel mar mutatja az endomorfizmusgyiiriik nagy -
jelentdségét a gyiiriik struktiraelméletében, de nekiink a tovdbbiakban ennek
a tételnek csak arra a specidlis esetére lesz sziikségiink, amely a matrixgyiirik
ilyen médon valo elballithatosagat mondja ki.

Most ratériink az operdtormodulus fogalmanak ismertetésére. Ez a foga-
lom alapvet6 fontossagti tovabbi meggondoldsainkban. Legyen M tetszbleges
modulus, £ pedig tetszOleges gyiirli. $2 elemeinek jelolésére gorog kisbetiiket
haszndlunk. Az £ gyiiriir6l akkor mondjuk, hogy baloldali operdtortartomdnya
az M modolusnak, ha 2 barmely « és M barmely x eleméhez egyértelmiien
hozza van rendelve az M modulus egy eleme, amelyet «x-szel jelolink, s az
.«, x elempar szorzatanak neveziink, és ha ezenfeliil ez a hozzédrendelés olyan
tulajdonsagii, hogy mindig teljesiilnek az alabbi kovetelmények :

a(x+y)=ax+ey, 1)
(e +B8)x = ax+ Bx, (2)
(aB)x == a(Bx), 3)

.ahol «, § tetszbleges £2-beli, x, y pedig tetszéleges M-beli elemek. (Klasszikus
példaként gondoljunk a jol megszokott haromdimenziés euklideszi térre,
.amelynek Osszes vektorai a kozonséges vektor-Osszeadasra nézve operdtor-
modulust alkotnak, ha az £ operdtortartomdnynak a valés szamok halmazat
valasztjuk, amely ebben a specidlis esetben nemcsak gyiirfi, hanem test is).
Nézziik meg kozelebbrdl a felirt kovetelmények jelentését. Az (1) kovetelmény
azt fejezi ki, hogy az ‘

XX (€82, xeM) €))

leképezés barmely £2-beli rogzitett « elem esetén M-nek endomorfizmusa. Ezt
az endomorfizmust az « operdtor dltal indukdlt endomorfizmusnak nevezziik.



54 SZELE TIBOR

Jol vigyazzunk azonban arra, hogy az 2 operatorgyiirii « elemét altalabam
nem azonosithatjuk egyszeriien az altala indukalt (4) alatti endomorfizmussal»
mert Q kiilonb6z elemei is indukalhatjdk ugyanazt az endomorfizmust. (Példat
szolgaltat erre barmely véges M modulus, ha 2-nak az Osszes rac. egész
" szamok gyfiriijét valasztjuk, az ex szorzaton [e| szamu x ill. —x elem 0Osz-
szeget €rtvé aszerint, hogy « >0 ill. « <0, a 0.x szorzaton pedig a modulus
0 elemét értve.) Nyilvanvaléan kovetkezik (1)-b6l az is, hogy az Q2 gyiirii
zéruselemének az M modulus barmely elemével vald szorzata egyenlé az M
modulus zéruselemével. — A (2) kovetelmény azt jelenti, hogy két (2-beli
elem dsszege 4ltal indukalt endomorfizmus mindig megegyezik a két elem
altal indukalt endomorfizmusok 0sszegével, (3) pedig az jelenti, hogy két -
beli elem szorzata altal indukalt endomorfizmus a mdsodik és az els6
elem altal indukélt endomorfizmusok (ebben a sorrendben vett!) szorzataval
egyezik meg. Az (1)—(3) kovetelményeket tehat Osszefoglalva, egyiitt igy
fejezhetjiik ki: az 2 operatortartomdny mindegyik eleme az M modulus
egy endomorfizmusat indukalja, és £2-nak igy adodo leképezése az indu--
kalt endomorfizmusok gyiiriijére antihomomorfizmus. Ez a kifejezés arra utal,.
hogy a szorzat képe a képelemek ellenkez6 sorrendben vett szorzataval egyenio..
A szorzdssal kapcsolatban észlelt eme bonyadalem nyilvan megsziinnék
akkor, ha az M modulus elemeihez jobbrol irnank oda az $£2-beli elemeket
mint szorzotényezOket, azaz ha £2 jobboldali operdtortarfomdnya volna az M
. modulusnak (az (1)—(3) elbirdsok mintdjara kozvetleniil felirhaté kovetelmé-
nyekkel). Ilyen szempontbol tehat a jobboldali operatormodulusok kényelme--
sebben kezelhet6k, mint a baloldaliak, mert jobboldali operdtormodulus esetében
az operatortartomanynak homomorf képét alkotjak az operatorok altal indukalt
endomorfizmusok. Nem rekeszthetjiik ki azonban e miatt az alapjabanvéve nem
lényeges komplikacié miatt targyaldsaink korébol a baloldali operdatormodulu-
sokat, mert a dolog ugy all, hogy nem mindig pusztin formalis megéllapo-
dason mualik az, hogy melyik oldalrol irjuk az operatorokat a modulus elemet:
mellé; s6t gyakran megtorténik, hogy -az el6ttiink allé probléméabol folyd
adottsag a szerepld operdtortartomény baloldali vagy jobboldali volta. Az is
eléfordul, hogy ugyanaz a modulus egyidejilleg el van latva baloldali és.
jobboldali operatortartomannyal egyarant: latni fogjuk ennek egy nagyfontos-
sagu esetét az 5. §.-ban. — Végiil megjegyezziik, hogy ha az £ operator-
gyiiriiben van ¢ egységelem, akkor tobbnyire megkivanjuk az (1)—(3) kovetel-
ményeken kiviil még azt is, hogy ¢ identikus operator legyen, azaz ex=x
teljesiiljon barmely x€M elemre.

Az operatormodulussal kapcsolatban felmeriils tovabbi fogalmakat is
csak abban az esetben ismertetjilk részletesen, ha az alapul vett modulus.
baloldali operatormodulus. A megfelel6 megéllapitdsok jobboldali operator-
modulus esetére kozvetleniil nyerhet6k. Az £2 operdtortartomdnnyal ellatott M
modulus — roviden 2-modulus — részmodulusai (azaz alcsoportjai) kozott
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a dolog természeténél fogva kiilonds fontossdguk van azoknak, amelyek maguk
is £2-modulusok, vagy amint mondani szokds, az &2 operatortartomédny szem-
pontjabdl megengedhetd részmodulusok. Az M modulus valamely N részmo-
. dulusa akkor rendelkezik ezzel¥/a tulajdonsaggal, ha tetszbleges £2-beli e és
N-beli x elem esetén az «x szorzat eleme N-nek. Ezt a kovetelmenyt rovid
jelekkel igy fejezhetijitk ki: :

QNEN, ()

“ahol 2N az 6sszes olyan «x szorzatok halmaza, amelyekre « €2 és x€N.
(Hogy egy £2-modulusnak lehetnek olyan részmodulusai, amelyek™ nem £2-
modulusok, azaz nem megengedhettk, azt a hdromdimenzios tér vektorainak
modulusa altal szolgaltatott példa is mutatja, ahol mint mar emlitettik, 2 a
valos szamok testének vehetd. Ekkor pl. az origobol a csupa egész szam -
koordinataju pontokba hiizott vektorok halmaza részmodulus, de ez a rész-
modulus az emlitett operatortartomany szempontjabdl nem megengedheto.
A megengedhetd modulusok vektorhalmazai €éppen az 4. n. linearis altereket
toltik ki; ezek: az egész tér, az origon atmend sikok, az origon atmend
egyenesek, és a zérusvektor, mint egyelemii részmodulus.) Barmely £2-modu-
lusnak van legalabb két £2-részmodulusa: maga a teljes modulus és az egyetlen
elembdl all6 O részmodulus. (Ez a kettd csak abban a trividlis esetben esik
egybe, ha maga az alapul vett M modulus is csupdn a O elemet tartalmazza.)
Ha az M modulusnak az &£ operatortartomanyra nézve csak ez a két meg-
engedhetd részmodulusa van, akkor azt mondjuk, hogy az M modulus az £
operatortartomanyra nézve irreducibilis. (Alabb latunk példét irreducibilis
operatormodulusra.)

Amint az alapul vett £2- modu]us Osszes részmodulusai koziil természet-
szertien ki vannak tiintetve az £2-részmodulusok, ugyanigy az M modulus
endomorfizmusai koziil is ki vannak tiintetve az £2-endomorfizmusoknak nevezett
endomorfizmusok. Az M $2-modulusnak valamely onmagaba valo .

x—>xA  (x€M, xAEM) (6)

egyértelmii leképezését akkor nevezziik 2-endomorfizmusnak, ha a kozonséges
értelemben. endomorfizmus, azaz M tetszbleges x, y elemei esetén

(x+y»A=xA+yA (M
és ezenfeliil még az ‘ '
(ex)A=e«(xA) 8)

~

kovetelményt is teljesiti barmely £2-beli ¢ operdtor és M-beli x elem mellett.
Ez az utébbi kovetelmény azt jelenti, hogy ha az M modulus x elemét el6bb
megszorozzuk az « operdtorral, s az igy kapott elemnek vessziik a képét a
(6) alatti A endomorfizmusnal, akkor ugyanahhoz az elemhez kell jutnunk,
mint hogyha az x elemnek elobb vesszitk az xA képét, s az igy nyert elemet
azutan szorozzuk meg az « operatorral. Ennélfogva a (8) kovetelmény pontosan
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annyit jelent, hogy az A endomorfizmus felcserélheté az £2-beli ¢ operatorok
altal indukélt endomorfizmusekkal (vagy rovidebben: az « operdtorokkal, ha
t.i. a felcserélhetdség szempontjabdl egyértelmiinek vesszitk az operédtort az
altala indukélt endomorfizmussal, amit nyilvan nyugodtan megtehetiink). Meg-
allapithatjuk tehat, hogy az M Q-modulusnak valamely endomorfizmusa akkor
és csak akkor S2-endomorfizmus, ha felcserélhetd az $2-beli operdtorok mind-
egyikével. (A mar ismételten szerepld példa, a tér vektorainak modulusa ese-
tében, ahol £ a valos szdmtest, £2-endomorfizmust kapunk pl. oly mddon,
hogy a tér bérrhely vektordhoz ennek egy rogzitett sikra esé vetiiletét rendeljiik
hozza képelemként.)

Igen fontos, és az aldbbiakban is lényeges szerepet betoltd fogalom az
operatormodulusok direkt 0sszegre vald felbonthatésaga is. Ez is természetes
modon adddik a tetszéleges részmodulus fogalmanak £-részmodulussal vald
helyettesitése ttjan. Akkor mondjuk, hogy az M Q-modulus felbonthato az
Ny, ..., N Q-részmodulusok direkt Gsszegére, e tényt igy jelolve:

M— N+ + Ny, ©)
ha M bdrmely x eleme pontosan egyféleképpen elddllithato
X=X+ 4x (a€N, .., x€N) (10)

alakban. Vilagos, hogy ennek sziikséges €s elegendd feltétele a kovetkezo:
M barmely x eleme legyen el6allithaté (legalabb egyféleképpen) x—x,+ --- 4+ x;
(x; €N;) alakban, - — ezt ugy szokas kifejezni, hogy az N,..., Ni részmodu-
lusok generdljdk az M modulust, — és 0—x, 4+ --- - X csak x,=---=x, =0
esetén teljesiiljon. (Ez az utobbi kovetelmény biztositja a (10) eldéllitds egy-
értelmiiségét.) A k= 2 specialis esetben, azaz ha

M==N,+N,, C(11)
érvényes a kovetkezd, gyakran alkalmazott és fontos tény:
. N =M N,

azaz N, operatorizomorf (£2-izomorf) az M/N, faktormodulussal. Nyilvanvalo
ugyanis, hogy egyrészt az M'N, faktormodulus is £2-modulus, hiszen barmely
£2-beli « operdtor és M-nek az x elemet tartalmaz6é N, szerinti mellékosztalya
(mint M/N, tetszéleges eleme) esetén az « operatornak az emlitett mellék-
osztallyal val6 szorzata egyértelmiien meg van hatdrozva az e¢x elemet tartalmazo
mellékosztilyként; (vilagos, hogy ez utobbi nem fiigg attdl, hogy mely x
elemét tekintettilk az N,+ x mellékosztalynak;) mdsrészt N, barmely x, ele-
méhez hozzdrendelve M-nek N, szerinti N, x, mellékosztalyat, olyan izomor-
fizmust adtunk meg N, és M/N, kozott, amely egyszersmind £2-izomorfizmus,
azaz «x,-hez az x,-et tartalmazd N,-+x, mellékosztaly e-szorosa van hozza-
rendelve. )

Hogy miért alkalmazhatok igen hatékonyan az operatormodulusokra
vonatkozé vizsgalatok és eredmények a gyfiriik strukturaelméletében, azt mar
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az is mutatja, hogy barmely R gyiirii operatormodulusnak tekinthet6, Onma-
gaval, mint operatortartomannyal ellatva. Ekkor tehat az M modulus szerepét
maga R mint additiv csoport tolti be, masfeldl az £2 operatorgyiirii is egybe-
esik az R gyiiriivel. Egy operdtorelemnek valamely moduluselemmel vald
szorzata az R gyiiriiben definidlt szorzis eredménye (hiszen mindkét elem
R-ben van). Nyilvdnvalé azonban, hogy éles kiilonbséget kell tenniink
.ama két lehetoség kozott, hogy R-et mint baloldali R-modulust, vagy mint
jobboldali R-modulust tekintjiik. Ha R nem kommutativ gyiirii, akkor ez
a két operdtormodulus nem megegyezd, hiszen az «¢€R operatorelemhez
€s az x€ R moduluselemhez a baloldali esetben «x, a jobboldali esetben x«
van hozzarendelve operdtorszorzatként. Ez a fontos példa is mutatja, hogy
miért nem rekeszthetjiik ki vizsgalataink koréb6l sem a Dbaloldali, sem a
jobboldali operdtormodulusokat (oly modon, hogy targyaldsainkat csak a mdsik
esetre korlatozzuk). Ha R kommutativ gytir{i, akkor természetesen azonos a
két eset, és pusztan célszeriiségi szempontok alapjan all médunkban eidonteni,
hogy R-et baloldali vagy jobboldali operatormodulusnak tekintsiik. — Az
altalanos esetben, azaz ha R nem sziikségképpen kommutativ gyitirii, akkor
R-et mint 6nmagaval ellatott baloldali operdtormodulust tekintve, a megen-
gedhetd részmodulusok a baloldali idedlok. Ezek tehat a kovetkezd kovetelmé-
nyekkel vannak értelmezve: H akkor és csak akkor baloldali idedlja az R
gylirtinek, ha egyrészt additiv alcsoport, méasrészt RH < H, azaz R barmely r és
H barmely h elemének rh szorzata bennevan H-ban. Hasonl6an vannak értel-
mezve az R gyiirli J jobboldali idedljai, mint az 6nmagdaval jobboldali opera-
tortartomanyként ellatott R operdtormodulus megengedhetd részmodulusai, azaz
R-nek olyan J additiv alcsoportjai, amelyekre /R < J teljesiil. Ha az R gyfiriinek
valamely részhalmaza baloldali idedl is, jobboldali idedl is R-ben, akkor
.kétoldali idealnak, vagy roviden idedlnak nevezziik. — Az £ gyfirii ferdetest
{vagy mads elnevezéssel: div/zidgyiz’rii), ha az -Osszeaddson, kivonason és
szorzason kivill még a (baloldali és jobboldali) osztds is mindig elvégezhetd
benne, amennyibén természetesen az osztd nem zérus, azaz ha barmely Q-
beli «4=0 és § elemekhez van olyan & és & elem £2-ban, amelyekre a¢&==¢
és &a'=7 teljesiil. A ferdetest zérustol kiilonbozd elemei csoportot alkotnak
a szorzdsra, mint alapmiiveletre nézve, s ez a kovetelmény (azonfeliil, hogy
gyirii legyen) jellemzi is a ferdetestet. Ennélfogva a ferdetest mindig egység-
elemes gyiirii, és barmely O-t6] kiilonb6z6 ¢ elemének van reciproka, azaz
olyan ¢! elem, amelyre e.c!=¢1.¢ = 1. Mdsrészt a ferdetest gy is defi-
nidlhat6, mint olyan egységelemes gyiir{i, amelyben barmely O-t6l kiilonbozd
elemnek van reciproka. Ha a ferdetest kommutativ, akkor fesfnek nevezziik.
Ha az £ gyiiri ferdetest, akkor £, mint operatortartomanyként nmagaval
ellatott (akar baloldali, akidr jobboldali) operatormodulus példat szolgaltat
irreducibilis operdtormodulusra. -Igen kénnyen belathatjuk ugyanis, hogy ferde-
testnek 6nmagédn és O-on kiviil sem baloldali, sem jobboldali idedlja nincsen.
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A V operatormodulust akkor nevezziik vektortérnek, ha operatortartomanya
ferdetest. Ezt a fontos tényt, hogy t.i. az operdtortartoméany ebben az esetben
ferdetest, azzal is kidomboritjuk, hogy az operatortartomanyt (2~ helyett (a
diviziogyiiri kezddbetiijére emlékeztetd) A-val jeloljiik, mig a vektortér V jele
a ,vektortér* szé kezdObetiijére utal. Megallapodunk abban, hogy a vektortér
A operatortartomanyét, amelyet a kozonséges haromdimenzios térrel kapcso-
. latban megszokott elnevezés analogidjéra skaldris farfomdnynak is hivnak,
mindig baloldali operadtortartomanyként irjuk. Ez a megallapodas azonban
természetesen nem zdrja ki azt, hogy a vektortérhez egy jobboldali operator-
tartomanyt is megadjunk, ha ez célszeril lesz.

Maérmost annak a ténynek, hogy a V vektortér 4 operatortartomanya nem
akarmilyen egységelemes gyiirii, hanem ferdetest, igen nagyjelent6ségii kovet-
kezményei vannak. Ez teszi ugyanis lehetdvé, hogy a kozdnséges haromdimen-
zids vektortér egész affingeometridja atvihetd, illetve kiterjeszthetd az altalunk
definialt absztrakt vektortér esetére is, és ennek a rendkiviil altaldnos, mégis
geometriai szemléletességili tulajdonsagokkal felruhdzott fogalomnak igen
messzehatd és nagyjelentdségli alkalmazdsai vannak a gyiiritk modern struk--
turaelméletében.

Alapvetd fontossagu a kovetkezd fogélomalkotés: a 4 skaldris tartomdny-
nyal elldtott V vektortér véges szdmil x,, .: ., X; elemét akkor nevezziik linedrisan
fiiggetlennek, ha

(elx,—l—---—i—(c,;x;;zo (w€d, i=1,...,k) (12}

alakd 0sszefiiggés kizdrolag csak «, — - - - == @.==0 esetén teljesiil. V-nek végtelen
sok elemét akkor mondjuk linedrisan fliggetlennek, ha koziiliikk barmely véges
szamu . vektor linedrisan fiiggetlen. (A tovabbiakban a V vektortér elemeit
roviden csak vektoroknak, 4 elemeit pedig skalarisoknak nevezziik.) Vilagos,
hogy linedrisan fiiggetlen vektorok koziil egyik sem lehet zérus. Ha az x,, ..., x;
vektorok nem linedrisan fiiggetienek, akkor azt mondjuk, hogy linedrisan fiiggdk.
Ez -esetben, elébbi definicionk érteimében, van olyan (12) alaku osszeftiggés,
amelyben az egyik e, skaldris nem -zérus. Minthogy az Xx,...,x; vektorok
sorrendje lényegtelen, az 4&ltaldnossag korlatozasa néikiil feltehetjiik, hogy
[ =k, azaz, hogy «.==0. (Ez megkonnyiti az irdsmunkat a most kovetkezd
néhany sorban.) Ekkor «;'-gyel vald szorzas utjan az kovetkezik (12)-bél, hogy

-1 -1 .
Xip==— € @ X;— € Cpoy Xp-17= Py X+ -+ = B Xio1,y (13)

amit ugy szokas kifejezni, hogy xi. linedris kombindcidja az xi,..., X1 vek-
foroknak. Minthogy megforditva: abbol, hogy véges szdmu vektor koziil az
egyik linedris kombindciéja a tobbinek, nyilvanvaloan kovetkezik, hogy a =
tekintett vektorok nem alkotnak linedrisan fiiggetlen rendszert, azt kaptuk,.
hogy a V vektortér véges szdmu vektora akkor és csak akkor nem linedrisan
fiiggetlen, ha van kozottiik olyan vektor, amely linedris kombindcidja a tébbinek..

’
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A 4 operatortartomannyal ellatott V vektortér, mint operatormodulus
" megengedhetd részmodulusait (azaz A-részmodulusait) roviden V' alfereinek
nevezziik. Ennélfogva a W halmaz akkor és csak akkor altere V-nek, ha
egyrészt additiv alcsoportja, masrészt barmely « €4 és xe€ W esetén «x€ W,
azaz

AWS W. (14)
A V vektortér valamely alteréhez jutunk a kovetkezd konstrukcid utjan.
Tekintsiik V tetszbleges (nem okvetleniil linedrisan fiiggetlen) x,, ..., x. vek-

torait, és alkossuk meg minden lehetséges @i,..., % skalaris rendszerrel e
vektorok

oixi - ‘l“P’kxk

linedris kombinacidit.” Ezek halmaza V-nek nyilvan egyik W altere éspedig
a leheto legsziikebB olyan altér (t.i. barmely olyan altérnek részhalmaza),
amely a kiszemelt x,,..., x, vektorok mindegyikét tartalmazza. Ezért az ily
modon konstrualt W alteret: az x,,..., x. vektforok dltal generdlt altérnek
nevezziik, és igy jeloljiik: o
W={x,,..., x}. (15)-

A k=1 specialis esetben az egyetlen x, vektor dltal generalt
{x,) = 4x, ‘ (16)

alteret kapjuk, amely az Osszes «x; vektorok halmaza (« befutja a teljes 4
skalaris tartomanyt). Ez az altér az egyetlen elemii O altér, ha x,—0; ha
azonban x, =0, akkor az x, vektorral meghatarozott egyenes, vagy egydimen-
Zios altér.

Mivel a (15) alter a véges szamu X, ..., X; vektorral van generdlva,
az ilyen médon kapott altereket végesen generdlt altereknek nevezziik. Sza-
munkra a tovabbiakban az az eset fontos, -amikor maga az alapul vett V
vektortér is végesen generalt, azaz megadhaté benne véges szdmu vektor ugy,
hogy azok linedris kombinacidjaként V barmely elemét eldallithatjuk. Ezért a
tovabbiakban (eg€szen a 4. § vegelg) feltételezziik, hogy V végesen generalt
vektortér.’

E § tovabbi részében focelunk annak megmutatdsa, hogy egy vektortér
barmely végesen generdlt alterének (s igy legutobbi kikotésiink szerint magéanak
az alapul vett V vektortérnek is) egyértelmiien meghatarozott dimenzidészama
van, -amelyet az altér rangjanak is neveziink. Ez a fogalom szoros kapcso- -
latban van az altér bazisanak fogalmaval. _

Ha a (15) alatti W altér x,,..., xx generidtorrendszere nem linedrisan
fiiggetlen, akkor, mint elébb lattuk, e vektorok egyike, pl. xz, linedris kombi--
nacidja a tobbi x,,..., x,1 vektornak. Ez azonban azt jelenti, hogy

P W={x,..., Xs1},

hiszen ekkor az xi, ..., x; vektorok barmely linedris kombinacidja egyszersmind
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linedris kombinacioja az x,,...,x;., vektoroknak is. Amennyiben még az
Xi,...,X:.-1 vektorok sem linedrisan fiiggetlenek, akkor hasonlé meggondolas
arra az eredményre vezet, hogy még legaldbb egy tovabbi vektor is ,torolhet6“
koziilik anélkill, hogy az igy csokkentett vektorrendszer altal generalt altér
megvaéltoznék. Az ilyen modon feleslegesnek bizonyuld vektorok torlését a
generatorrendszerbdl mindaddig folytathatjuk, mig a megmaradé x,..., x.
vektorok mar linearisan fiiggetlenek lesznek. Azt a fontos eredményt nyertiik
tehat, hogy bdrmely végesen generdlt altérnek van linedrisan fiiggetien gene-
rdtorrendszere, vagy rovidebben: bdzisa. Ha tovabbd b,,..., b6, bazisa a W
altérnek, akkor a direkt osszeg és a lmeans fliggetlenség értelmezésébol
kovetkezbleg W elddllithato

W={by,...,0.} = {b}+ -4 {b} =db,+ -+ 4b, (17)

alakban, azaz egydimenzids alterek direkt Gsszegekent, ahol a szerepld egy-
dimenzios altereket éppen a tekintett bazisban szereplé vektorok hatdrozzdk
meg. Ugyanannak az altérnek lehetnek kiilonboz6 vektorrendszerek is bazisai
(gondoljunk a kozonséges haromdimenzids tér példdjara), de megmutatjuk,
hogy végesen generalt altér esetében az altér bdrmely bdzisa ugyanannyi
elembdl dll. A bazis elemeinek szama tehat, amelyet az altér dimenzioszdmanak
vagy rangjanak neveziink, az altérnek invariansa.

Allitassunk igazolasa céljabol elegendd azt megmutatnunk, hogy olyan W
altérben, amelynek van r elemii bdzisa, r-+1 vektor sohasem lehet linedrisan
fiiggetlen. Ebbdl ugyanis mar kovetkezik, hogy r-nél tobb elemii bazisa
nincsen a tekintett W altérnek; masrészt r-nél kevesebb elemii bazisa sincsen
W-nek, mert ha volna, akkor egy ilyen bazisbol kiindulva, ellentmondast jelent
igazolasra kitiizott legutobbi (doltbetiis) allitasunkkal az a tény, hogy W-nek
van r elemil bazisa.

Mérmost legutobbi allitdsunkat, mely szerint r elemii bazissal rendelkezd
W altérben r--1 vektor sohasem linedrisan ftiggetlen, r szerinti teljes induk-
cioval igazoljuk. Az r—1 esetben allitisunk helyessége kozvetleniil vildgos:
ekkor W—={b,} = 4b,, tigyhogy W két eleme yl—albl,yq—a,b1 alakban
vehetd fel, s e két vektor nyilvan nem linedrisan fiiggetlen, “mert vagy »,—0
vagy «yei' y— y,=0. Tegyiik fel tehat, hogy igazoland6 allitasurik r helyett
r—1 esetén mar helyes. Legyen tovabbd W olyan altér, melynek &,,..., b,
bézisa, azaz amelyre (17) teljesiil. Tekintsiink r--1 tetszbleges vektort a W
.altérben, amelyek el6allitisa az emlitett bazis segitségével:

nm=caub +---+eanb,
Vo=tnb +---+aub,

yr+1 = 1,1 bl + e + [(FS Y br

Indukcids feltevésiink alapjan bebizonyitjuk, hogy a felirt vektorok linedrisan
fiiggbk. Elegendd azt az esetet venniink, amikor az egyenletrendszet jobb-
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oldaldn az r-edik oszlopban all6 ei,,...,@.,» skaldris egyiitthatok nem
mindegyike zérus, mert ellenkezd esetben azzal a helyzettel dllanank szemben,
hogy a felirt, y,..., 41 vektorok mind benne vannak mar egy r—1 elemil
bazissal rendelkez altérben is, s ekkor indukcios feltevésiink értelmében a
felirt vektorok koziil mar barmely r szdmu is linearisan fiiggé (ami termé-
szetesen maga utdn vonja azt, hogy a felirt r4-1 szamt vektor is linedrisan
ftiggd). Mivel az yi,..., -1 vektorok sorrendje nem lényeges, feltehetjiilk még-
azt is, hogy «-3=0. Ekkor a felirt egyenletek koziil az elsd

1 -1
ey 1=« eubr+---+ 0,

alakban irhato, s igy ennek megfeleld skalarisokkal szorzott oldalait az egyenlet-
rendszer tobbi egyenleteinek megfeleld oldalaibol kivonva, azt talaljuk, hogy az

-1 -1 -1
Vo— o €1y Y1, Y3— 3 Viseo oy Y1 — Gpyt r €1 Vi1

vektoroknak a b,,..., b, bazis segitségével valé elallitisaban a b, elem mar.
seholsem szerepel. Ez azonban annyit jelent, hogy e legutébb felirt r szamu
vektor benne van a {b:}+.-- +{b,-1} altérben, tigyhogy indukcios feltevésiink
szerint e vektorok linearisan fiiggék. Barmely olyan relaci6, amely mutatja e
vektorok linearis fliggdségét, nyilvan ugyanezt mutatja az y,..., y,41 vektorokra
vonatkozolag is. Ezzel megmutattuk, hogy a W altérben barmely r 41 szamu
vektor linedrisan fiiggd, és igy allitdisunk bizonyitasat befejeztiik.

Minthogy feltételeztiik, hogy maga az alapul vett V vektortér is végesen
generalt, V-nek is van véges bazisa, s ha a,,...,a, bazisa V-nek, akkor V
n ranga vektortér, és érvényes a

V={a}+...+{a.} =4da, 4 -.. }+ da, (18)
direkt felbontds. Ez mdsszdval azt jelenti, hogy V bdrmely v eleme elddllithato
=011+ -+ + 0

alakban egy és csak egy o,,..., 0. skaldris egyiitthatérendszerrel.

A tovabbiakban fontos lesz még szamunkra a kovetkezé megjegyzés:
a V vektortér bdrmely W alterének bdrmely bdzisa kiegészitheté V-nek egy
bdzisdvd. Tekintsiik ugyanis a (17)-ben szereplé W alteret, amelynek &,,..., b,
tetszOleges bazisa. Ha W=V, akkor nem kell kiegésziteniink a b&,,..., b,
bazist, mert ez mar maga is bazisa a V= W vektortérnek. Ha viszont W
valodi részhalmaza V-nek, akkor legyen ¢.41 € V olyan vektor, amelyre c¢,.1§ W.
Ekkor a b,,..., b,, ¢,;1 rendszer linedrisan fiiggetlen, mert ellenkezd esetben
fennallna kozottiik egy olyan reldcié, amelyben c..1 egyiitthatéja nem zérus, s
igy ennek az egyiitthatonak reciprokdval szorozva, a relacio azt mutatna,
hogy ¢.+1 € W, ellentmondésban feltevésiinkkel. Ha még a &, ..., b,, ¢,,1 rend-
szer sem bazisa V-nek, akkor hasonlé modon tovabbfolytathatjuk a bazis
kibdvitését tetszleges olyan vektorral, amely nem eleme a W {c,.;} altérnek.
.lgy végiil a V vektortér by, ..., b,, Crir, ..., ¢, bazisahoz jutunk, amely, mint
allitottuk, a tetszoleges W altér tetszOleges b, ..., b, bazisinak kiegészitésével
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_jott 1étre. Nyilvan pontosan akkor ér véget kiegészitd eljarasunk, amikor mar
n tagja van a kibdvitett linedrisan fiiggetlen rendszernek, mert a dimenziészam
igazolt invariancidja miatt V barmely bazisa n elemil.

Az elobbi meggondolasbdl kévetkezik az is, hogy ha W valodi altere
V-nek, és z€ V, z¢ W, akkor V eldallithatd

: V=W+{z}+U (19)
.alaku direkt osszegként, ahol U alkalmas altér.

Ugyancsak az altér bazisdnak barmely boévebb altér bazisava valo
kiegészithetdségébdl kovetkezik az, hogy ha a V vektortér W, és W, altereire
W, © W, teljesiil, akkor ekvivalens a kovetkezd ket allitas:

W, valodi része W,-nek;

W, rangja kisebb W, rangjdndl.

Ebb6l, valamint az altér rangjanak invarianciajabol kozvetleniil nyerjiik az-
alabbi tételt: )

Az n dimenzids V vektortér altereinek bdrmely

WcW,cW,c.-.. . (20)
szigoriian névekvé lIdnca legfeljebb n+-1 ftagot tartalmazhdf Az eldbbiek
szerint ugyanis az alterek eme szigorian n6vé lancahoz a rangszamok 'szigo-
rian novd sorozata tartozik, de a rangszdmok csak O-tol n-ig emelikedhetnek.

Végiil megjegyezziik, hogy tetszbleges (nem okvetleniil végesen generalt)
vektortérre vonatkozélag is kimutathatoé a kovetkezd tétel : vektortérnek mindig
van linedrisan fiiggetlen generatorrendszere, azaz bazisa és ugyanannak a
vektortérnek két bazisa mindig megegyez6 szamossagu. Ezt az invarians
(véges vagy végtelen) szamossagot az altalanos esetben is a vektortér dimen-
zidszdmossaganak, vagy rangjanak nevezziik. Nekiink azonban erre a tételre a
tovabbiakban csak végesen generdlt vektortér esetében lesz sziikségiink, ugy-
hogy elegendd- volt a fenti bizonyitast csak erre az esetre végezni el.

3. §. Linearis transzformaciék. A teljes matrixgyiirii

Vizsgalataink alapja ebben a §-ban is egy A ferdetesttel, mint skalaris
tartomannyal elldtott n rangi V vektortér lesz. Tekintsiik e vektortér 4-endo-
morfizmusait, azaz az olyan onmagéba valé6 x —xA egyértelmii leképezéseit,
amelyek feljesitik a (7) és (8) kovetelményt V tetszbleges x, y vektorai és
tetszOleges « € 4 skalaris esetén. ldézziik emlékezetiinkbe, hogy a (8) kovetel-
mény jelentése a kovetkezd: az A endomorfizmusnak barmely 4-beli skalarissal
felcserélhetének kell lennie. Mint az eldz6 §-ban lattuk, a V vektortér Osszes
d-endomorfizmusai gyifiriit alkotnak, s ez a gyifirit részgyfriije a V modulus
teljes endomorfizmusgyiiriijének.

A V vektortér J-endomorfizmusait V linedris transzformdcidinak fogjuk
nevezni. (Indokoltta teszi ezt az elnevezést az a tény, hogy ha 4 a valos
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szamtest, akkor ilyen médon éppen az n dimenzids V euklideszi tér jol ismert
linearis transzformdcioit kapjuk meg, amelyeket affin leképezéseknek is szokas
nevezni.) A V vektortér Osszes linedris transzformaci6ibol allo gyiiriit A,.-et
fogjuk jelolni, ami szokott jelolési mod a A ferdetest elemeibdl felépithetd
n-szer n-es matrixok gyiirtijére, s rogton latni fogjuk, hogy ez az utébbi
© gylrli 1ényegében ugyanaz, mint a linearis transzformdacidk gyfiriije.

Tekintsiik a V vektortér (18) alatti eloallitisaban szereplé a,...,a,
bazisat, éspedig a baziselemeknek ebben a rogzitett sorrendjében. Legyen A
tetszbleges linedris transzformdcidja V-nek. Vilagos, hogy a tekintett rendezett
bazis elemeinek ' ’

N

(ZlA == 111 —{— e + «1,Q,—=—=0C ’
agA = a1 Ay + o Fana, =co

) : (21)
\ anA = y1d] + e +“:man:(:n 5

képei teljesen meghatarozzak az A linedris transzformaciot, hiszen a (7) és
(8) kovetelmények teljesiilése kovetkeztében a V vektortér tetszbleges

r=p0,0,+. ..} 0.0,
elemének képe az A transzformacidnal

rtA= (01(11 + .. + gizarz)A = (0101)A + L ‘l—(@nan)A =
= gl(aIA) + e +gn(anA) =00 + . -_+ [ e

azaz valéban meg van hatdrozva -az @A =c¢,, ..., a,A=c. képvektorokkal.
Masfel6l az is nyilvanvald, hogy a (21) Osszefiiggések jobboldalan szerepld
£, ..., ¢, vektorokat egészen tetszblegesen irva eld a V vektortér elemei koziil,
van a vektortérnek olyan A linearis transzformacidja, amely az a,, ... a, bazis
elemeit rendre ezekbe a tetszilegesen elGirt vektorokba viszi at, vagyis
amelyre a (21) alatti Osszefiiggések teljesiilnek. Ezt az A linearis transzfor-
maciot egyszeriien gy nyerjilk, hogy a V vektortér barmely

r=0,a,4 ... 0xQ,
vektoranak +A képét a (22) Osszeftiggés szerint igy adjuk meg:
vA=pc;+...+0.Cn
Minthogy pedig az A linedris transzformaciét ilyen moédon egyértelmiien
jellemz6 a,A-=c,, ..., a,A = c, képvektorokat (21) alapjan n* szamu «;. skalaris
elem hatdrozza meg, amelyeket az alabbi matrix altal adott elrendezésben
tekinthetiink at, meggondolasaink a kovetkez6 eredményhez vezettek: Az

(22)

€1 12 ... Uin

ot €22 ... O .
A |THER 2 (23)

Cp1 6p2 « o« Cyn

hozzdrendelés  kolesondsen egyértelmii leképezést jelent a V vektortér 0Osszes
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linedris transzformdcidinak rendszere és a . ferdetest (a V vektortér skaldris

tartomdnya) elemeibdl felépiild Osszes lehetséges n-szer n-es mdtrixok rendszere

kozott. E hozzdrendelés alapjdul a V vektortér egy fetszélegesen kijelolt, de a

tovdbbiakban sorrend szerint is rogzitett a,,...,a, bdzisa szolgdl, éspedig
azzal a megdllapoddssal, hogy a tetszéleges A linedris franszformdcichoz hozzd-

rendelt mdtrix i-edik sordban az a;A képvektornak az alapul vett bdzis szerinti

(21) elddllitdsdban fellépd skaldris egyiitthatok dllanak; s megforditva, egy

tetszdlegesen eldirt (23) alatti mdtrix ahhoz a linedris . franszformdcichoz van

hozzdrendelve, amelynél az a; bdzisvektor képe a mdtrix i-edik sora dltal meg-

hatdrozott ea,+...-}ana, vektor. Vildgos, hogy ilyen modon bdrmely lined-

ris transzformdciohoz ponfosan egy mdirix van hozzdrendelve, és bdrmely

mdtrix pontosan egy linedris transzformdciohoz van hozzdrendelve. Az igy meg-

dllapitott kilcsonosen egyértelmii leképezés izomorfizmussd vdlik, ha a linedris

transzformdciok gyiiriijében értelmezett Osszeaddst és szorzdst éppen e kolcso-

ndsen egyértelmii leképezés szerint dtvissziik a mdtrixok halmazdra. Az endo-

morfizmusok (tehdt egyszersmind a linedris transzformdciok) osszegének, ill.

szorzatdnak a 2. § elején adott definicioja szerint ez az dtvitel a kovetkezd
eredményre vezet. Két mdtrix Osszegén azt a mdtrixot értjitk, amelynek i-edik

sordban és k-adik oszlopdban az dsszeadott mdtrixok ugyanezen helyén dllo

elemek Osszege dll. Kéf mdtrix szorzatdt pedig gy nyerjiik, hogy a szorzat-
mdtrix i-edik sordban és k-adik oszlopdban dllio elem a baloldali tényezd-

mdtrix i-edik sordnak (balrél jobbra haladva) és a jobboldali tényezomdtrix

k-adik oszlopdnak (feliilrdl lefelé haladva) ,belsé szorzata“ lesz. — E leg-

utobbi megallapitds helyességét igy lathatjuk be. Ha a B lineéris transzfor-

maciohoz hozzarendelt matrix altalanos eleme S, akkor a linedris transzfor=
mdciok szorzatanak értelmezése szerint

a,(AB) = (a,,A)B == (655101 +... -]'— a.-,.a,,)B = (t;l(alB) —|— ven -I— am(anB) ==
= (,311(11 +...+ g?l,,a,,) +... 4+ (li,.(ﬂ,ll(ll . p’,ma,,) =
= (“il ﬂll + aiZﬂ‘Zl + eoe + “in/gnl)al + s + (“ilﬂln + “en '+‘ “inﬂmz)an;

s latjuk innen, hogy az a:(AB) vektornak az a,, ..., a, bazis szerinti el6alli-
tasdban a. egyiitthatoja
i Pt oot ...+ CinBur,

azaz éppen a fentebb emlitett ,belsd szorzat“; s minthogy ennek a skalaris
elemnek éppen az AB szorzatmatrix i-edik sordban és k-adik oszlopaban
kell allania, ilyen médon legutébbi megallapitasunk helyesseégét is igazoltuk.

A nyert eredmény alapjdn nem kell lényeges kiilonbséget tenniink a V
vektortér linearis transzformdcidinak gydriije és a 4 ferdetest elemeibdl fel-
¢épiil6 n-szer n-es matrixok imént értelmezett teljes gyfirtije kozott. A két gyiirii
azonosnak tekintheté a V vektortér égy rendezett bazisdnak megadasa alapjan.
Ezért a tovabbiakban a linearis transzformacidok gyiiriijét is a teljes matrix-
gylirii szokasos ., jelével jeloljiik. .
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E dolgozatban fécélunk a gytiriielmélet Wedderburn— Artin-féle struktira-
tételeinek bizonyitasa. E tételekben tetszleges ferdetestbol felépiild teljes
matrixgyiiriik szerepelnek. A tételek bizonyitdsa éppen azaltal valik a klasszikus
modszerekkel dolgozé Dbizonyitasoknal joval egyszeriibbé, s azdltal nyer
geometriai szemléletességet, hogy moédunkban lesz a tovabbiakban a teljes
matrixgylirii helyett egy vektortér linearis transzformacioinak gyiiriijérol beszélni.

E § tovabbi részét arra haszndljuk fel, hogy attekintést szerziink a 4,
teljes matrixgyiiri jobboldali idealjainak rendszerérél. Ezek a vizsgédlatok nem
nélkiilozhetetlenek a Wedderburn—Artin-féle strukturatételek bizonyitasahoz
(mert az, hogy 4. eleget tesz a minimumkovetelménynek jobboldali ideédlokra,
masképpen is bizonyithato) de teljesség kedvéért érdemes lesz részletesen
foglalkozni veliik, mivel a vektortérhez kapcsoldédo szemléletes modszert szépen
illusztraljak, és lényegesen tobb felvildgositast nyujtanak a 4, gyiiri jobb-
oldali idealjairdl, mint a klasszikus mddszerek. Foécélunk annak bizonyitasa,
hogy a 4, gyiri egyszerii, azaz nincsen 4,-t61 és 0-tol kiilonboz6 idedlja, és
hogy a 4, gyiirii eleget fesz a minimumkévetelménynek jobboldali zdealokra
nézve, amin azt értjiitk, hogy 4, jobboldali 1dea1]amak barmely

Jioho)o. .. (24)
szigoruan fogy0 lanca csak véges szami tagbol althat. Ennél azt az élesebb
eredményt fogjuk nyerni, hogy egy ilyen lanc legfeliebb n-1 tagot tartal-
mazhat.

Hogy az alabbi bizonyitas egyszeriien attekinthetd legyen, elérebocsatunk
néhany alkalmazasra keriilé fogalmat, és egy ezekre vonatkozd tételt. Legyen
A € 4, tetszbleges linedris transzformdcidja a V ‘vektortérnek. Jeloljik VA-val
az Osszes xA vektorok halmazéat, ha x befutja V-t. Ez a VA halmaz nyilvan
altere V-nek, s ezt A képterének, a VA altér rangjat pedig egyszersmind az
A linedris transzformdcio rangjdnak is nevezziik. ldézziik emlékezetiinkbe,
hogy VA pontosan megegyezik a V modulusnak az A endomorfizmushoz tar-
tozd és a 2. § elején értelmezett képmodulusaval. Ugyanott értelmeztiik az A
endomorfizmus magvat. Ezt a V vektortér esetében az A linedris transzfor-
macié magterének nevezziik s K(A)-val jeloljiik. K(A) mindazon x € V vektorok
halmaza, amelyekre xA==0. Nyilvanvalé, hogy K(A) is altere V-nek, s e

+K(A) altér rangjat az A linedris transzformacio nullitdsdnak nevezziik. Fontos
és onmagaban is érdekes tény az, hogy bdrmely linedris transzformdcio rangja-
nak és nullitdsdnak Osszege megegyezik a V vektortér n rangjdval.

Ennek bizonyitdsa céljabol legyen az A linedris transzformécio rangja r,
nullitisa pedig m. Ekkor

K(A)= Ab,+ ...+ 4b,, (25)
ahol b, ..., b, a K(A) magtér egyik bazisa. Ezt az el6z0 § egyik eredménye
szerint kiegészithetjiik a V vektortér egyik

b],.--,bm,cnh'»l;~-')cﬂ (26)

5 Matematikai és Fizikai Osztaly Kozleményei.
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bazisava, ugyhogy a

biA, ..., baA cuniA, . G A (2]
képvektorok az A linedris transzformacio VA képterének generatorrendszerét
alkotjak. E vektorok koziil azonban az elsd m szamt (25) miatt zérus. Igy
a (27) alatti utols6 n—m szamu vektor is generdlja a VA képteret. Masrészt
e vektorok mar linearisan fiiggetienek, mert '

p)m+l (C1)1+1A) + e + [81: (C,,A) = (ﬂ"H—l Cm+t _]" e + ﬂ'lCﬂ)A =0 (p)J E J)
esetén . :
ﬁm+1cm+l + L "}" b)ncl E K(A) = Jbl + L +4’bm

(lasd (25)), ami-a (26) alatti vektorok linearis fiiggetlensége miatt csak ugy

lehetséges, hogy
p)m+1 T e .. = IC?H = O-

Megmutattuk ezzel, hogy a (27) alatti utols6 n—m szamu vektor line-
arisan fiiggetlen generatorrendszere, azaz bdzisa a VA képtérnek. Ez azt
jelenti, hogy az A linearis transzformacio r rangja megegyezik az n—m szam-
mal, azaz r-+m=n, s éppen ezt kellett igazolnunk. :

Most mar ratérhetiink annak a tételnek bizonyitdsara, amely a 4, gyiirii
jobboldali idealjainak teljes rendszerét feltarja el6ttiink. Legyen W a V vektor-
tér. tetszbleges altere, és tekintsiik a V vektortér mindazon D linedris transz-
formacioit, amelyekre WD =10, azaz amelyek magtere tartalmazza W-t. Az
osszes ilyen tulajdonsagu B linearis transzformdaciok nyilvan jobboldali idealt
alkotnak a 4, gyiriiben, s ezt a / jobboldali idedlt roviden a W altér anni-
hildtoranak nevezziik. Bebizonyitjuk, hogy ilyen uton megkapjuk a 4, gyiirii
valamennyi jobboldali idealjat, azaz: 4. bdrmely jobboldali idedlja V egyik
alterének annihildfora. Ezzel egyidejilleg azt a szintén nem érdektelen ered-
ményt is nyerjiikk, hogy a 4. teljes mdtrixgyiirii jobboldali féidedlgyiirii, amin
azt értjiik, hogy a 4, gyiirii barmely J jobboldali idealja f6idedl, azaz van
J-ben olyan A elem, amelyre /-——A-4,. (Az A-4, szorzat az Osszes A-F
linearis transzformécidk halmazanak jele, ahol F befutja A, Osszes elemeit.)

Allitasaink igazolasa céljabol tekintsiik a ., gyiirii valamely J jobb-
oldali idealjat. A V vektortér mindama v. elemei, amelyekre barmely, J-be
tartoz6 B linearis transzformacié esetén ¢+B =0, egy W alteret alkotnak. Ezt
a J jobboldali ideéllal egyértelmiien meghatarozott alteret a J dlfal annulldlt
altérnek nevezziik. Nyilvanvald, hogy ez a W altér része barmely olyan B
linearis transzformacié magterének, amelyre B € J. Legyen W rangja r. Ekkor

W=1{b}+...+{b} =4b,+.. 40, (28)

ahol b, .. b a W altér egyik bazisa. A kovetkez6kben megmutat]uk hogy
van J-ben olyan A linedris transzformdcio, amelynek rangja n—r. Ebb0l az
eldrebocsatott allitasunkbdl, mint rogton latni fogjuk, kozvetleniil adédik, hogy

J © W annihilitora € A-4,< . (29)
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Ebben pedig mar benne van mindkét el6bbi tétel, hogy t. i. J/ megegyezik a
V vektortér egyik alterének annihilatoraval, és /- A- 4,, azaz J foidedl. A (29)
.alatti allitdsok koziil csupan az szorul indokoldsra, hogy a W altér annihildtora
része az A- 4, transzformacidhalmaznak (hiszen az, hogy J része W annihila-
toranak, a W altér definici6jabol,” A- 4, & ] pedig a jobboldali idedl defini-
.ci6jabol nyilvanvald, minthogy foltevésiink szerint A€ J). Az egyediil indoko-
lasra szorulo allitdst is konnyen belathatjuk, felhaszndlva azt az el6rebocsatott
allitasunkat, hogy van J-ben n—r ranga A linedris transzformacio.
Azt kell megmutatnunk, hogy a W altér annihilatora része az A- 4, hal-
maznak, ami egyértelmit azzal az &llitassal, hogy barmely olyan D linedris
 transzformdcio felirhato
D=A-F (30)
alakban (4, alkalmas F elemével), amely eleme W annihildtordnak, azaz
amelyre (lasd (28))
bD=...=bD=10 (31)
teljesiil. Ennek igazolasa céljabol legyen D tetszbleges olyan linearis transz-
formacio, amely kielégiti (31)-et. Egészitsiik ki a W altér b,,..., b, bazisit a
V vektortér
biy ooy by bty by (32)
bazisava. Tudjuk, hogy barmely linearis transzformacio egyértelmiien meg van
hatarozva a V vektortér egy bazisdnak képével. Ennélfogva (30) helyessege
kovetkezik olyan F linedris transzformdcio létezésébdl, amelyre
" b, D-—b,AF, ..., b,D=b,AF (33)
teljesiil. Emez egyenloségek koziil azonban az els6é r szami (31) miatt barmely
Fed, linedris transzformécio esetén teljesiil, hiszen feltevésiink szerint A€ J, s
igy W definicioja értelmében WA-—0, azaz b A=...=b,A=0. Eszerint
csak olyan F linedris transzformaci6 létezését kell. bebizonyitanunk, amelynél
a (33) alatti utols6 n—r egyenléség ki van elégitve. De ez mar egészen
konnyen megy. Mivel ugyanis a (32) alatti vektorok V bazisat alkotjak, és
A€ miatt bA=...= b A=0, vilagos, hogy a
b4, ..., biA o (39
vektorok generdljadk az n—r rangu VA képteret. Ekkor azonban ezek a vek-
torok linearisan fiiggetienek (mert ellenkez6 esetben (n—r)-nél kevesebb
vektor, t. i..a (34) alatti vektorok egy valodi részhalmaza alkotnd a VA kép-
tér egyik bazisat, ami a rang invariancaja miatt, és amiatt, hogy A rangja
n—r, lehetetlen). Marmost mivel a (34) alatti vektorok linedrisan fiiggetlenek,
a V vektortér valamely bazisavd egészithet6k ki, s igy van olyan F linearis
transzformacid, amely az igy nyert bazis elemeit (ezek kozott tehat a (34)
alatti elemeket is) tetsiélegesen el6irt elemekbe viszi at; ha az emlitett bazis
<lemei koziil a (34) alatti elemekhez elSirt képelemeknek rendre a

b D, ..., 0,D

a*
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vektorokat valasztjuk, akkor az ilyen mdédon megadhaté F linearis transzfor
maciora teljesiil a (33) alatti utolsé6 n—r egyenl6ség. Igy (29) bizonyitasat
befejeztiik. '

Csupan annak az eldrebocsatott allitisunknak igazoldsa van még hatra,.
hogy amennyiben a 4, gyiirii | jobboldali idedlja dltal annulldlt (28) altér
rangja r, van J-ben n—r rangu linedris transzformdcid. Ez pedig nyilvan--
valéan kovetkezik az aldbbi allitasbol: Ha a J-beli B linedris transzformdcio:
rangja kisebb n—r-nél, akkor van J-ben olyan F linedris transzformdcid,.
amelynek rangja nagyobb B rangjdndl. Ennek bizonyitdsa céljabdl legyen a
J-beli B lineéris transzformécié rangja k, és legyen k < n—r. Ekkor

VB=dvi+...+ 4v; (k<n—r), (35):
és : :
V=dv; +...+4v + dvis1 + ... dvi, (36)
ahol v},...,v¢ a VB képtér bazisa, a legutobbi egyenlet szerint pedig ezt a
bazist kiegészitettiik V egyik bazisdvd. Legyenek w,,..., v inverz képei a
v, ..., vi vektoroknak a B linearis transzformdcional, azaz olyan vektorok,
amelyekre

nB=4v,..., B =u1vj. 37y

Szogezziik le, hogy vy, ..., v linedrisan fiiggetlen vektorok, mert csak ekkor
lehetnek e vektorok képei B-nél’ linedrisan . fiiggetlenek. — Marmost mivel

“,...,?.‘;’;,’1}1:;4,1,...,7]:, bazisa V-nek (ldsd (36)), van olyan B, € 4, linedris.
transzformacio, amelyre

nBi=uv,...,uB=u,nB=...=v;B,=0 (38)
teljesiil. Ekkor azonban a B € J miatt szintén /-beli
D=BB¢J, (39)-
linearis transzformécié (37) szerint kielégiti a
nD=uv,...,usD=1uv;, és VD=AJuv,}+...-}+du (40)

osszefiiggéseket, ahol az utdbbi a v, ..., v vektorok eldbb leszogezett linedris.
fiiggetienségébol kovetkezik, valamint abbdl, hogy (38) miatt VB, ={v,,..., v}
és igy egyszersmind VD={v,,...,u} (lasd (39)). Minthogy D rangja (40)
szerint k, a lineéris transzformaciok rangjanak és nullitisanak 0sszegére vonat-
kozd tétel értelmében D nullitdisa n—k. Masrészt k < n—r, tehat D nullitasa
>n—(n—r)=r, ugyhogy D magtere nem része a (28) alatti r ranga W
altérnek. Ez azt jelenti, hogy van olyan x vektor, amely eleme D magterének,
de nem eleme W-nek:

xD =0, x¢ W, 41)
azaz amelyhez van olyan :
Ec] (42)
linearis transzformacio, hogy

xE=x"+0.
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{W értelmezése szerint ugyanis csak a W altér elemeit annulldljak az osszes
_J-beli linedris transzformaciok, ugyhogy a (41) szerint W-n kiviilesé x vektor-
hoz taldlhaté olyan J-beli E linedris transzformdécio, amely x-et nem nulldra
képezi le.) De ekkor (az x* vektor kiegészithetd V egy bdazisava, azaz) alkal-
mas E, € 4, linedris transzformacié esetén x'E, = x, és igy
' xEE, = xC=x. (43)
Minthogy masfelol (39) szerint D¢ J, €s (42) miatt EE, = C € J, azt nyertiik,
hogy egyszersmind :
D+C—DC=Fg]. (44)
De ekkor az igy el6allitott F linedris transzformaciora (40), (41) és (43)
alapjan
rF=uD+v,C—1t;DC=1;+1:C—1¢;C =1, (i=1,...,k),
-és
xF=xD4+xC—xDC=0+x—0=x

teljesiil. Ennélfogva a (44) szerint J-beli F linedris transzformacio képtere tar-

talmazza a k-+1 szamid és (40), (41) miatt nyilvdn linedrisan fiiggetlen
vy, ..., Uk, X vektorokat, s ilyen modon sikeriilt megmutatnunk, hogy van /-ben
olyan F linedris transzformécio, amelynek rangja nagyobb a B transzformacid
k rangjanal. — Ezzel legutébb kitiizott allitasunkat igazoltuk, s igy egyszer-
smind a fenti tételek bizonyitasat valamennyi részletében befejeztiik.

Nyert eredményeinket a kovetkezd tételben rogzithetjiik: Ha a 4. gyiiri
tetszdleges | jobboldali idedljdnak annuldlt altere W, akkor W annihildtora
-éppen J. — Ehhez hozzaflizhetjiik teljesség kedvéért a kovetkez6, sokkal
konnyebben adod6 megforditast: Ha a V vektortér tetszéleges W alterének
annihildtora a 4, gyiirii | jobboldali idedlja, akkor a ] dital annuldlt altér
éppen W. Ennek helyessége abbdl koévetkezik, hogy ha W a V vektortér tet-
szbleges altere, és J a. W altér annihilatora, akkor / annuldlja W-t, de egyetlen
W-n kiviilesd z vektort sem annullal (ami azt jelenti, hogy van J-ben olyan
A linearis transzformacio, amelyre zA 4= 0). Amennyiben ugyanis z a V vektor-
térnek tetszdleges W-n kiviiles6 vektora (s ilyen van, mert nyilvan szoritkoz-
hatunk arra az esetre, amikor W valodi része V-nek, minthogy a W=V
esetben az el6z6 mondat éllitisa semmitmondo), akkor a V vektortér (19)
alatti elGallitdsa szerint van V-nek olyan A linedris transzformacidja, amelyre
WA=UA=0, de zA=2z. Ez az A linedris transzformacié eleme jf-nek
(hiszen annulldlja W-t), s igy megmutattuk, hogy V-nek barmely W-n kiviil-
esd z vektordhoz taldlhaté z-t nem annullald f-beli linedris transzformacio.
Ezzel a fenti tétel megforditdsa is bizonyitidst nyert. — Mindezzel a kovet-
kezd tételt igazoltuk:

Az n dimenzios V vektortér Osszes altereinek rendszere és e vektortér
linedris transzformdciobol dllo A, gyiirii dsszes jobboldali idedljainak rendszere
kozott kolcsondsen egyértelmii vonatkozds dll fenn. E kolcsondsen egyértelmii
vonatkozds dlfal 'V bdrmely W alferéhez A,-nek az a jobboldali idedlja van

»
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hozzdrendelve, amely éppen W annihildtora, 4, bdrmely [ jobboldali idedljdhoz
pedig V-nek ] dltal annulldit alfere van hozzdrendelve. Ez a kdlcséndsen egy-
értelmiit vonatkozds kiterjeszkedik V Gsszes alferére és A, dsszes jobboldali
idedljdra, s ezenfeliil szimmetrikus: A4, tetszdleges J jobboldali idedljdhoz hozzd-
rendelt W altérnek éppen | a hozzdrendelt jobboldali idedlja, és V tetszileges
W alteréhez hozzdrendelt | jobboldali idedinak éppen W a hozzdrendelt altere.

Kiilon kiemeljiik, hogy ha a 4, gyiri [, és [, jobboldali idedljaira
Jio s, azaz ha ], valodi része J.-nek, akkor a megfelelé alterekre W, W,
teljesiil. Ez a fentebb bebizonyitott legsulyosabb eredménybdl kovetkezik, mely
szerint /, is, J, is annihilitora a V vektortér bizonyos, j6 meghatirozott W,
ill. W, alterének. Marmost J, o/, miatt nyilvanvald, hogy W,& W,. De
W, = W, lehetetlen, mert ebb6l J, =/, kovetkeznék, minthogy barmely altér
egyértelmiien meghatarozza annihilatordt, s igy megegyezd altereknek az anni-
hilatora is megegyezd. — Ezzel egyszersmind igazoltuk azt is, hogy a ,
teljes mdtrixgyiirii eleget tesz a minimumkovetelménynek jobboldali idedlokra
nézve, azaz 4, jobboldali idedljainak barmely (24) alatti szigordan fogy6-
lanca csak véges szamu tagbol allhat. Ennél tobbet is kaptunk: nevezetesen
azt, hogy a (24) alatti lancnak legfeljebb n+ 1 tagja lehet. El6bbi megjegy--
zésiink szerint ugyanis a (24) alatti jobboldali idealok barmelyike a V vektor--
tér egyik alterének annihilatora, és e megfelel6 alterek egy (20) alatti szigo-
raan novekvd lancot alkotnak. Az utdbbi lancrdl azonban mar tudjuk az el6zo-
§-bdl, hogy legfeljebb n-+1 tagja lehet. :

Abboi a fentebb bebizonyitott tételbdl, amelyet e § féeredményének:
tekinthetiink, s mely szerint a 4, gylird barmely jobboldali idealja V egyik
alterének annihildtora, nyomban kovetkezik az is, hogy a 4, fteljes mdtrix-
gyiiri egyszerii, azaz nincsen ,-t61 és O-t6l kiilonboz6 (kétoldali) idedlja..
Legyen ugyanis P tetszbleges kétoldali ideal a 4, gyiiriiben. Minthogy P jobb-
_oldali ideal, P a V vektortér W alterének annihildtora. Ha W =0, akkor
P=4,, mert a O altér annihilatora az egész 4, gyiiri. Legyen a tovdbbiak-
ban W==0. Ekkor W-ben van y =0 vektor, s erre

ydy=1V : (45)-
érvényes. (Egy zérustol kiilonbozd vektort. ugyanis a V vektortér barmely -

vektordba atvisz alkalmasan valasztott linedris transzformaci6.) Marmost mint-
hogy P baloldali idedl is, 4,P< P, és igy (45) szerint azt kapjuk, hogy

0==yP2y(4P)=(p4)P=VP.

(yP==0 abbol kovetkezik, hogy P a W altér annihilatora és y € W.) Eszerint’
a P transzformdciohalmaz barmely eleme annulldlja az egész V vektorteret.
Ekkor azonban P csak a zérustranszformaciét tartalmazhatja, azaz P= 0, mert
barmely nem-zérus transzformacié V-nek valédi alterét annullalja. Ezzel meg-
mutattuk, hogy a A, gyfiril tetszéleges P idealja vagy 4., vagy O, azaz J,
valéban egyszeril gyfiri. ‘
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Megemlitjitk, hogy e § féeredménye, mely szerint 4, barmely jobboldali
idealja V egyik alterének annihildtora, valamint az ebbdl nyert kolcsondsen
egyértelmit vonatkozads V altereinek rendszere és .f, jobboldali idedljainak
rendszere kozott, részletesen targyalva van az [5] és [11] miivekben is. A mi
fenti bizonyitdsunk azonban lényegesen egyszeriibb, és kisebb technikai appa-
ratust igényel.

Megemlitjitk tovabbd, hogy a fentebb klfe]tetthez hasonlo elmélet épit-
het6 fel a -, teljes matrixgyiirii baloldali idedljaira is, amelynek Iényege az,
hogy a V vektortér altereinek rendszere és a 4, gyiirii baloldali idedljainak
rendszere kozott ugyancsak kolcsondsen egyértelmil, mindkét rendszert kimeritd
és szimmetrikus vonatkozds all fenn a kovetkez6 alapon: Mindama linearis
* transzformdcidk, amelyek a V vektorteret egy kijelolt W altérbe képezik le
(azaz amelyeknél a képtér © W) a ., gyliril egy meghatdrozott H baloldali
- idealjat alkotjak, s ez lesz a W altérhez hozzarendelt baloldali idedl; tetszo-
legesen megadott A/ baloldali idedlhez pedig az 6sszes VF képterek egyesitési
halmazaként értelmezett altér tartozik hozza ebben a hozzarendelésben, ahol
~ F befutja a H-t alkoto Osszes linearis transzformaciokat. A 4, gyiirii baloldali
idedljainak emez elméletébdl a fentiekhez hasonld dton kovetkezik, hogy A,
minimumkovetelménynek tesz eleget baloldali idedlokra nézve is, sét: A, bal-
oldali idedljainak szigortian fogyo lanca legfeljebb n4-1 tagot tartalmazhat.

4. §. Egyszerii és féligegyszerii gyliriik

V-vel ebben a §-ban is mindig olyan n dimenziés vektorteret jeldliink,
amelynek skaléris tartome’mya ad ferdetest és d,l-nel tovabbra is e vektorté‘r

.....

gyiirii elnevezést is fogjuk hasznalni. Ha egyszerre tobb 4y, ..., 4 teljes

matrixgyirii szerepel, akkor ezek koziil barmelyik 4\) egy A4 ferdetesttel mint
skalaris ta.rtomannyal elldtott n; dimenzioju vektortér Osszes linearis transzfor-
macioibol allo gyiirat, vagy (ami lényegében ugyanaz) a 4 ferdetest elemeibé}
felépithetd. n;=szer n;-s matrixok teljes gyiiriijét jeloli. Az i=1,..., k esetek-
ben mind a 4 ferdetestek, mind az n; rangszamok kiilonbozok. lehetnek.
(Az értelmezésbol kovetkezik, hogy ni--1 esetén ;] —47)

Mielétt tovabbmennénk, mindenekel6tt egy gyiirii direkt 6sszegként valo
eldallitdsanak fogalmat kell bevezetniink. Ez specidlis esetként benne van abban
az altalanosabb fogalomban, amelyet a 2. §-ban értelmeztiink (lasd a (9) és
(10) egyenleteket), s amely az operatormodulus direkt dsszegre valé felbon-
tasat illeti. A szamunkra most sziikséges fogalom tgy jon létre az ottanibol,
hogy a tetszdleges R gyiiriit 6nmagéval mint baloldali és jobboldali operator-
tartomannyal egyardnt ellatott operdtormodulusnak tekintjitk. Ennélfogva az R
gyiini akkor és csak akkor bonthato fel '

R--P + A A P (46)
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alakban direkt dsszegre, ha R mint modulus (azaz additiv Abel-féle csoport)
félbonthato P, ..., P. additiv alcsoportjainak direkt Gsszegére, s az itt szereplé
P; additiv alcsoportok valamennyien megengedhetd részmodulusok a baloldali
R operatortartomdnyra és a jobboldali R operdtortartomanyra nézve egyarant,
azaz: valamennyien kétoldali idedlok R-ben. Kozvetleniil belathatd, hogy mindez
ekvivalens az alabbi kovetelménnyel: Az R gyiiri akkor és csak akkor bont-
hato fel a (46) alatti direkt Osszegre, ha az R gyiirii Py, ..., Py részhalmazai
olyan tulajdonsdguak, hogy R bdrmely r eleme elddllithato, mégpedig pontosan
egyféleképpen

r=r-+...4n (rieP) 47

alakban, és emez elddilitds mellett a gyiiriielemek Jsszeaddsa és szorzdsa
~komponensenként“ végezhetd, azaz ha

Feeri 4. (rie P)

ugyancsak tetszoleges elem R-ben, akkor r--r' illefve rr’ egyértelmii felbontdsa
a (46)-nak -megfelelé komponensekre

r+re—(ntn)+. () (ri+rieP)
illetve <
rf=nr-4...+nrn (ririePy)

alakban adhato meg. Kozvetleniil 1athatod, hogy az utobbi kovetelmény maga
utdn vonja azt, hogy a (46)-ban szereplé P; részhalmazok additiv alcsoportok,
sOt kétoldali idedlok flegyenek R-ben, s a (47) alatti eldallitds akkor és csak
akkor egyértelmii, ha.az R gyiirli zéruseleme csak 0=0-...4-0 alakban
allithato eld a (47) szerint elirt mddon. Ennek a kovetelménynek ismét van
egy ekvivalens formaja: bdrmelyik P; részmodulusnak a tobbi dltal generdit
{Py,..., Pisy, Py, ..., P} részmodulussal kézds eleme csak a zérus legyen.
(A Py, ..., P, részmodulusok altal generalt részmodulus az 6sszes r,+...+r.
elemek halmaza, ahol r; € P;.) - ’

Konnyen belathatjuk azt is, hogy ha P;, ..., P{ tetszbleges gyﬁ?ﬁk,
akkor mindig konstrudlhaté olyan R gylir{i, amely tartalmaz mindegyik P{-hoz
egy azzal izomorf P; gyiiriit kétoldali idedlként, éspedig oly mddon, hogy
R (46) szerint felbonthaté e P,, ..., P, idedlok direkt osszegére. Az igy kons-
trudlt R gylirtirdl azt mondjuk, hogy a fefszélegesen megadott Pi, ..., Pi
gyliriik direkt osszegeként allitottuk el6. — Hogy mindig van ilyen R gyiiri,
azt igy mutathatjuk meg. Adva vannak a tetszbleges P/, ..., Pi gyiiriik, s
definidljuk R-et az osszes (x,, ..., xx) alaki rendszerek halmazaként, ahol
x;€¢P; (i=1,..., k). Az Osszes igy képezhetd rendszereket tekintve az R
halmaz elemeinek, R-ben egyenldséget, Osszeadast €s szorzdst definidlhatunk
a kovetkeztképpen :

iy ey X)) = (1 ooy Vi) ‘ (xi, y: €P)
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akkor és csak akkor élljon, ha x;==y; (i= 1, ..., k). Legyen tovabba
e X)F, LY =@+, X ),
i oo X)) (P oo, V) (G, oy X PE)-

llyen modon gyiiriivé lett az R halmaz, s vilagos, hogy R mindama

©...,0x,0...,0 (x;€P{) (48)
elemei, dmelyek i-edik komponense P; tetszOleges eleme, az 6sszes tobbj
komponense viszont zérus, a P; gyiiriivel izomorf P; (kétoldali) idealt alkot-
nak R-ben. Az igy értelmezett P, (i=1, ..., k) kétoldali idedloknak marmost
nyilvanvaloan direkt 0sszege az R gyfirli, a (46) 0sszefiiggéssel kapcsolatban
megadott értelmezés szerint. Ezzel befejeztiik legutobbi allitdsunk bizonyitasat.
— Megemlitjiik még, hogy a (48) alatti elemet természetesnek latszik azono-
sitani az x; elemmel, amivel azt érjiik el, hogy maguk az egymastol fiigget-
leniil megadott Pj, ..., P gytiriik is bedgyazdst nyernek az elébb konstrualt
R gyiiribe, mint R részgyfiriii (s6t ideéljai). Ennélfogva (P! helyett a bele
azonositott' P; gyiiriit irva) megallapodhatunk abban, hogy az egymastél fiig-
getleniil, teljesen tetszblegesen (tehat pl. nem okvetleniil egy kozds, tartal-
maz6 gyiirli részgyiiriiiként) megadott P,, ..., P gyliriiknek az elébb leirt
modon ,kiils6leg“ konstrualt direkt-0sszege mar részgyiiriiként (s6t idealjai-
ként) tartalmazza e P,, ..., P gyiiriiket, és igy egyszersmind megegyezik e
részgyliriikk (46) alatti értelemben definidlt ,bels6“ direkt Osszegével.

Ez a konstrukcié szamunkra abban az esetben sziikséges, amikor

R= A+ +42), (49)
azaz, ha az R gyiirit k szami teljes matrixgyiiri direkt Osszege. Kovetkezik
a fentiekbdl, hogy k szamt 4, ..., 4% ferdetest, illetve n,, ..., n, pozitiv

egész szam tetszésszerinti eldirdsa esetén mindig van olyan R gyiirfi, amely
el6allithatd (49) alakban, azaz amely a A, ..., 45 teljes matrixgyiiriik direkt
Osszege. Most megmutatjuk, hogy ez az R gyirii minimumkivetelménynek
tesz eleget jobboldali idedlokra nézve, kozben csak azt hasznalva fel, hogy
mindegyik 4. direkt komponens egységelemes gyiirii és kielégiti a minimum-
kovetelményt (amit mar tudunk az el6zd §-bol).
Allitasunk igazolasa céljabol tekintsiik a (49) alatti R gyirii jobboldali
idealjainak valamely
I =Y/ =R SR o (50)
szigortian fogyo lancat. MegmutatjukN hogy e lanc barmely /. tagja (mint
gyiir(i) el6allithatd olyan
C Je=g0 R (51)
direkt osszeg alakjaban, ahol Ji” a 4 gyiiriinek jobboldali idedlja (i = 1, ..., k).
Ebb6l mar nyilvinvaldan kovetkezik, hogy az (50) alatti lanc csak véges
szamii, sot legfeliebb

/. ’ i+ (1) - (1)
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szami tagbol allhat, hiszen J,_; D/, miatt az (51) alatti direkt komponensek
egyike, pl. J, valodi része a J,; jobboldali ideal megfelelé /¢ direkt kom-
ponensének, és ez a ,fogyas“ az i index esetében legfeljebb. n;-F1 szamu
alkalommal kovetkezhetik be, minthogy js 1 18, j(" is jobboldali idedlok a J,,"
teljes matrixgyiiriiben, amelyr6l mar tudjuk az el6z6 § alapjan, hogy jobb-
oldali idedljainak barmely szigortian fogy6 lanca legfeljebb n; 41 tagu lehet.
— Végiil azt, hogy a (49) alatti R gyiirii bdarmely [, jobboldali idedlja eld6-
dllithaté az (51) direkt Osszeg clakjdban, igy lathatjuk be. A J, jobboldali
ideal része az R gyiirlinek, tehdt bizonyos :

X — X o xy . (€L (52)

elemek halmaza. Vilagos, hogy J, osszes x elemeinek (52) alatti alakjaban
szerepld x; (i-edik) komponensei a 4 gyiirii egy /;" jobboldali 1dea1]at alkot-
]ak Azt kell belatnunk, hogy x;€ ., mert ebbdl

j(L)Cje,
és igy (51) helyessége kovetkezik. De ha a .\ gyfiri egységelemét ei-vel
jeloljiik, akkor ennek (mint R elemének) a (49) alatti direkt felbontas szerinti
el6dllitasa :
=0+..-4+0+e+0..-+0, (53)
és igy a dlrekt Osszeg egyxk tulajdonsaga kovetkezteben az (52) és (53) alatti
elemek szorzata

xe L-:xl-O—i—---+x;ei—l—---+xk--O:x;ei:rx,:.

Am x€J,, és J, jobboldali idedlja az R gyiriinek. Ennélfogva xe:€J,, azaz
x:€J,. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

_ Most még egy mdsik fontos tulajdonsagat igazoljuk a (49) alatti R gyiiriinek,
Ennek értelmezéséhez azonban sziikséges el6bb az idedlok szorzatat definidl-
nunk. Ha H és J tetszbleges jobboldali idedlok valamely R gyfiriiben, akkor
ezek H.J-vel jelolt szorzatdn az Osszes (véges tagszamil)

By jid e A hejs
alaku Osszegek halmazat értjiik, ahol A, ..., i, a H jobboldali ideal, j, ..., jp
pedig a J jobboldali ideal tetszbleges elemei. Nyilvanvald, hogy ha H és J
jobboldali idedlok R-ben, akkor H:J is jobboldali idedlja R-nek,; ha viszont
H baloldali, ] pedig jobboldali idedl, akkor a fenti modon értelmezett H.J
szorzat kétoldali idedl az R gyiiriiben. Ebbdl specidlis esetként kovetkezik,
hogy kétoldali idedlok szorzata is kétoldali idedl. — Az adott értelmezésbdl
minden tovabbi nélkiil kovetkezik, hogy ketténél tobb (féloldali vagy kétoldali)
idedl szorzata is meg van hatdrozva a sorrend szerint megadott idedlokkal,
mert az idedlok szorzdsa asszociativ miivelet. Tobb idedl szorzatinak specialis
esete az idedl hatvdnya. Az R gylirii valamely J jobboldali idealjat akkor
nevezziik nilpotensnek, ha J-nek van olyan hatvinya, amely (az egyetlen
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elemb6l) all6 zérusidedl, azaz ha van olyan m természetes szam, amelyre
jm _ (0). . .
Marmost bebizonyitjuk, hogy a (49) alatti R gyiiriiben nincsen (0)-tol
kiilonboz6 nilpotens jobboldali idedl. Ennek igazolasa celjabol legyen [ tetszo-
leges olyan jobboldali ideéal az R gyiirliben, . amely nem a zérusideal. Meg-
mutatjuk, hogy ekkor .
: J" ). AN 0
teljesiil barmely m természetes szamra. Lattuk az' el6bb, hogy J el8éllithato
((51)-nek megfeleléen) olyan
J=J"+ )0 (55)
direkt osszegként, amelynek /' komponense a J,f? gyliri valamely jobboldali
idedlja (i=1, ..., k). Mivel J==(0), van olyan j, amelyre az (35) jobboldalan
szerepld J komponens nem a zérusideal :
JO % ©). (56)

Elég azt megmutatnunk, hogy barmely m-re

JO"E©) (57)

teljesul mert ebbol nyilvanvaloan kovetkezik (54) helyessége, minthogy O™
része J™-nek ((55) és az idealok szorzatira el6bb adott definicié értelmében).
Marmost mivel J“ jobboldali ideal a zl,(l? gyiiriiben, az elébbiek szerint a
43 ]9 szorzat kétoldali idedlja ugyanennek a gyirtinek. Viligos az is, hogy
(56) miatt A2 ]9 == (0), mert 4 egységelemes gyiirii, és igy a 45 ¥ két-

oldali idealban szerepelnek elemekkent j“) elemei. Ezért szuksegkeppen
4]0 = 4]
teljestil, mivel megmutattuk az el6z6 §-ban, hogy A,ﬁ? egyszerit gyliri, azaz

(0)-tdl kiilonbozd kétoldali idealja csak egy van: dnmaga. Legutobbi egyenld--

ségiink mindkét oldalat ismételten szorozva j‘“—vel, és ismgtelten alkalmazva
is azt,

49 JO = A0 JO =4, 4D = 40 )0 = ;..
dzaz 4altalaban : '
A48 o = 4,
adodik barmely m-re. Ebb6l pedig (57) helyessége nyilvanvalo.

Az eddigiek alapjan mar meg tudjuk fogalmazni az els6 Wedderburn—

Artin-féle strukturatételt, amely azt mondja ki, hogy a (49) alatti R gyiirii
imént igazolt két tulajdonsiga jellemz6 a (49) alatti alakban el6allithato
gyliritkre. A tétel konnyebben fogalmazhaté meg, ha bevezetjiik a kovetkezd

¥rtelmezést : az olyan gyiiriit, amely teljesiti a jobboldali minimumkovetelményt,.

és nem tartalmaz O-t6l kiidonboz6 nilpotens jobboldali idealt, féligegyszeriinek
nevezziik. (Ezt az elnevezést éppen az alabbi tétel indokolja, amely szerint
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az emlitett tulajdonsagokkal rendelkezé gyiiriik kozel éllanak az egyszerii
gyliriikhdz, amennyiben véges szamu egyszerii gyiirit direkt Osszegére bont-
hatok.) E fogaimat felhaszndlva, igy mondhaté ki az

Els6 Wedderburn—Artin-féle struktiiratétel: Egy gyiiri akkor és
csak akkor féligegyszeri, ha véges szdmu teljes mdtrixgyiirli direkt Osszege.
Mivel az eldbb mar megmutattuk, hogy a (49) alatti R gyiirii félig-
egyszerii, az alabbiakban a ftétel ,csak akkor“ Aallitdsat ke]l mar csupan
igazolnunk. Ezen van a tétel igazi stlya, s ezt az 5. és 6. §-ban bizonyitjuk be.
Az el6bb megfogalmazott tételnek specialis esete a

Masodik Wedderburn—Artin-féle struktaratétel: Jobboldali ided-
lokra vonatkozd minimumkévetelménynek eleget tevd gyiirti akkor és csak akkor
egyszerti, hq izomorf egy teljes mdtrixgyiiriivel, vagy egy primszdm rendii
2érogyiiriivel.

Itt meg kell jegyezniink, hogy e helyen gyfirii rendjén a gyiirii elemei-
nek szamosséagat értjiik, 2érogyiiriinek pedig az olyan gyiiriit nevezziik, amely-
ben barmely két elem szorzata zérus. Nyilvanvalo, hogy primszamrendii zérdgyfirii
mindig egyszeri. Az el6z6 §-ban azt is lattuk, hogy a teljes matrixgyiirit
egyszerli. Ennélfogva az utobbj tétel esetében is elegendé a tovabbiakban a
tétel ,csak akkor“ allitdsat igazolnunk, amely konnyen fog kovetkezni az eisd
strukttratételbdl. b : \

Végiil megemlitjikk, hogy ha a jobboldali idedlokra kimondott kovetel-
ményeket kOvetkezetesen baloldali idealokra fogalmazzuk at (azaz ha pl. félig-
egyszeriinek a baloldali idealokra nézve minimumkovetelményt kielégitd és
nilpotens baloldali idedl nélkiili gytiriit nevezziik), a fenti két struktdratétel
akkor is szOrol-szora érvényes, €s a bizonyitds is lényegében hasonlé mddon
végezhetd. Mégis valamivel egyszeriibb technikailag a jobboldali idealokkaj
dolgozni, mert akkor kozvetleniil azt kapjuk, hogy egy féligegyszerii gyiirii
teljes matrixgyiiriik direkt Osszegével izomorf. Viszont baloldali idealokra
megfogalmazott kovetelmények esetén izomorfizmus helyett antiizomotfizmus
jon ki, s az ebbdl eredd csekély nehézséget még kiilon kell lekiizdeni. Ezért
fogalmaztuk mi\e dolgozatban az emlitett kovetelményeket jobboldali idedlokra.

5. §. Jacobson tétele

Ebben a §-ban jJacobson ama nevezetes tételét bizgnyitjuk be, amely
rendkiviil nagy mértékben megkonnyiti a Wedderburn—Artin-féle struktura-
tételek bizonyitasat a regebbi bizonyitasokhoz képest, s egyittal geometriai
szemléletessége Aaltal a legmélyebb betekintést is adja a, targyalt problémak
lényegébe. Jacobson eredeti bizonyitisa megtalalhatd [9]-ben és [11]-ben. Mi
az alabbiakban az Arfin és Tate altal egyszeriisitett bizonyitast targyaljuk
(lasd [4]), néhany technikai részlet tekintetében még tovdbb egyszeriisitve ezt
.a’ bizonyitast. /
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A tétel megfogalmazasa el6tt felhivjuk a figyelmet azokra az alapfogal-
makra, amelyeket az operatormodulusokkal kapcsolatban a 2. §-ban részlete-
sen megbeszéltiink. A tételben egy tetszbleges V modulus (additiv Abel-féle
csoport) szerepel, amelynek egy R gyiirit jobboldali operatortartomanya. Nem
kivanjuk meg, hogy R egységelemes gyiiri legyen, csak annyit kotiink ki,
hogy VR <=0 teljesiiljon, azaz hogy R ,ne trividlisan operaljon“ a V modu-
luson. Ez azt jelenti, hogy van olyan v€V és a € R, amelyekre va == 0. Meg-
kivanjuk tovdbba, hogy a V modulus irreducibilis legyen az R operatortarto-
manyra nézve, ami — mint tudjuk — azt jelenti, hogy V-nek nincsen mas
megengedhetd részmodulusa (azaz R-részmodulusa), mint V és 0.

Szerepelnek az aldbbiakban a V modulusnak azok az endomorfizmusai
is, amelyeket az R operatorgyiirii elemei indukdlnak. Azt az endomorfizmust,
amelyet az a€ R elem indukal, a megfelel6 latin nagybetfivel jel6ljiik, azaz a
szobanforgé endomorfizmus esetében igy:

X — XA ==Xxa (x€V;a€R). (58)

Ujbél hangstlyozzuk azonban, hogy az R operatorgyiirii a elemét nem azono-
sithatjuk az aitala indukdlt A endomorfizmussal, mert R kiilonb6z6 elemei is.
indukalhatjak ugyanazt az endomorfizmust. Ezért az (58) szerinti

a—-A (@€R) (59)
leképezés éltaldban nem izomorfizmus, hanem csak homomorfizmus az R operd- -
torgyiirii és az R elemei dltal indukdlt endomorfizmusok gyiiriije kizott.

A tétel kimondasa el6tt még egy fontos fogalmat kell bevezetniink. A tétel
egyik allitisa szerint a V modulus egyszersmind vektortérnek is tekinthetd
egy jOl meghatarozott 4 ferdetestre mint skaldris tartoméanyra nézve. (A V tér
dimenzidszama nem sziikségképpen véges.) Legyen n tetszbleges természetes
szdm, s tekintsiink n szamu J

Xiy ooy X (60)
linearisan fiiggetlen vektort, tovabba ugyancsak n szamu teljesen tetszésszerinti
Viseves P (61)

vektort a V vektortérben. Marmost a V vektortér linedris transzformacidinak
bizonyos rendszerét n-szeresen tranzitivnak nevezziik, ha V barmely (61) alatti”
vektoraihoz és barmely (60) alatti linedrisan fiiggetlen vektoraihoz van olyan
A linedris transzformacid a tekintett rendszerben, amelyre

XA=p, .., X A=y. °~ (62)
Ha pedig egy linearis transzformdcio-rendszer n-szeresen tranzitivan=1,2,3,....
értékek mindegyikére, akkor e rendszert siriinek nevezziik. Vilagos, hogy véges
dimenzidji vektortét linedris transzformacidinak valamely rendszere akkor és
csak akkor siirii, ha a rendszer a vektortér barmely linearis transzformaciojat
tartalmazza. (Ha a vektortér m . dimenzids, akkor Osszes linedris transzforma-
cioinak rendszere a fenti definicié szerint -n > m esetén is n-szeresen tranzitiv,
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hiszen ekkor nincsen n szdmu linedrisan fiiggetlen vektor, ugyhogy a teljesi-
tendd kovetelmény ,tires“.) Viszont olyan vektortérben, amelyben van végtelen .
sok linearisan fiiggetien vektor, linedris transzformacidknak nem teljes rend-
szere is lehet siirii. Al :

Az alabbiakban félreérthetdség elkeriilése céljabol a V modulus elemeit
mindig (esetleg indexelt) x, y betiikkel, az R gyiirii elemeit pedig az a, b, ¢
betitkkel jeloljiik. — Ezek el6rebocsatdsa utdn a kovetkez6képpen szol

Jacobson tétele: Legyen V irreducibilis R-modulus az R gyiiriire mint
Jjobboldali operdtortartomdnyra nézve, és legyen VR ==0. Ekkor:

1. a V modulus dsszes R-endomorfizmusai egy A ferdetestet alkotnak,
amely operdtortartomdnya V-nek;

2. a V modulus e A ferdetestre mint skaldris tarfomdnyra nézve vektor-
tér, és az R operdtorgyiirii elemei dlfal indukdlt (58) alatti endomorfizmusok
e V vektortér linedris transzformdcidinak siirii rendszerét alkotjdk.

3. Ha R kielégiti a minimllzmk()‘vetelményt a jobboldali idedlokra nézve,

.akkor V véges dimenzidju vektortér.

Bizonyitds. A tétel 1. Allitdsa tulajdonképpen Schur lemmajanak tartalma,
és igy ennek bizonyitdsdnal nincsen sziikségiink a VR =0 kikotésre, csak
arra, hogy V irreducibilis modulus R-re nézve. Mint a 2. §-bol tudjuk, a V
modulus 6sszes R-endomorfizmusai egységelemes A gyiiriit alkotnak. gy
csupan azt kell bebizonyitanunk, hogy e 4 gyiirli barmely zérustol kiilonboz6
elemének van reciproka, vagyis masszoval azt, hogy ha x — xD a V modulus-
nak 0-t6! kiilonboz6 R-endomorfizmusa, akkor ez az x — xD endomorfizmus
automorfizmus. Ehhez két dolgot kell belatnunk. Egyik az, hogy a D endo-
morfizmusnal a VD képmodulus a telies V modulus; masik az, hogy a D
endomorfizmus magva (azaz az xD = 0 kovetelményt kielégitd x €V elemek
halmaza) a O modulus. Ami az el6bbit illeti, vildigos, hogy a VD képtér meg-
engedhett részmodulus az R operatorgyiiriire nézve, mert abbdl, hogy x —xD
R-endomorfizmus (azaz az R operdtortartomdny elemeivel felcserélheté endo-
morfizmus), '

(VD)a=(Va)DES VD

kovetkezik barmely a € R elemre. Minthogy pedig V irreducibilis R-modulus,
VD =V, hiszen VD nem lehet egyenldé a masik megengedhetd részmodulu-
saval V-nek (t.i. O-val), mert ezt a lehet6séget kizartuk -azzal a kikotéssel, .
hogy x = xD nem a zérusendomorfizmus. — Ami viszont a tekintett endo-
morfizmus magvat illeti, ugyancsak vilagos, hogy ez is megengedhetd rész-
modulus, mivel xD =0 esetén 0==xDa = (xa)D is teljesiil barmely a€R
elemre, ugyhogy a mag valamely x elemével egyiitt xa is mindig benne van
a magban. A mag azonban nem lehet a teljes V modulus, mert ez az eset
csak a zérusendomorfizmusndl kovetkezhetik be, tigyhogy a mag csak a O
modulus lehet. Ezzel befejeztitk annak bizonyitdsat, hogy a V modulus 0sszes
R-endomorfizmusai egy A ferdetestet alkotnak.
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Marmost az igy nyert o ferdetest természetesen adodo modon operator-
tartomanya a V modulusnak (hiszen az xD szorzat barmely x€V és D¢
esetén eleve definidlva van, minthogy D endomorfizmusa V-nek). Ezért V
a tovabbiakban nemcsak R-modulusnak tekinthetd, hanem vektortérnek is,
mégpedig olyan vektortérnek, amelynek skalaris tartomdnya az imért nyert
ferdetest. Egyszeriibb attekinthetdség €s a 2. §-ban mar megszokott jelolés-
mod kedvéért célszerli lesz a tovabbiakban a A ferdetest elemeit, mint skala-
risokat gorog kisbetitkkel jelolni, s 4-t baloldali operdtortartomdnyként irni.
{(Pontosan meggondolva a dolgot, ez tulajdonképpen azt is maga utan vonja,
hogy az eredeti 4 ferdetest helyett egy vele antiizomorf ferdetestre tériink at,
mert ezzel a modositassal egyiittjar az, hogy két A-beli elem szorzataként
- mindig az ellenkezd sorrendben vett tényezdk szorzata lép fel. Ez azonban
nem okoz semmi bajt, mert ferdetestnek antiizomorf képe is ferdetest, és mi
a tovabbiakban azt a ferdetestet jeloljiik 4-val, amely a fentebb nyert ferde-
testnek antiizomorf képe.)

- Eddigi eredményeinket abban foglalhat]uk Ossze, hogyna V modulust
-a tovabbiakban nem csak jobboldali R-modulusnak, hanem egyszersmind
baloldali 4-modulusnak is tekinthetjiik egy jol meghatarozott 4 ferdetestre
nézve. 4 elemei a V modulus R-endomorfizmusai, azaz az R-beli operatorok-
kal felcserélheté endomorfizmusai. Minthogy megdallapoddsunk szerint 4 elemeit
baloldali operatorokként irjuk és gordg kisbetiikkel ]elol]uk bérmeiy « €4,
X€V, a€R elemekre évényes az

(a x)a = e(xa)

-Osszefiiggés, vagy az R-beli a operatorok helyett az altaluk indukalt A endo-
morfizmusokat szerepeltetve (lasd (58)):

(ex)A = a(xA). - (63)

Ebbol kovetkezik, hogy az R gyiirli elemei altal indukalt (58) alatti endo-
morfizmusok linedris transzformdciéi V-nek, mint a A skalaris tartomannyal
-ellatott vektortérnek. — Hangsuilyozzuk masfel6l, hogy a V modulus bdrmely
olyan endomorfizmusa, amely az R elemei dltal indukdlt (58) alatti linedris
transzformdcick mindegyikével felcserélhets, egy A-beli « elemmel Iétesitett

| X - ax (x€V) - (B4)
leképezés. Ez 4 definiciéjabol kovetkezik. :
Most ratériink a Jacobson tételében kimondott 2. és 3. allitas bizonyita-
sara. Ezeket a kovetkez6 segédtétel alapjan igazolhatjuk legegyszeriibben :
Segédtétel. Ha x,, ..., x, linedrisan fiiggetlen vektorok a A skaldris
artomdnnyal elldtott 'V vektortérben, akkor van olyan a€ R, amelyre @
xla_=""=xn~1(1:0, (65)
de . )
xna=F0. (66)
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E segédtétel bizonyitdsa elott megnrutatjuk, hogy egyszeriien kovetkezik
ebb0l Jacobson tételének 2. és 3. éllitasa. _

R mindamaz elemei, amelyekre (65) teljesiil, nyilvan egy J jobboldali
idealt akotnak az R gyfliriiben, és a segédtétel szerint van olyan a€R elem,
amelyre (66) érvényes. De akkor x,/==0 (x,/-vel jelolve az x.a elemek hal-
mazat, ha a befutja J dsszes elemeit). Masfel6l x,/ nyilvdn megengedhetd
részmodulusa V-nek R-re nézve (hiszen ha a€/, akkor x,a-val egyiitt x,ab
is eleme x,/J-nek tetszOleges bHCR esetén, minthogy J jobboldali ideil R-ben),
s igy Virreducibilis R-modulus volta miatt x, /== V. Ennélfogva tetszélegesen
eléirt y,€V elemhez van olyan a, €/, amelyre

Xpndy == Yn és X1y =+ = X1y, = 0

teljesiil. Hasonléan kovetkezik a segédtételbol (az n index helyett i-t véve)-
olyan a;€R elem létezése, amelyre '

XiQ=Yy, X Q=+ =X 10;=Xin0;=— - =X, q;==0, (67)
(i=1,2,...,n). Az igy kapott a,, ..., a. elemek
a=a,+ - 4a.

Osszege altal indukalt (58) alatti linedris transzformacidja a V vektortérnek
(67) szerint kielégiti (62)-t. Ezzel Jacobson tételének 2. allitdsa bizonyitast nyert.

A 3. allitds bizonyitasa céljabol azt mutatjuk meg, hogy ha a V vektor-
tér nem véges dimenzidjit, akkor az R operatorgyiirii nem elégiti ki a jobb-
oldali minimumkovetelményt. Tegyiik fel tehat, hogy V nem véges dimenzioji
vektortér. Ekkor megadhato benne vegtelen sok

Xiy Xay Xy ooy Xy o

linearisan fiiggetlen vektor. Jeloljiikk [.-i-gyel az R gyiirii 6sszes olyan a elemei--
nek halmazat, amelyre (65) teljesiil (n=2, 3,4, ...). J..1 nyilvdn jobboldali
ideal R-ben, és (66) miatt J, valodi része [, i-nek (hiszen a (65)-6t és (66)-ot
kielégité a elemre a€/,,, de ag J,). Ennélfogva a

S22 D hD

szigoriian fogyé jobboldali ideal-lanc vegtelen sok tagu tehat R valéban nem-
teljesiti a jobboldali minimumkdvetelményt.

fgy-mar csak az elérebocsétott segédtételt kell 1gazolnunk s ezt n szerinti’
teljes indukcioval végezhetjiik. Legyen el6sz6r n= 1. Ekkor x, == 0 (hiszen
egyetlen vektort tartalmazé rendszer akkor é€s csak akkor linedrisan fiiggetlen,
ha a vektor == 0). Ebben az egyszerii esetben a (65) alatti allitds ,iires“, és.
igy csupan (66)-ot kell igazolnunk (alkalmas a€R elemre). (66) helyessége
kovetkiﬂt abbodl, hogy x; R # 0. Ez viszont azért igaz, mert x;, R =0 esetén
az Oss¥es ilyen tulajdonsagu x, vektorok halmaza a V modulusnak R-re nézve
megengedhetd részmodulusat alkotnak, amely =V, minthogy tartalmazna
zérustol kiilénbozdé elemet; ez azonban azt jelentené, hogy VR ==0, ami
ellentmondast jelent Jacobson tételének azzal a kikotésével, hogy VR == 0.
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Legyen a tovabbiakban n > 1, és tegyiik fel, hogy a segédtétel Aallitdsa
n helyén (n—1)-re mar igazolast nyert. Tekintsiik az 0Osszes olyan a€R
elemek J halmazat, amelyekre

) Xa= - =x,2a=0 (68)
érvényes. (Ha n =2, akkor a (68) kikotés semmitmondo, és /= R veendd.)
Nyilvanval6, hogy J jobboldali idedl az R gyiiriiben. Ezért x,;J megenged-
het6 részmodulusa V-nek R-re nézve. Minthogy indukcids feltevésiink szerint
van olyan a€R elem, amelyre (68) teljesiil, azaz @€/, de x,-1a 50, az Xu-1f
megengedhetd részmodulus ==0, és igy V irreducibilis volta miatt

X,hl_/‘: V. : (69)

Marmost J definicioja érteimében (ldsd (68)) célunkat elértiik, ha megmutatjuk,
hogy van olyan a€j elem, amelyr® '

) Xp1a =0, . xwa=F0 (70)
teljesiil. '

Tegyiik fel, hogy ez nem igaz. Ekkor azt az ellentmondast fogjuk nyerni,
hogy a segédtételben szerepld x,, ..., x. vektorok nem linedrisan fiiggetlenek
(noha igy valasztottuk ezeket). Ez az ellentmondéas a’bizonyitas befejezését
fogja jelenteni. — Amennyiben el6bbi allitisunk nem igaz, akkor ez annyit
jelent, hogy bdrmely olyan a elemre, amelyre '

ac/ és x,.1a=0 (71)
_ érve’nyes, sziikségképpen '
X @ =0 ' (72)
is teljesiil. De ekkor, mint azonnal belatjuk, az o
A X=X 10— X, (ac/, x€V) (73)

alakban megadhaté leképezés a V modulusnak R-endomorfizmusa. Valoban,
(69) miatt V barmely x eleme eldéllithatd x,-;a alakban (alkalmas a€J elem-
mel), igyhogy a (73) alatti leképezés a teljes V modulust képezi le 6nmagaba.
Most megmutatjuk, hogy a leképezés egyértelmii, azaz V barmely eleméhez
pontosan egy elemet rendel hozzd. Ha ugyanis Kkiilonbozd ai, ay(ai, a,€J)
elemekre teljesiil x = X,-1 @& == X,-1 &, gkkor x,_1(a;—a,) =0, s minthogy a
fentiek szerint (71) sziikségképpen maga utdn vonja (72) fennallasat, egyszer-
smind x, (a,—a,) =0, azaz . »
X > Xy = Xy Q.

Ezzel megmutattuk a (73) leképezés egyértelmiiségét. A leképezés homomorf
tulajdonsdga egészen nyilvanval6: ha x" = x,.1a’, x” = x,1a", akkor

X X" = xp1 (@' "),
és gy a (73) szerint (x'-}-x")-hoz hozzarendelt elem

x (@+a")=x,a+x,4a"

6 Matematikai ¢s Fizikai Osztily Kozleményei.
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azaz az x'-hoz és x"-hoz hozzarendelt képelemek 0sszege. Végiil ha b tetsz6-
leges eleme az R gyiiriinek, akkor (73)-bol .
Xb - Xy.1ab — x,ab (abe))

adodik, ami mutatja, hogy xb képe x képének (jobboldali) b-szerese. Mind-
ezzel megmutattuk, hogy a (73) alatti leképezés a V modulus egyik R-endo-
morfizmusa. Minthogy azonban V-nek barmely R-endomorfizmusa (4 definicio-
jabol kovetkezoleg) egy (64) alatti leképezés, azt talaltuk, hogy van olyan
«€d elem, amelyre a (73) alatti leképezés megegyezik a (64) alattxval azaz
amelyre

X, = «(X,_10),

(x,—ex,m)a=0 (74)
teljesiil barmely a €/ elem esetén. Ekkor aZonban az n—1 szamu
Xiy ooy Xuo2y Xy— €Xy g (75)

vektor nem lehet linearisan fiiggetlen a V vektortérben. Ha ugyanis ezek a
vektorok linedrisan fiiggetlenek volnanak, az indukcios feltevesiink szerint
n—1 vektor esetére mar igaznak taldlt segédtétel értelmében volna olyan
a€R elem, amelyre (68) érvényes, azaz a€/, de (74) nem teljesiil. Ennél-
fogva (74) kovetkeztében a (75) alatti vektorok nem linedrisan fiiggetlenek,
azaz fennall egy -
X+ e o Xz F e (X —ax,.)=0

alakt relacio, nem csupa zérus értékii «,,...,«,.1 A-beli skalarissal. Ez
viszont azt jelenti, hogy az x,, ..., x, vektorok nem linedrisan fiiggetlenek, azaz
a fentebb elore jelzett ellentmondashoz jutottunk, s igy a bizonyitds befeje-
z6dott.

6. §. A Wedderburn—Artin-féle struktaratételek bizonyitasa

Elsbb az elsé Wedderburn—Artin-féle strukturatételt bizonyitjuk be. Mint
a 4. §-ban mar megjegyeztiik, elegendd azt megmutatnunk, hogy barmely R
féligegyszerii gyiirli eiballithaté (49) alakban, véges szami matrixgyfirii direkt
osszegként. Ezt Jacobson tétele alapjan igazoljuk. ’

Legyen R tetszoleges féligegyszerii gyiiri. Ekkor van R-ben minimalis
jobboldali ideél, azaz olyan, (0)-tél kiilonb6zd jobboldali idedl, amely mér
nem ftartalmazza valodi részeként R-nek egyetlen (0)-tol kiilonb6zd jobboldali
idedaljat sem. Ez a jobboldali minimumkovetelményb6l kovetkezik, mert ha R
nem tartalmazna minimdlis jobboldali idealt, akkor megadhat6 voilna R jobb-
oldali ideéljainak végtelen sok tagu, szigortian fogyo lanca. Legyen V mini-
mdlis jobboldali idedl R-ben. Ekkor V nyilvdnvaldan irreducibilis jobboldali
R-modulus. Vildgos az is, hogy VR0, mert VR=-0-bol V-V=V2=0
kovetkeznék, amit kizar az a foltevésiink, hogy R féligegyszerii gyiliri. Ennél-
fogva a tekintett V irreducibilis R-modulusra teljesiilnek Jacobson tételének
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feltételei, s minthogy R kielégiti a jobboldali minimumkdovetelményt, Jacobson
tételébol kozvetleniil nyerjiik a kovetkezd eredményt:

A 'V modulus egy jol meghatdrozott A ferdetestre, mint skaldris tarto-
mdnyra nézve véges m dimenzioju vektortér, és az R gylirii elemei dltal indu-
kdlt (58) alatti endomorfizmusok e V vektortér dsszes lehetséges linedris
transzformdcidit kimeritik.

Mivel a V vektortér Osszes linedris transzformacidi a 4, teljes matrix-
gyiiriivel izomorf gyiiriit alkotnak, eredményiink az (58), (59) alatt mar meg-
allapitott homomorfizmus figyelembevétele alapjan azt jelenti, hogy az R
gyiiriinek homoform képe ,,, azaz

R K~ 4,. (76)
Itt K a homomorfizmus magva, vagyis az a kétoldali ideal R-ben, amelyet
az (59) szerint O-ra leképezett elemek alkotnak; masszoval: K a V modulus
gsszes jobboldali annihildtorainak halmaza (V jobboldah annihilatoran olyan
A€R elemeit értve, amelyre Va-=-0).

Marmost megmutatjuk, hogy az R gyiirit el6allithatd a K idedlnak és

egy masik (alkalmasan valasztott) R, idedljanak direkt osszegeként :
R- R+K. )

Ezzel egyszersmind készen is lesziink. (77) és (76) alapjan ugyanis (lasd a
(11)-gyel kapcsolatban tett megallapitast) azt nyerjiik, hogy Ry, =~R K~ 4.,
és igy (77) azt mondja, hogy R el6allithatd egy teljes matrixgyiiri és egy
masik K gytrii direkt osszegeként. Minthogy R-el egyiitt a (77)-ben fellépd
K direkt komponens is nyilvanvaloan féligegyszerii gyiir(i, amennyiben K =0,
hasonld uton K-t is felbonthatjuk egy teljes matrixgyiirii és egy mdsik gytirQi
- direkt Osszegére, s.i.t. Ez az eljards azonban véges szami lépés utdn meg-
szakad, és igy a kivant (49) elballitishoz vezet, mert ellenkezd esetben R nem
\eljesitené a jobboldali minimumkovetelményt.

A mar egyediil hatralevd (77) oOsszefiiggés helyességét az- R,=RV
gyliriire mutatjuk meg, amely nyilvan kétoldali idedl R-ben. Az mindenekel6tt
vildgos, hogy RV és K kozos része S=0, agyhogy RV és K az

RV-4-K (78)

direkt 0sszegként allitja el6 R-nek altaluk generdlt részgyiiritjét. Az S kozos
rész ugyanis kétoldali idedl R-ben, amelyre

/ §'=S8-SE(RV)-K= R(VK)=R-(0)=(0) {
adodik (K definicioja szerint ugyanis VK==(0)), s igy S, mint nilpotens
jobboldali idedlja a féligegyszerii R gyiiriinek, csak’ O lehet. Igy most mar
csak azt kell beldtnunk, hogy (78) nem lehet valodi része R-nek. Mivel
azonban (78) idedl R-ben, az.(RV+ K)/K maradékosztalygyfirii is idedl R/K
-ban. De R K (76) szerint izomorf egy teljes matrixgyiiriivel, tehat R 'K egy-
szerii gylrii. Ennélfogva Osszes idedljai: zérus és onmaga. (RV-}-K)/K azon-

o*
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ban nem lehet a zérusidedl R/'K-ban, mert az azt jelentené, hogy RVEKj;
ebbdl pedig (minthogy RV és K kozos része az el6bbiek szerint 0) RV = (0),
azaz V*< RV =(0) kovetkezrék, ami R féligegyszerii volta miatt lehetetlen.
fgy csak az a lehetéség ali fenn, hogy (RV+ K)/K=R/K, ami viszont azt
jelenti, hogy a (78) alatti gyfirii éppen R, s ezzel beblzonyltottuk (77) telje-~
siilését R, — RV-re.

Az ilyen moédon igazolt elsd Wedderburn—Artm-fele strukturatételbol
konnyen levezethetjiik a mdsodikat. Azt kell megmutatnunk, hogy ha az R
gylrit egyszerii és eleget tesz a minimumkovetelménynek jobboldali idealokra,.
akkor R izomorf egy teljes matrlxgyuruvel vagy egy p elemii zérogyiiriivel,
ahol p tetszbleges primszam.

Mindenekel6tt konnyen belathatjuk a kovetkez6t: Bdrmely egyszeri
gylrii vagy zérogyiird, vagy nem tartalmaz (0)-tol kiilonbozd nilpotens jobb-
oldali idedltf. Legyen ugyanis S olyan egyszerii gyiirli, amely nem zérégyiirii,
és legyen J==(0) tetszdleges jobboldali idedl S-ben. Mivel S/ kétoldali
idedlja S-nek, vagy S/==(0), vagy S/=3S. Az elsO lehetdség azonban ki
van zarva, mert az azt jelentené, hogy az § gyliriinek vannak (0)-tol kiilon-
b6zd jobboldali annihilatorai (pl. / Osszes elemei), s egy gyiirii jobboldali
annihildtorai nyilvanvaléan kétoldali idedlt alkotnak a gyiiriiben. Ez az ideal
most (S egyszerli volta miatt) egybeesik S-sel, s igy azt kapnank, hogy S’
valamennyi eleme jobboldali annihiladtora S-nek. De ez azt jelentené, hogy
S zérogyiirti, amit kizartunk. — Ennéifogva S/=S, S$)*=8/=S,..., s
altalaban SJ™ = S barmely m kitevore. Ezzel megmutattuk, hogy a J jobb--
oldali idedl nem nilpotens, és igy el6bbi megjegyzésiinket igazoltuk.

Legyen marmost R olyan egyszerii gyfirli, amely eleget tesz a minimum-
kovetelménynek jobboldali idedlokra. Ha R nem zérdgyiirii, akkor el6bbi
megjegyzésiink szerint R nem tartalmaz (0)-t6l kiilonbozd nilpotens jobboldali
idealt. Ekkor tehat R féligegyszerii gyiirii, és igy az els® struktiratétel szerint
izomorf véges szdmu teljes matrixgyirit direkt 0sszegével. Minthogy azonban
R egyszerii gyiirii, ez azt jelenti, hogy R izomorf egyetlen teljes matrixgyii-
riivel. — Ha viszont R zér6gyfirii, akkor barmely additiv alcsoportja egy-
szersmind idedlja a gyiiriinek. Ebben az esetben tehat R p elemii zérogyiird,
ahol p primszam, mert csak a p elemii csoportnak van meg az a tulajdon-
saga, hogy barmely alcsoportja vagy onmaga, vagy az egyelemii csoport.

Igy a masodik Wedderburn—Artin-féle strukturatétel bizonyitasat is be—
fejeztiik.
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