AZ IDEALELMELET FOTETELEROL
FUCHS LASZLO

I. ldedlok a matematikdban el0szor a véges algebrai szdmtestek egész
szdmainak oszthatosagi vizsgalatai sordn léptek fel. Az elsd 1épést E. Kummer
tette meg, mikor a korosztdsi testek egészeinek kanonikus felbontasat az
dltala bevézetett ,idealis szamok“ segitségével valositotta meg. A mai érte-
lemben vett idedl fogalmat R. Dedekind vezette be, hogy a véges algebrai
szamtestek egészeire bebizonyitsa az elemi szdmelmélet alaptételével analdg
tételt: minden idedl egyértelmiien felbonthaté primidedlok szorzatira. Az algebrai
szamelmélettel parhuzamosan az algebrai geometridban is felmeriil az ideal
fogalmanak sziikségessége s hamarosan megvetik a polinomidedlok elméletét
(E. Lasker, F. S. Macaulay). Az idedlok elméletének ezt a két, addig egy-
mastol teljesen elszigetelten all6 agat egyesiti Emmy Noether egy magasabb
fokon: az absztrakt idedlelméletben. Noethernek ez az alapvetd munkaja’
messze tulnd a kommutativ gyiiriik idedlelméletén, hiszen e munkéval indul-
nak meg intenziv moédon az addig komofy jelentéséggel nemigen bird gytirii-
elméleti kutatdsok, amelyeknek nagy infludlé hatdsa az egész modern algebrara
kozismert. Ezen munkajabol kiindulva axiomatizalta Noether azokat az R
kommutativ gytriiket, amelyekben érvényes az idedlelmélet fotétele, vagyis a
nem-trividlis idedlok feJbontdsa egyértelmiien meghatarozott maximalis (prim-)
idedlok szorzatdra.® A Noether éltal adott sziikséges és elégséges feltételek
a kovetkezok : '

1. Nulloszfomentesség ;* mas szoval: az R gyfirii integritasi tartomany.

2. Egységelem létezése (az egységelemet e-vel fogjuk jelolni).

3. Maximum-feltétel : R idealjainak tetsz6leges nem-iires halmaza tartal-
maz legaldbb egy maximadlis idealt, vagyis oly idedlt, mely nem valddi rész-
idealja egyetlen, a szobanforg6é halmazhoz tartozé idedlnak sem. (Ez a feltétel
ekvivalens azzal, hogy R minden idedljanak véges bazisa van.)

1 Noether [9]. — A szbgletes zarojelbe foglalt szamok a dolgozat végén talalhatéd
irodalomjegyzékre utalnak. N

2 Noether [10]. — Az egyes fogalmakra vonatkozdéan utalunk a jelen dolgozat II alatti
részére.

3 A nullosztomentesség sziikségességének igazolasara Noether a primidedlok szorzatara
valo egyértelmii felbonthatésagon kiviil azt is megkovetelte, hogy, P¥= P"*! ne lehessen
(itt P maximalis idedl). E nélkiil u.i. nem kovetkezik a nullosztémentesség, amint ezt a
kovetkezd példa illusztralja: Legyen R a_ raciondlis egészek gytiriijének modulo8 vett mara-
dékosztalygyiriije. Itt az dsszes idedlok: (1), (2), (4), (0), s mivel itt (2) primideal, érvényes
a nem-trivialis idedloknak egyértelmii felbontasa; de itt (2)3 = (2)"
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4. Minimum-feltétel modulo tetszéleges nem-zérus A ided!: egy fix A==0
idedlt tartalmazé idealok tetszéleges nem-iires halmaza tartalmaz legalabb egy
minimalis idedlt (tehat ennek valddi részidealja mar nem tartozhatik a szdéban-
forgd halmazhoz).

5. A gyiirii integrdlisan zdrt kvocienstestében: ha R kvocienstestének
valamely x eleme kielégit egy x*+a,x* '+ .- 4a,=0 (a:€R) alaki egyen-
letet (vagyis x egész elem R-re vonatkozoan), akkor x mar R-hez tartozik.

Noether e munkéjanak elofutarja M. Sono vizsgalatai;* Sono az idedl-
elmélet fotételét szintén bizonyos axiémak felvétele utdn bizonyitotta be. O
3. és 4. helyett azt koveteli meg, hogy minden A==0 ideédlra az R'A mara-
dékosztalygytiriinek legyen Jordan-féle kompozicios-lanca; ez a feltétel — miként
ezt Noether megmutatta — ekvivalens 3. és 4. egyiittes teljesiilésével. Sononal
5. helyett az a kovetelmény 4ll, hogy semilyen P primidealra se essék P
és P? kozé ezekt6l kiilonbszd ideal.

Noether eredményeit kétféle iranyban sikertilt €lesiteni.

Az egyik irdny az axiomdk csokkentése. Az egységelem létezését meg-
koveteld axioma feleslegessé valik, ha az 5. axioméaban szerepld egyenlet
helyett (a bizonyos okokbdl indokoltabb) x"+ (@ x" 14 »rx* )4 .-+
+(@n-1x+ vu1x) +a, =0 .egyenletet vessziik alapul (a.€R, r», raciondlis,
egészek); ekkor u.i. a kvocienstest e egységeleme kielégiti az x*—x=0
egyenletet, s igy R-hez kell tartoznia. Tovabba Y. Akizuki® (nem-kommutativ
esetben pedig Ch. Hopkins®) kimutatta, hogy egységelemes gyfiriikben a mini-
mum-feltételbdl, s igy a gyengébb 4, axidmabdl is, mar kovetkezik a maxi-
mum-feltétel. Ezek szerint mar az 1., 4. és 5. axiémak is elégségesek.

Az élesités masik irdnya a feltételek sziikségességével kapcsolatos; e
vizsgalatoknal eldre fel szokds tenni a gyiirli nullosztomentességét. Noether,
axiomainak sziikségességét bizonyitva, a felbontasban szerepldé primideéaloktol
megkovetelte, hogy azok maximadlis idedlok legyenek. K. Kubo megmutatta,”
hogy ezt felesleges kiilon kikotni. K. Matusita® tovdbbmendleg azt is bebizo-
nyitotta, hogy még az egyértelmiiség kovetelménye is elhagyhato: elegend6
csupan a primidedlszorzatra vald felbonthatésdgot feltenni az ©sszes nem-
trividlis idedlokra vonatkozéan, mar abbdl is kovetkeznek az axiémak.®

Tul messze vezetne, ha itt a Noether emlitett vizsgdlataihoz kapcsolodo
nagyszamt eredményt boévebben ismertetni akarndk. Legyen szabad mind-

4 Sono [11].

5 Akizuki [1], egyszeriibb bizonyitds: Cohen [2]. Akizuki t6bbet bizonyit, mint amit
fent emlitettiink, t.i. nala nincs feltéve egységelem létezése, hanem csupdn olyan elemé,
mely nem nulloszto. :

8 Hopkins [4]. (Eredménye fontos szerepet jatszik a Wedderburn—Artin-féle struktdra-
tételeknél.)

7 Kubo [T].

8 Matusita [8).

Y Ezekre egyszerli bizonyitast Cohen adott [2].

W Krull munkajaban [6] bo irodalomjegyzék talalhato.
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-bssze annak emlitésére szoritkoznunk, hogy gyakran a 4. axiéma helyett
annak azt a kovetkezményét veszik fel axiomanak, hogy R-ben minden prim-
ideal (& R,0) maximalis. Igy jar el pl. B. L. van der Waerden is ismert
konyvében. Ebben az esetben azonban a maximum-kévetelmény nem hagyhat6
el az axiomak koziil. '

A jelen kozleményben szintén a primidedlok szorzatira valo egyértelmii
felbonthatésdgot vizsgaljuk, de ezt nem a gyfiriinek Jsszes nem-trividlis ideal-
jaira, hanem a gyiiriinek csak egyetlen kiszemelt A idedljara tessziik. Vizsga-
latainkban ezen A idedlra vonatkozéan nem elég csak azt a tulajdonsdgot
megkovetelni, hogy A egyértelmilen meghatérozott primidedlok szorzatara
legyen bonthato, hanem még azt is kell — ami automatikusan teljesiil, ha a
felbonthatosdg minden nem-trivialis idedlra teljesiil, — hogy A tetszésszerinti
B oszt6janak (A= B)" felbontdsa A felbontdsinak része legyen. 'Viszont A
felbontasdnak egyértelmiiségét csak a felbontidsban szereplé primidedlhatva-
nyokra vonatkozdan fogjuk megkovetelni. Ez mdas szoval azt jelenti, hogy
megengedjiik azt a lehetdséget is, hogy P*—P" teljesiilipn kiilonboz6 x és
4 mellett, vagyis hogy a P primidedl hatvanyai kozoétt a P> P’o...o P =
— PM' —... (A=1) relaci6 alljon fenn (ezek szerint pl. a * labjegyzetben
emlitett gyfiriit nem zarjuk ki vizsgdlatainkbol). Ekkor A felbontidsaban. a
primidedlok hatvdnyainak kitev6i csak az esetben lesznek egyértelmilen meg-
hatarozva, ha toliik minimalitdst is megkoveteliink.” Pontosabban szélva:

azt fogjuk mondani, hogy az R gyiirli A idedljdra teljesiil az idedl-
elmélet fotétele, ha

A==PP5* P

-egyértelmiien meghatdrozott P, primidedlokkal és egyértelmiien meghatdrozott
minimdlis természetes egész «, kitevikkel; tovdbbd A< Bc R esetén B ilyen
alakii :

B— P} Pf:--. Pl
ahol 0=38,=«,.

E dolgozatban annak sziikséges és elégséges feltételét fogjuk megadni,
hogy az A idedlra teljesiiljon. az idedlelmélet fotétele. Az R gyiirii tetszbleges
kommutativ gylirli lehet (nullosztokkal vagy azok nélkiil), csupan egységelem
létezését kotjiik ki. Egyik korabbi dolgozatomban [3] mar adtam erre egy elég-
séges feltételt, de az nem okvetleniil sziikséges feltétel, s azonfeliil a gyiiri
-bsszes idedljaira ki volt kotve a maximum-feltétel, ami az altalanossag jelentds
megszoritasat jelenti. Most semmi olyan kik6tés nem fog szerepelni, ami a

1 A & -jel tartalmazast, a C-jel valddi tartalmazast jeldl.

12 A fentebb mondottakbol kitiinik, hogy ha a gyfirii nullosztomentes és ha az dsszes
idedlra vonatkozoan vizsgalnok az idealelmélet fOtételének teljesiilését, akkor a minimalitasi
niegszprités elveszti értelmét, hiszen ekkor a felbonthatdsighol mar kovetkezik az egyértel-
miiség a kitevokre vonatkozoan is.
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gyiirii osszes idedljat érintené, hanem csupan olyanok, amelyek A-ra és annak .
osztéira vonatkoznak. .

Miel6tt a részletes diszkusszidba bocsatkoznank, megjegyezziik, hogy az
ismeretes eredményekbdl nem kovetkezik kozvetleniil problémank megoldasa..
Igaz ugyan, hogy lényegileg az R/A maradékosztalygyiiri ideéljait fogjuk
vizsgalni, de ezekre nem alkalmazhaté a Noether és kovet6i altal kidolgozott
elmélet, minthogy e maradékosztalygyiiriiben &ltaldban béven vannak nulloszté
idedlok is.™® Sot, az R'A maradékosztalygyiirii nullidedljanak (A ‘A-nak) prim-
idealhatvanyok szorzataként vald el6dllitdsabol egydltalan nem kovetkezik a.
megfelelo elballitds érvényessége A-ra, hanem csak A valamely részideéljara.
Ennélfogva az R A maradékosztalygyiirii idealelméletébdl nem tudnank vissza-
felé kovetkeztetni teljes mértékben az A-t tartalmazé R-beli idedlok elméletére.
— Az az at, amelyen problémank megoldasahoz eljutunk, nagyrészt ismert
modszerekbdl tevodik Ossze, de nem tadmaszkodik ismeretes eredményekre.
Mivel arra torekedtiink, hogy az olvasotol minél kevesebb targyi el6ismeretet
kivanjunk meg, a hasznalando miodszereket részletesen kifejtjiik, csupan a
legalapvetdbb fogalmak (ideal, miiveletek idealokkal) ismeretét tételezziik fel. "
Térgyaldasmodunk elemi lesz abbol a szempontbol is, hogy transzfinit modsze-
rek hasznélatdra nem lesz sziikségiink.

II. A tovabbiakban jelentsen R tetszbleges egységelemes kommutativ
gytirtit. R elemeit latin kis betiikkel, idedljait latin nagy betiikkel jeldljiik,
mig a gordg betliket raciondlis egészek szdmara tartjuk fenn.

Primidedinak neveziink olyan P idealt, melyre ab€P-bol a€P vagy b<P
kovetkezik. Célszeriinek mutatkozik a tovabbiakban az egész gyiriit nemr
tekinteni primidedlnak. Konnyen belathato, hogy P primidedlra AB < P-bol
ACS P vagy BS P kovetkezik. Valéban, ha ABE P és sem A, sem B nem
tartoznék P-hez, akkor lenne olyan a€ A és b€B, melyre a¢ P, b¢ P. De
ekkor P prim-tulajdonsaga folytan ab¢ P kovetkeznék, ellentétben az AB< P
feitétellel. _ ' _

Maximdlis idedlon olyan M idealt értiink, melyre M c R, de nincs olyan
N idedl, mely kielégiti az M N R feltételt. Jol ismert tény, hogy egység-
elemes gyfiriiben minden maximalis idedl prim, megforditva azonban 4ltalaban
nem.

Az A, B ideélok (A, B) legnagyobb ko6zos osztdjara és An B legkisebb
kozos tobbesére teljesiil a szdmelméletb6l jolismert formula analogonja:
(A, B)-=R==(e) esettn AnB==AB. Valoban: az ABS AnB tartalmazasi
relacié a definiciok trividlis kovetkezménye, az ellenkez6 irdnyt pedig a kovet-

13 Kubo vizsgalatai [7] bizonyos fzjjtz’ijﬁ, nem sziikségképpen nullosztomentes gyiiriikre
is érvényesck, de ezek a jelen problémara csak akkor lennének alkalmazhatdk, ha A maga
primidealhatvany lenne.

14 Az egészen alapvetd fogalmak értelmezését lasd pl. van der Waerden konyveben
[12]).
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kezOképpen lathatd be:
AnB=(A,B)(AnB)=—(A(AnB), B(AnB))S(AB, BA)=—AB.

Az A, B ideédlokra A:B jeloli R azon x elemeinek halmazat, melyekre-
xBC A. A definiciobol tiistént folyik, hogy A:B ismét idedl lesz, mely A-t
tartalmazza és ra nézve teljesiil: /

(A:B):C=A:BC-—(A:C):B; A:B=—A:(A,B).

Az A idedlnak legyen P primosztoja, A< P. A-nak P-hez tartoz6 A(P)
Jfékomponensén* értjiik mindazon x gyiiriielemekbdl 4llé halmazt, amelyekhez
talalhato oly ¢ ¢ P elem, hogy cx€ A. A(P) ismét idedl lesz, mert ha x€ A(P) és
c ¢ P-re teljesiil cx € A, akkor tetszéleges. r € R-re c(rx)=r(cx)€ A, vagyis rx¢
A(P); tovabba, ha y€ A(P) és d¢ P-re dy€ A, akkor cd(x+y)€A és cd& P
miatt x+y<A(P). Az A(P) fékomponensre nyilvan fennall: A< A(P). Hogy
AC P esetén A(P)< P is 4ll, azt a kovetkezd okoskodas mutatja: ha x€ A(P),
van c¢§ P, hogy cx€ 4, igy annal inkabb ¢x€ P, ahonnan ¢ ¢ P miatt valoban
x€P adodik. Az is konnyen lathato, hogy A(P) S B(P), feltéve, hogy A< B.
Csakugyan: ha x€A(P),c¢ P és cx€ A, akkor cx€B is, tehat x€B(P).

III. Az a tétel, amit be kivanunk bizonyitani, a kovetkez6.

Tétel. Az R kommutativ egységelemes gyiirii A idedljdra akkor és
csak akkor teljesiil az idedleimélet fitetele, ha

(i) érvényes a minimum-feltétel modulo A, és

(ii) A minden olyan P primosztijdra, melyre az A(P) fékomponens P-
nek valodi t6bbsz0rdse, igaz az, hogy R-ben nem létezik a P*c M c P tulaj-
donsdgu M idedl (vagyis P* kizvetlen tobbszirose P-nek).

Az (i) és -(ii) feltételek sziikségessége konnyen adodik. Ha az
A= P{"P3*...P;v idedlra érvényes az idealelmélet f6tétele, akkor A-nak csak
véges-sok kiilonboz6 osztdja van, tehdt modulo A okvetleniil érvényes a mini--
mum-feltétel (s6t, a maximum-feltétel is). Ekkor pedig az 4labb bizonyitando
1. lemmabdl kovetkezik, hogy a P, (x— 1,2, ..., ») primidealok maximdlisak R-
ben. Tovabba A(P,)= P,* kell, hogy fenndlljon. U.i.: hogy P,*S A(P,), az
onnan folyik, hogy Pi"---P 1P *1... Pyv tartalmaz P, maximalitisanal fogva
P, -hoz nem ftartozé elemet is, és ennek P, tetszéleges elemével vett szor-
zata A-ba tartozik. Viszont a P,*C A(P,) tartalmazids nem lehet valodi, mert
ellenkezd esetben A(P,)-ban lenne oly x elem, mely Py* '-hez hozzatartozik,
de P,*-hoz nem.” Ha cq P, és cx€A < Pg*, akkor P,x < P, tekintetbe véte-
lével: x €Rx=:(P,,c)x=(P,x,cx)S P,*, ellentmondas. — Ha méarmost
A(P)=P;*c Py, akkor «,=2. P és P kozé nem eshetik t6liik kiilonbozd
ideal, mert ez A-nak olyan osztéja lenne, mely nem Aallithaté eldé primideal--

15 A fékomponens fogalmat Krull vezette be [5].
16 Itt ex-rol feltételeztiik, hogy minimalisnak van valasztva.
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hatvanyok szorzataként, Ennélfog'va (ii) is fteljesiil, ‘s igy a sziikségesség
igazolva van. ]

Megjegyzés. A bizonyitasbol lathato, hogy a sziikségesség igazolasanal
nem hasznaltuk ki a felbontds egyértelmiiségét.

IV. A feltételek elégségességének kimutatdsdhoz sziikségiink van néhany

lemmara. Elébb ezeket fogjuk bizonyitani.

1. lemma. Ha modulo A érvényes a minimum-feltétel, akkor A-nak
minden P primosztéja maximadlis idedl R-ben.
Legyen a¢ P; ekkor a prim-tulajdonsidg miatt egyszersmmd a¢P

(r=1,2,...). Kimutatjuk, hogy (P, a)=R, amib6l mar kovetkezik P madxi-

mdlis volta. A minimum-kovetelmény miatt az A-t tartalmazé
(P,a);?,(P,az)g---g(P,aT)Q--- .
idedlok kozott van minimélié, tehat valamilyen természetes egész r-re (P, @) =
= (P, a*). 1gy a”€(P,a**'), vagyis a@”"=p-ra**! (p€P,r€R), ahonnan
a’(e—ra)=—p€P. Minthogy P primidedl és a"¢ P, ezért e—ra €P, tehat
e€(P,a). Mas szoval: (P,a)=R, q.e.d.
2. lemma." Ha teljesiil a minimum-kovetelmény modulo A és AS B R,

.akkor van oly P primidedl, B& P R, melyre B:PoB.

Azon C (C>oB) ideédlok halmaza, melyekre B:C=F R, nem-iires, mert
pl. R e halmazhoz tartozik. Legyen C, e halmaz egy minimdlis ideélja.
Ekkor P— B:(C, primideal, mert ha a ¢ P, b§ P, ab€P lenne, akkor Pc P:a
(hiszen b€ P:a), viszont P:ac R tekintettel arra, hogy Ra=(a)S P nem
lehet. Ennélfogva P:a=(B:Cy):a=B:(aC)=B:(a(C,, B) tekintetbe vételé-
vel B:C,cB:(aCy, B)c R, ami ellentmond C, minimalitdsanak. [gy P prim
€S mivel B: P2C,, ezért B: P=B nem lehet s allitdsunk igazolva van.

3. lemma. Ha modulo A érvényes a minimum-feltétel, akkor A-nak véges-
sok primosztéja van. (Megjegyezziik: az, hogy egydltalan van primosztoja
A-nak (A=} R esetén), a 2. lemmabdl kovetkezik.)

Ha Py, P,,... A-nak 0sszes Kkiilonb6zd primosztoi, akkor a minimum-
feltétel kovetkeztében a

P2PNP,2PnPNP,2--- 2P 0PN - NP2
lancban valamely »-re
Plnp2n nPr:P]ann nprﬂpm—l
teljesiil, innen pedig ‘
PP . P,EPNPN--- NP, S Pru,
ill. Py prim volta miatt: P,C P, valamely »=1,2,...,v-re. Ez pedig
kiilonboz6 primidealokra lehetetlen, mert ezek az 1. lemma miatt maximalis
idealok R-ben.

17 E lemma (bizonyitasaval egyiitt) Cohentd! valo [2].
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4. lemma. Ha érvényes a minimum-feltétel modulo A, tovibbd A< P és
A'(P’) az A-nak P-hez tartozd fOkomponense, akkor van oly 4 kitevd, hogy
P*C A(P).

Mivel A(P)& P folytan e fékomponens kiilonbozik R-t6], a 2. lemma
alapjan arra kovetkeztethetiink, hogy létezik oly. £* primidedl, hogy A(P):P*D>
DA(P). Itt P*==P nem lehet, mert ha x€A(P):P*, akkor xP*<S A(P)
s oly c-t véve, hogy c€P* c¢ P, adodik: cx€A(P). A fokomponens defini-
cioja folytan van oly d ¢ P, melyre cdx€A. Innen cd ¢ P miatt x€ A(P), tehat
A(P): P*— A(P) lenne. Kaptuk tehat, hogy A(P): P> A(P).

Ha A(P):P* még kiilonbozik R-t6l, akkor legyen neki P* oly primosztdja,
hogy A(P):P“ c(A(P): P*): P*—(A(P):P*): P*. Innen A(P)c A(P): P,
tehat a megel6zd bekezdés értelmében P*=— P, s igy A(P):P* c A(P): P"".
Marmost ha az

(A(P), P)2(A(P), P2
csokkeno ideallancban (A(P), P*) minimalis idedl, akkor
(AP), P = (A(P), P)
miatt

A(P): P*= A(P):(A(P), PY)=A(P): (A(P), P*)y=A(P): P*",

s igy az imént mondottak alapjin csak A(P):P*=R lehet, ami éppen azt
fejezi ki, hogy PASA(P).

5. lemma. Ha az A-t tartalmazé idedlok eleget tesznek a minimum-
kovetelménynek, akkor A eldallithato (véges-sok) fokomponensének szorzataként.

A-nak osszes primosztoi legyenek: P, P,, ..., P,. Mindenekel6tt kimu-
tatjuk az

A=AP)NAPYN---NA(P,)
el6allitas helyességét. Minthogy A(P.)= A s igy A benne van fékomponensei

koz0s részében, elegend6 azt verifikdlni, hogy ha x€A(P)n ... n A(P,), akkor

x€A is. Tekintsiik az A:x idedlt. Ez nem lehet benne egyik P,-ban sem
(z=1,...,»), mert x€A(P,)-hoz talalhaté oly c.§ P., hogy c.x€A, azaz
¢x€A:x. Ennélfogva A:x nem lehet oszthatd A-nak egyetlen primoszt6javal

sem, ami ASA:x és a 2. lemma tekintetbe vételével csak tgy lehet, ha -

A:x=R, azaz x€ A. ’
Hogy a szorzateloallitast is kimutassuk, vegyiik figyelembe, hogy

(A(P) -+ A(Pu-1), A(PY)) =R (x=2,...,7)

teljesiil, hiszen a_baloldalon 4ll6 idedlnak nem lehet egyetlen P primosztdja
sem, mert ebb6l a 4. lemma miatt Pf"---P:fl“C,A(Pl)---A(P,‘-l)CP és
PSP, innen pedig P, S P ¢s P.& P kovetkeznék valamilyen u=1,2,...,
#—1-re, ami az 1. lemmaval ellenkezésben van. Minthogy pedig (A, B)=R
esettn AnB—AB, ezért rendre kapjuk:

AP)YNAP) = A(P)-A(P), A(P)A(P:,)nA(Ps)—A(P,)A(P)A(Ps) stb.
igy tehat valdban: A ==A(P)A(P,) --- A(P.).

\
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6. lemma. Ha P maximalis idedl, tovibba P és P?® k6zé nem esik ezek-
tol kiilonboz6 ideal, akkor minden B idedl, melyre PAS B< P, P-nek vala-
milyen hatvéanya.

Ha P és P? (= P) kozé nem estk Ujabb ideél és ¢ a c€ P, c ¢ P* kovetelmé-
nyeknek eleget tevd tetszoleges elem, akkor (c, P?)— P. Teljes indukcidval
kovetkezik, hogy ekkor minden természetes egész wu-re:

P =", P'). (1)

Valoban, ha ez w-re igaz, akkor {
“Tl (C“P P/1+") C“(C, P ) Pu+..) ( u+1, CJLPZ, Py+2):(cu+l, P}L+‘2).

Legyen méarmost B egy a feltételt kielégitd idedl és legyen' @ az a leg-
nagyobb, ill. » az a legkisebb kitevé, melyre™

P"CBC P!,
Ha x=g, készen vagyunk. Kimutatjuk, hogy > u ellentmondasra vezet-
Legyen b€B, de b¢ P""'. Ez esetben b€ P" és (1) miatt létezik olyan r€R,

hogy b==rc"* (mod P"™"). It r¢ P, ellenkezd esetben u. i. rc*€P*", b g P""
ellentmondds lenne. Az utébbi kongruenciabol

¢"=0 (mod (B, P""")),

ahonnan Pc' S P**' miatt ¢ € R — (P, )¢ = (Pc';re") = (B, P**"). Innen
azt kapjuk, hogy
T = (B, PP S (B, PY) =B
s igy (1) miatt \
. P — (", P)CB.
ellentétben » minimalitasaval.

V. Ezek utan ratérhetiink a tételben foglalt feltételek elégségességének
igazolasara. Tegyiik fel, hogy az (i) és (ii) feltételek teljesiilnek; bebizonyitjuk,
hogy ekkor A-ra érvényes az idedlelmélet f6tétele.

-Az 5. lemmdbdl kovetkezik, hogy A eléallithato (véges-sok) fékompo-
nensének szorzataként. Ki kell mutatnunk, hogy mindegyik fékomponens prim-
idealhatvany. Nyilvan csak azt az esetet kell tekinteniink, mikor A(P.)=F= P..
Ekkor a 4. lemma szerint P;C A(P,)C P, és igy a 6. lemma felhasznaldséaval
arra az eredményre jutunk, hogy A(P.) a P, primidedlnak valamely hatvanya:

A=P{'P3... P;7.
Vegyiik most tekintetbe, hogy A-nak mas primosztoja, mint Py, P,, ..., P,

nem lehet, tovabba, hogy A(P.)= P;* egyértelmilen meg van hatdrozva P
altal. Ha még az e, kitevit a leheto legkisebbnek valasztjuk (amennyiben

1® Az -az eset, midon a kivant tulajdonsagi u nem létezik, trividlis, t.i. ekkor B
megegyezik P-nek (tovabb mar nem estkkend) hatvanyaval. Igy = = u. :
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egyaltaldn mod van vélasztasra), akkor vilagos, hogy A-nak ez az elballitisa
egyértelmii.

Hatra van még az A. osztdira vonatkozé” allitas igazoldsa. Legyen
AS Bc R. Mindenekelott vilagos, hogy a minimum-feltétel modulo B is
érvényes; ennélfogva B szintén fokomponenseinek szorzataval egyenld (5.
lemma). Tovabba tekintettel arra, hogy Py*= A(P.)< B(P.) teljesiil minden
#-ra, ezért a 6. lemma szerint B(P,) csak R-rel vagy Pi*-val lehet egyenld
0 < 8. = «n).

Ezzel tételiink blzonyltasat befejeztiik.

Végezetiil megjegyezziik, hogy ha az «,. kitevok egyértelmiiségét is biz-
tositani akarndk, akkor az (1) és (ii) feltételekhez még hozzd kellene venni
a kovetkezot is:

(iii) A(P). P kiilonbozik P-tol.

Ezen allitdsunk bizonyitdsa egészen kézenfekvo.
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