AZ ASSZOCIATIVITASFELTETELEK .
FUGGETLENSEGENEK KERDESE KOMMUTATIV
SZORZAS ESETEN

SZASZ GABOR

1. §. Bevezetés

Egy eldz6 dolgozatomban* altalanos multiplikativ strukturakra** vonat-
kozdan meghatéroztam az asszociativitasfeltételek fiiggetlen teljes részrendsze-
reit. Ebben a dolgozathban a hasonlé problémat fogjuk megtirgyalni arra az .
esetre nézve, amikor kizarolag kommutativ struktirdkra szoritkozunk. Problé-
mank pontos megfogalmazdsahoz néhany definiciot és jeldlést elore kell
bocsatanunk.

Legyen S, adott v-elemii halmaz (» lehet véges vagy vegtelen) Ha az
S,-ben definidlva van egy szorzés, akkor azt mondjuk, hogy S, erre a szor-
zasra nézve egy S rmultiplikativ struktirdt alkot. Egy S,-ben természetesen
tobbféle szorzas is definidlhato; ha kiildnlegesen a szorzas kommutativ, akkor
Sr-et kommutativ multiplikativ struktirdnak nevezziik.

Tekintsiik az S, halmaz elemeibd! képezett valamely (x, y, z) elemharmast.
Ha erre az elemharmasra valamely Si-ben (xy)z— x(yz) all fenn, akkor azt
mondjuk, hogy az (x, ¥, 2) elemhdrmas asszociativ S5 -ben; ha pedig (xy)z==x(y 2),
akkor (x,y,2) nemasszociativ S)-ben.

Az 0Osszes .

(xNz=x(y2)  (%3,2€S,) M
egyenleteket az S, ‘halmaz asszociativitdsfeltételeinek, kiilonlegesen az (xy)z =
=x(yz) egyenletet az (x, y, z) elemhdrmashoz tartozo asszociativitasfeltetelnek
nevezziik. Ha valamely S;'-re az (1) dsszes egyenletei tel]esulnek akkor Sy -et
félcsoportnak nevezziik.

Az asszociativitasfeltételek rendszere az altalanos multiplikativ struktirakra
vonatkozdan az asszociativitds axiomarendszerét képezi. Magatol értet6dik tehat,
hogy mint minden axiémarendszer esetén, dgy az asszociativitasfeltételekre
nézve is fontos kérdés a rendszer fiiggetlenségének kérdése.

Fentebb idézett dolgozatomban kimutattam, hogy » =4 esetén az S, hal-
maz asszociativitisfeltételei fiiggetlenek ; vagyis, » =4 esetén az asszociativitds-
feltételek halmazanak nincs olyan valodi részhalmaza, amely azzal a tulajdon-

* Szdsz Gdbor: Az asszociativitasfeltételek fiiggetlensége,' A Magyar Tudomanyos
Akadémia Matematikai és Fizikai Osztdlyanak Kozleményei, Il kotet 4 (1953)
** Az idézett dolgozatban hasznalt definiciokat aldbb megismételjiik.

7 Matematikai és Fizikai Osztaly Kozleményei.
*
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saggal birna, hogy a részhalmaz elemeinek asszociativitisabol barmely S esetén
a tobbi asszociativitasfeltételek teljesiilése is kovetkezzék. Gyakorlatilag ez azt
jelenti, hogy ha egy legalabb négy elemii multiplikativ struktiira asszociativi-
tasat ki akarjuk mutatni, akkor altalaban minden egyes elemharmas asszocia-
tivitasarol killon meg kell gyéz6dni. A » =3 esetekben az asszociativitasfelté-
telek nem fiiggetlenek ; ezekben az esetekben megadtam az asszociativitasfel-
‘gételek Osszes fiiggetlen teljes részrendszereit*. :

' Maskép alakul a helyzet, ha csak az S, halmazbol képezhetd kommu-
tativ Si'-eket tekintjiik. Ebben az esetben az asszociativitdsfeltételek egyetlen .
r esetén sem fiiggetlenek egymastél. A kommutativitds miatt ugyanis az

(xy)z=x(y2) ' 2.1

(@y)x =z(yx) (2.2)
egyenletek egyidejilleg teljesiilnek, illetve nem teljesiilnek. szsgalatamk célja
eszerint az lesz, hogy minden »-re meghatdrozzuk a r-elemi kommutativ
multiplikativ struktirdkra vonatkozoan az asszociativitasfeltételek dsszes fiigget-
len teljes részrendszereit. Részletesen megfogalmazva, minden S,-re meg fogjuk
hatdrozni az asszociativitasfeltételek 6sszes olyan reszrendszerelt amelyek a
kovetkezd két tulajdonsaggal birnak:

1. A részrendszerhez tartozé asszociativitasfeltételek tel]esulesebol mar
barmely kommutativ S esetén kovetkezik a tobbi asszociativitasfeltételek
teljesiilése is (teljesség);

2. A részrendszerhez tartozd barmely asszociativitasfeltételt kiszemelve,
taldlhaté olyan S, kommutativ struktiira, amelyben a kiszemelt asszociativitas-
feltétel nem teljesiil, a részrendszer tobbi asszociativitasfeltételei azonban mind
teljesiilnek (fiiggetlenség).

Targyaldsunk sordn kiilon foglalkozunk a r =4, a r =2 és r == 3 esettel.
A r=4 esetre a kovetkezd eredményt fogjuk kapni:

és

1. tétel. Az S,(v=4) halmazbol képezheté kommutativ multiplikativ
struktirdkra vonatkozoan az asszociativitdsfeltételek Osszes fiiggetlen feljes
részrendszereit a kovetkezd eljdrdssal kapjuk :

1°. Az S,(¥=4) halmaz elemeibol dllo ralamennyi

(a,a, b),(b,a,0) (a,b¢€S,; a==b)
elemhdrmaspdrbol tetszésszerinti*modon kivdlasztjuk az egyik elemhdrmast.
2°. Tovdbbd, tekintjiik az S, elemeinek Osszes

ab,c (a, b, c€ S, és mind kiilonbdzok)

* Egy axiomarendszer valamely részrendszerét fiiggetlen teljes részrendszernek nevez-
ziik, ha a részrendszer rendelkezik a kovetkezd két tulajdonsdggal: 1. A részrendszer
axiomdinak egyike sem kovetkezik a részrendszer tobbi axiémaaibol (fiiggetlenség); 2. A
részrendszer axiomainak teljesiilése esetén az axiomarendszer tobbi axiomai is teljesiilnek
(teljesség).
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.aismétlés nélkiili kombindcioit, s minden egyes esetben az a,b,c elemek per-
csupdn azzal a megszoritdssal, hogy a kivdlasztott két elemhdrmasban az elemek
sorrendje nem lehet éppen forditott*.

Alkossuk meg ezutdn az asszociativitisfeltételeknek dsszes olyan részrend-
szereit, amelyek az 1° és 2° szerint kivdlasztoft elemhdrmasokhoz tartozo
asszociativitdsfeltételekbol dllnak. Az asszociativitdsfeltételek igy kapott részrend-
.szerei adjdk az asszociativildsfeltételek oOsszes fiiggetlen teljes részrendszereit
az S, (v = 4) halmazbol képezheté kommutativ multiplikativ struktirdkra nézve**.

A r=2 esetben igen egyszeriien fog adddni, hogy

2. tétel. Az S,={a, b} halmazbil képezhetd kommutativ multiplikativ
strukturdkra vonatkozéan az asszociativitdsfeltételek bdrmely fiiggetlen teljes
részrendszere az

(a,a,b), (a,b,b), (b,a,a), (b,b,a)
.elemhdrmasok valamelyikéhez tartozo egyetlen asszociativitdsfeltételbol dll.

Végiil, az elobbieknél lényegesen hosszadalmasabban fogjuk kapni a
r==3 esetre vonatkozo eredményiinket:

3. tétel. Az 8. halmazbol képezheté kommutativ multiplikativ struk-
tiurdkra vonatkozéan az asszociativitdsfeltételek 0Osszes fiiggetlen teljes rész-
rendszereit a kovetkezoképpen kapjuk : C ‘

1°. Az S, halmaz elemeibdl dllo valamennyi

(a,a, b), (b, a,a) (a,b€S;, a==b)
gelemhdrmaspdrbol tetszésszerinti modon kivdlasztjuk az. egyik elemhdrmast.
2°. Tovdbbd, tekintjiik azt az S; halmazbol képezhetd hat elemhdrmast,
amelynek elemei mind kiilonbozék, s koziiliik tetszésszerinti modon pontosan .
-egyet kivdlasztunk.

Alkossuk meg ezutdn az asszociativitdsfeltételeknek 0Osszes olyan rész-
rendszereit, amelyek az 1° és 2° szerint kivdlasziott elemhdrmasokhoz tartozd
asszociativitdsfeltételekbdl dlinak. Az igy kapott részrendszerek adjdk az asszo-
ciativitdsfeltéfelek Osszes fiiggetlen teljes részrendszereit az S, halmazbol képez-
heté kommutativ multiplikativ struktirdkra nézve***.

* Azaz, pl. az (q, b, ¢) elemhiarmas mellé nem valaszthatjuk a (c, b, a) elemharmast.
** Konnyit latni, hogy véges »(=4) esetén az 1° szerint kivalasztott elemharmasok
w) v(v—1)(»—2)
3|=2—
1.2.3

v3—p

3 egyenletb6l Aall.

szama »(»—1), a 2° szerint kivalasztottaké pedig 2( . Egy fiiggetlen

teljes részrendszer tehat véges »==4 esetén dsszesen

*+* Ebben az esetben tehat barmely fiiggetien teljes részrendszer 7 asszociativitasfel-
tételbol all.

T*
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A felsorolt tételek bizonyitisinak megkezdése elott a felvetett problémat
redukdljuk: megvizsgaljuk, melyek azok az asszociativitdsfeltételek, amelyek a
kommutativitis miatt figyelmen kiviil hagyhatok. A tovabbi viszgalatokat ezutan:
a megmaradt részrendszerrel folytatjuk.

2. §. A probléma redukalasa

A tovdbbiakban ,szorzds“-on mindig kommutativ szorzast, s ennek meg—
felelden ,struktiira“-n mindig kommutativ multiplikativ struktirat értiink. Ennek
megfelelGen ,az asszociativitisfeltételek fiiggetlen teljes részrendszere“ kifeje-
zéshez is mindig hozzaértjiikk, hogy ,a kommutativ multiplikativ struktardkra -
vonatkozolag“. Megéllapodunk tovabba abban, hogy az adott S, halmaz.
tetszésszerinti (tehat nem feltétleniil kilonbozd) elemeit x, y, z betiikkel, az.
S, tetszésszerinti, de kiilonboz6 elemeit pedig @, b, ¢, d betiikkel fogjuk jeldlni
(mint az eddigiekben is).

. A bevezetésben emlitettiik mar, hogy barmely x,y, 2(€S) esetén az

(xy)z=x(y2) (2. 1)

(29)x = 2(yx) 2.2y
egyenletek egyidejiileg teljesiilnek, illetve nem teljesiilnek. Ennek megfelel6en
két (2. 1), (2.2) alaka asszociativitasfeltételt (a kommutativ struktirakra vonat--
kozoan) ekvivalensnek nevezhetiink. Barmely asszociativitasfeltételt dnmagaval
is ekvivalensnek mondunk, és bevezetjiik a kovetkezd definiciot:

és

Definicio. Az asszociativitdsfeltételek két részrendszerét a kommu-
tativ struktirdkra vonatkozoah ekvivalensnek mondjuk, ha a benniik szerepld

_asszociativitdsfeltételek pdronként ekvivalensek.

Nyilvanvald, hogy az asszociativitasfeltételek egy olyan rendszere, amely
valamely fiiggetlen teljes részrendszerrel ekvivalens, szintén fiiggetlen teljes
részrendszert alkot. Ennek megfelelden elegendd az osszes nem-ekvivalens.
fiiggetien teljes részrendszereket meghatarozni. .

A konnyebb kifejezésméd kedvéért jeloljik az S, halmaz elemeibot
képezhetd Osszes elemharmasck halmazat SP-mal. Az S, halmazbél képezett
két (x,y,2), (x',),2) elemharmast azonos tipusinak fogunk mondani, ha egy-
masbol az S, elemeinek valamely permutdciéjaval dllnak el6. Az azonos tipusi
elemharmasokat egy osztalyba sorozva, az SV-nak egy osztdlyozdsat nyerjiik.
Ebben az osztalyozasban az S\’ elemei ( a »=2 esettdl eltekintve) ot 0sz-
talyt képeznek, mégpedig az egyes osztalyok elemei rendre az Osszes

( (a, a, a), (a,b,a), (a,a,b), (b,a,a), (a,b,c)

tipusu elemhdrmasok. Az ot tipus koziil az utolsé természetesen a »—2 esetben
nem' fordul eld. Ezt az osztilyozast atvissziik az asszociativitdsfeltételekre
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is: egy asszociativitasfeltételt olyan tipustinak mondunk, mint amilyen a benne
szereplé elemharmas.

Foglalkozzunk kiilon- kiilon az egyes tipusokkal. Az (a,a, a)-tipus és
(a, b, a)-tipus elemharmasaira a kommutativitds folytan

(aa)ya=a(aa)
és
, (ab)a=a(ba)
korlatlanul érvényes, tehat ennek a két tipusnak minden elemharmasa barmely
struktiraban asszociativ.
Tovabba, az _
(@aa)b—=a(ab) /
€és
(ba)a=b(aa) -

-asszociativitasfeltételek ekvivalencidja miatt barmely (b, a, a)-tipust asszociati-

vitasfeltétel ekvivalens egy (a,a, b)-tipusuval, s igy — mivel csak az Osszes
nemekvivalens fiiggetlen teljes részrendszereket keressiik — pl. a (b, a, a)-
tipustt asszociativitisfeltételekkel nem kell tor6dniink. :

Vizsgaljuk meg végiil az (a, b, ¢)-tipusii asszociativitasfeltételeket. A (2. 1),
(2.2) egyenletek ekvivalenciaja folytin ezek paronként ekvivalensek, s igy
ezeknek is fele elhagyhatd. A megtartandok pontos meghatdrozasa végett egy
tovabbi osztalyozast fogunk végezni az (a, b, ¢)-tipusti elemhdrmasok halma-
" zéban.

Tekintsiik az S, halmaz elemieib6l képezheté Osszes ismétlés nélkiili
kombinacidkat. Ezutdn az (g, b, ¢)-tipusnak azt a hat elemhdrmasat, amelyek
éppen az a, b,c elemekbol allnak, soroljuk egy osztilyba. Az igy kapott
osztalyt jeloljiik Cla, b, c]-vel. Nyilvanvald, hogy mikodzben a,.b, ¢ befutjik az
S, Osszes elemeit, (ugy hogy kozben a, b, ¢ kiilonboz6k), az elballo Cla, b, c]
osztalyok éppen az (a, b, ¢)-tipus osztalyozasat ad]ak Kiilonlegesen, egy
Cla, b, c] osztaly elemei az

(a,b,¢), (b,c,a), (c,a,b) 3.1)
és

(c,b,0a), (a,c, b), (b,a,c) (3.2)
elemharmasok.

Latjuk, hogy a (3.2) barmely elemhdrmasdhoz tartozd asszociativitas-
feltétel ekvivalens a felette 1év (3. 1)-beli elemhdrmashoz tartozéval. Eszerint
. az Osszes nemekvivalens fliggetlen teljes részrendszerek meghatarozasdhoz
minden egyes Cla, b, c] osztalybol (ahol az a, b,c elemeket tetszés szerint
rendezhetjitk el) elegendd pl. a (3. 1)-ben felsorolt elemhdrmasokat tekinteni.

Jeloljiik a tovabbiakban S{-mal az Si’-nak azt a részhalmazit, amely
az 0sszes (4, a, b)-tipusti elemhdrmasokbol és az (a, b, ¢) tipus minden egyes



¢

102 , SZASZ GABOR

Cla, b, c] osztdlyanak (3. 1) alaki elemhdrmasaibdl all. A fentiek szerint vildgos,.
hogy az asszociativitisfeltételek Osszes olyan fiiggetlen teljes részrendszerei,
amelyek kizarolag az S elemeihez tartozd asszociativitasfeltételekbdl allnak,
ekvivalencidtol elfekintve maris az dsszes fiiggetlen teljes részrendszereket adjak.

3. §. Egy segédtétel
Az 1. és 3. tételek 1° 4llitdsanak bizonyitdsdhoz kimutatjuk a kovetkez6
segédtételt :

Segédtétel. Az S, (v 23) halmaz asszociativitdsfeltételeinek a kom-
mutativ multiplikativ struktiurdkra vondtkozo minden olyan fiiggetien fteljes
részrendszere, amely kizdrdlag az S elemhdrmasaihoz tartozé asszociativitds-
feltételekbdl dll, tartalmazza az Osszes (a, a, b)-tipusti asszociativitdsfeltételeket.

.Bizonyitas. Tekintsiik az S’ (»=3) valamely tetszésszerinti (a, b, c)
elemharmasat. A segédtétel bizonyitisara meg fogunk adni egy olyan S.° kom-
mutativ multiplikativ strukturat, amelyben az Sty elemharmasai koziil egyediil
(a, a, b) nemasszociativ. Ezzel ki lesz mutatva, hogy az (q, q, b) elemharmas
asszociativitisa nem kovetkezik az Syp Osszes tobbi elemharmasainak asszo--
ciativitasabol. ’

Ebbél a célbél tekintsiik azt az Sy -et, amelyben a szorzas az

\ ab(=ba)=0bb=1,
xy=c minden mas esetben

egyenletekkel van definialva (ahol ¢ az S,-nek valamelyik tetszésszerinti tovabbi
eleme). ;
Konnydi latni, hogy azokra az (x,y,2) elemharmasokra amelyekben
x, ¥, z egyike sem a vagy b, korlatlanul (xy)z=x(yz) =rc érvényes, tehat az
1lyen (x,y,2) elemharmasok mind asszociativok. Elegend$ tehat azokat az
S-hoz tartozé (x,y, 2) elemhdrmasokat vizsgalni, amelyekben x,y, z mind-
egyike az a, b koziil valok, vagyis az (a, a, b) és (b, b, a) elemeket. Azonban

(aa)b=cb=c, a(ab)=ab=b;

(bbya—ba=>b, b(ba)=—bb=10.
Vagyis (a, a, b) nemasszociativ, (b, b, a) pedig asszoc1at1v Ezzel a seged—

tételt bebizonyitottuk. /
/

4. §. Az 1. tétel bizonyitasa (» = 4 eset) ¢

\
i

A 2. §-ban mondottak szerint az 1. tétel bizonyitasahoz elegendd kimu--
tatni a kovetkezd allitas helyességét:

Az S, (v =4) halmazbdl képezhetd kommutativ multiplikativ struktirdkra
vonatkozoan az asszociativitdsfeltételek Osszes olyan részrendszereit,. amelyek
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kizdrolag az S elemhdrmasaihoz tartozo asszociativitdsfeltételekbdl dlinak, a
kovetkezd modon kaphatjuk :
1°. Kivdlasztjuk az S,(r=4) halmaz gsszes (a, a, b)- tlpuszz asszocia-
tivitdsfeltételeit ; )
2°. Az igy kapott részrendszerhez hozzdvesziink még az (a, b, c)-tipus
minden egyes Cla, b, c] osztdlydnak (3. 1)-alakt elemhdrmasaihoz tartozé asszo-
ciativitdsfeltételek koziil kettot-kettot, tefszésszerinti modon*.

Latjuk, hogy ezek koziil az 1° 4llitds beune foglaltatik a 3. §-ban be-
bizonyitott segédtételben, s igy a tovabbiakban mar csak a 2° alhtassal ketl
foglalkoznung,

A 2° 4llitas a kovetkezd két részletallitasbol adddik:

2.1°. Barmely Cla, b,c] osztaly esetén az Si-ba tartozo (azaz (3.1)
alaku) elemharmasok koziil kettének az asszociativitdsabol a harmadiké is
kovetkezik ;

2.2°. Barmely Cla, b, c] osztély esetén az illetd osztaly egy (3. 1) alaka
elemharmasanak és az S5 nem C[a, b, c] osztalybeli 6sszes elemharmasainak
(beleértve az (a, b, c)-tipustiakat is) asszociativitdsébdl nem kovetkezik a
Cla, b, c] osztaly masik két (3. 1) alaka elemhdrmasdnak asszociativitasa.

_ A 2.1° allitas igazolasara tegyiik fel példaul, hogy a Cla, b, c] osztaly
(a, b,c) és (b,c,a) elemhdrmasai asszociativok, azaz, hogy

' (ab)c=a(bc) 4)
és’

_ (bc)a = b(ca). . (5)
Ezekb6l a kommutativitds felhasznalasaval. ‘

c(ab) = (ab)c=da(bc) = (bc)a = b(ca)= (ca)b,
azaz ‘
(ca)b = c(ab) (6)

kﬁvetkezik:' ami éppen (c, a, b) asszociativitdsat jelenti. Hasonléan lathato be,
hogy (5)-bdl és (6)-bol kovetkezik (4), valamint (6)-bol és (4)-bél kovet-
kezik (5).

A 2. 2° 4llitds bizonyitdsara megmutatjuk, hogy az S, elemeinek barmely
a, b,c kombinaci6jahoz megadhaté olyan S,°, amelyben a Cla, b,c] osztaly
hiarom (3. 1) alaki elemhdrmasa koziil tetszésszerint kivalasztott kettdé nem-
asszociativ, bar az S minden mas eleme asszociativ. Tekintsiik ehhez azt a
kommutativ SX(» = 4) struktrat, amelyben a szorzéas az

ac=bb="»> , ( 7
xy = d minden mas esetben |\ @)
* A tétel 2° allitdsanak végén ‘szerepld megszoritds ebben a fogalmazdsban onma- -

gatol elesik, mert a (3. 1) alakt elemhdrmasok kozott nincs ket olyan, amelyben az elemek
sorrendje éppen forditott lenne.
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egyenletekkel van definidlva (ahol d az S, valamely tetszésszerinti tovabbi
eleme).

Mivel az adott S;‘-ben (7) szermt ket elem szorzata sem g, sem ¢ nem
‘lehet, ezért (xy)z==0b akkor és csak akkor, ha xy=0b, 2 =0, azaz ha az

X=a,y—c, 2=20 . @81
X==¢ y=a, z2=20 (8.2)
xX=0b, y==0b, 2=10 (8.3)

esetek egyike all fenn; kiilsnben (xy)z=4d. A (8.1)-ben szerepld (a,c, b)
elemharmas azonban a Cla, b, c] osztalynak (3. 2) alakt eleme, a (8. 3) elem-
harmasa pedig (a, a, a)-tipusi. Ezek tehat nem tartoznak az S elemei kozé,
s 1gy kiviil esnek vizsgéalatunk koren A (8 2) -ben fellépd (c, a, b) viszont
S¥ beli elem. Ezek szerint az S,, elemeire

(ca)b=0b, de oy i

(xy)z=d' minden mas (x,y,2)€S5-ra. | © .

~ Ezzel szemben, x(yz) --fb akkor és csak akkor, ha x==08, y2=2,.

azaz ha az ,

xX==0, y=a, z=¢ ‘ (10. 1)
x=b y=¢2=a (10. 2)
Xs=b, y=>b, 2=10 (10.3)

esetek egylke all fenn; kiilonben x(yz)za’. A (10.1), (10.3)-ban fellepd
elemharmasok most sem elemei S D-nak (elobbi (3. 2) alaku, utobbi (g, a, a)
tipusu), a (10 2)-beli (b,c,a) ellenben S&5-beli elem. Az S elemeire tehat

b(ca)=">b, de "
x(yz)=d minden mas (x,y,z)e -ra, (1)

A (9) és (11) osszehasonlitdsaval adoédik, hogy a (7) Aaltal definialt
"SX-ben az S elemei koziil (b, ¢, a) és (c, a, b) nemasszociativ, minden mas
elem viszont asszociativ, amivel a 2° allitds, s vele az 1. tétel bizonyitasat
befejeztitk.

5.8 A 2. és 3. tételek bizonyitésa'(z'§3 eset)

Tekintsiik elészor a v = 1 esetet. Mivel az egyetlen S trividlisan asz-
szociativ, ezért a ,fiiggetlen teljes rendszer® {ires (s6t mar S is).
Legyen ezutdin » — 2. Az olvasé igen konnyen meggy6zodhetik arrol,
hogy a nyolc kommutativ Ss° koziil csupan az
' la b ‘ la b
alb a ) aib b

és
bla a bbb a

~

1
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‘Cayley-tabldkkal megadott két struktira nem félcsoport. Ezekben az S -ekben
pedig az - T .

. (a,a,b), (a,b,b), (b,a,a), (b,b,a) - (12)
.egyike sem asszociativ. Vagyis, ha egy (kommutativ) S5-ben a (12) egyik
.elemharmasa asszociativ, akkor az 6sszes tobbi is; ez pedig éppen a 2. tétel
helyességét jelenti. . ‘

Végiil ratériink a » = 3 eset targyalasara, azaz a 3. tétel bizonyitaséra.
A tétel 1° allitdsa ugyanazt mondja ki » — 3 esetre, amit az 1. tétel 1° alli-
‘tasa ¥ = 4 esetre. Mivel a 3. § segédtétele » — 3 esetre is szdl, ezért a 3.
tétel .1° allitdsa ugyanigy kovetkezik bel6le, mint az 1. tétel 1° &llitasa.

Marad tehat a 3. tétel 2° allitisdnak igazoldsa. Ez az 4llitds, hasonloan
.az 1. tétel 2° allitasahoz, két részre bonthatd:

2. 1°. Az asszociativitasfeltételek minden fiiggetlen teljes részrendszerének
(r = 3 esetén is) tartalmaznia kell (a, b, ¢)-tipusit asszociativitasfeltételt, mert
csupan az osszes (q, a, b)-tipusit elemek asszociativitisabol még nem kovet-
kezik az (a, b, c)-tipustiak egyetlen elemének asszociativitdsa sem.

2.2°. Az asszociativitasfeltételek -barmely fiiggetlen teljes részrendszere -
» =3 esetén csak egy (q, b, ¢)-tipusit asszociativitasfeltéteit tartalmaz, mert az
osszes (a, a, b)-tipusti elemek és egyetlen (a, b, ¢)-tipusu elem, pl. (c, a, b)
asszociativitisabol mar kovetkezik S5 (s vele egyiitt' Si”) Gsszes tobbi ele-
mének asszociativitasa is. :

A 2.1° kimutatdsdhoz tekintsik az

_lab ¢

‘alaac

bla b b (13)
. c c‘blc

Cayley-tablaval megadott struktirat. Ebben az a, b, ¢ elemek koziil barmelyik
kettd egy-egy kételemil részstruktirat alkot, mégpedig ezek a részstruktiirak
nyilvanvaléan asszociativok. Ez azt jelenti, hogy ebben a struktirdban minden
olyan elemharmas asszociativ, amely S;-nak legfeljebb két kiilonboz6 elemébdl
all. Ezzel szemben az S§ harom (a, b, ¢)-tipusti elemére (13) szerint

(ab)c=ac=c a(bc)=ab=a

(bo)a=ba=a b(ca)- bc=1b

(ca)b=cb="b c{ab)=ca=c
all fenn, amivel a 2. 1°-ben foglalt allitist kimutattuk.

A 2. 2° A4llitas igazolasa indirekt uton fog torténni. Legyenek az
Sy = {a, b,c} halmazbol képezett valamely kommutativ S5*-ben az .Sfi osszes
(a, a, b)-tipust elemei €és (c,a, b) asszociativ, €s tegyiik fel, hogy (a,¥,¢),
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(b, ¢, a) mégsem asszociativok, azaz o '
) (ab)c==a(bo), . (14)

- (bcya==b(ca). (15)

Az (ab)c a(bc), (be)a, b(ca) szorzatok értékének kiilonbozé megvalasztasa
révén eseteket fogunk megkiilonboztetni. A kommutativitds és (ca)b = c(ab)

miatt azonban a négy szorzat értékét nem vdlaszthatjuk akarhogyan Mert,
mar a kommutativitds miatt

a(be)==(bo)a; ' (16).
tovabbd, a (ca)b = c(ab) egyenletet is figyelembe véve
b(ca) = (ca)b ==c(ab) = (ab)c. 17y
A (14)—(17) szerint az alabbi hat esetet kell megkiilonboztetniink :
1. 2. 3. 4 5 6.
(@byc=- - a b b ¢ ¢ a
abey=-(bcya= b a ¢ b a c
b(ca) - a b b ¢ ¢ a

Latjuk, hogy a b és c¢ szerepének felcserélésével az 1 és 6, 2 és 5,
3 és 4 esetek feltételi egyenletei egymasba mennek at. Eszerint elegendd
ellentmondast megallapitani az 1, 2 és 3 esetekben.

- 1. eset. Ebben az esetben

(ab}c: a, (18. 1y
‘ a(be) = b, ' (18.2)
b(ca) —q. A (18 3)

Aleseteket kiilonboztetiink meg aszerint, hogy ab~ a, ab—: b vagy ab=c.

1.1. Ha ab==a, akkor (18.1)-bdl ac-- a kovetkezik, s igy (18.2)
folytan bc értéke sem b, sem ¢ nem lehet. Tehat bc = a, amibdl ismét (18. 2).
miatt aa = b. De akkor

(aa)c=bc==a, a(ac)=aa=="0,
tehat (a, a, c) nemasszociativ. Ez pedig ellentmondas a feltevéseinkkel.
1.2. Ha ab==»5, akkor (18. 1)-bdl :
bc = a, ' (19y

- ebbdl pedig (18.2) szerint aa — b kovetkezik. Ezekbdl az (a, a, b) tipus asz-
szociativitdsa folytan

b= (aa)b=a(ab)=ab b
iadédik.» Utobbibol a (19) figyelembevételével _
(bb)c=bc=a, b(bcy=ba=ab - b,
vagyis (b, b, ¢) nemasszociativitasa adodik, ami ismét ellentmondas.
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1.3. Ha végiil ab = c, akkor (18. 1)-bdl '
cc=a, (20y
(18. 2)-bol .
be4b 21
(18. 3)-bol pedig
ca=ac=+a (22)
adodik. De a (c, ¢, b) asszociativitisa miatt (20)-bol oo
c(ch) == (cc)b =ab =, (23)

ebbdl pedig (20) miatt cb (= bc)5=c adddik. Ez (21)-gyel egyiitt azt ]elentl

hogy
bec=a.

Ezért a (18. 2) figyelembevételével -
aa=>o. (24)
Fentiek szerint

b(ba) = bc—=a.
Kimutatjuk, hogy ezzel szemben

(bb)a + a.
Ugyanis :

Ha bb =—-a, akkor (24) szerint (bb)a =aa = b.
Ha bb -~ b, akkor az ab —c feltevés miatt (bb)a-ba == (.
Ha b6b-—c, akkor (22) szerint (bb)a = ca +a.
Mindhdrom esetben (b, b, ¢) nemasszociativ, azaz megint ellentmondéasra
jutottunk.

2. eset. Most

(ab)c - b, (25.1)
a(bc) = a, (25.2)
b(ca)="b. . (25.3)

Ismét harom alesetet kiilonboztetiink meg az ab értéke szerint.
2.1. Ha ab = a, akkor (25.1)-bdl
ac==. ~(26)

N bc==c¢
kovetkezik. Eszerint bc értéke a vagy b.

2.1.1. Ha most bc = a, akkor (25.2) szerint aa = a, s igy (26) figye--
lembevételével

Ebbél (25, 2) miatt

(aa)c=ac =10, a(ac)=ab=aq,
ami ellentmondas.
2.1. 2. Tekintsiik tehat azt az esetet, amikor bc=b. Az (a, a, c) asszo-
ciativitdsa és (26) miatt
(aa)c =a(ac) =ab=a. ‘ (27)
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Vizsgaljuk az aa szorzat értékét. Az elozbk szerint ez sem a, sem & nem
lehet. Mert aa = a esetén (27)-bdl ac = a kovetkeznék, ellentétben (26)-tal;
aa=>b esetén pedig (27)-b8l bc=a kovetkeznék, ellentétben a 2. 1.2-re
vonatkozd bc == b feltevéssel. Tehat
aa =-c.
Fentiek szerint azonban
(aa)b=cb=-b, a(ab)y=aa=c,

ami megint ellentmondas.

2.2, Ha ab=1»5, akkor (25.1)- bol bc=1>b, ebbd! pedig (25.2) szerint
«ab = a kovetkezik, ami ellentmondasban van az ab-—=b kiinduldsi feltétellel.

2. 3. Ha végiil ab==c, akkor (25. 2)-bél

bc==0, (28)
(25. 3)-bdl pedig _
ac=ca=a
kovetkezik. A (25.3) és (28) folytan tovabba
, ac==c.
Kovetkezdleg
ac == b. -
Ebb6l (25. 3) szerint
' bb — b, ' 29)
(25. 2) szerint pedig :
bc ¢
kovetkezik. Utobb1 eredményiinket (28)-cal osszevetve kapjuk, hogy
bc=a. (30)

A (29), (30) és az ab = feltevés miatt azonban
(bb)c =bc—=aq, b(bc) =ba==r,
s igy ujbdl ellentmondasra jutottunk.
3. eset. Ebben az esetben

, (ab)c=b, ' (31.1)
! a(be) =, | (31.2)
b(cay=b. (31. 3)

" Ismét harom alesetet kiilonboztetiink meg az ab értéke szerint.

3.1. Ha ab — a, akkor (31.1)-bdl ac—b adodik. A kettdbd! egyiitt
(31. 2) folytdn kovetkezik, hogy bc értéke sem b, sem ¢ nem lehet, tehat
bc == a. Ebbdl ismét (31. 2) szerint aa = c. De akkor

(aa)b—=cb=a, a(ab)=aa=c,
vagyis (a, a, b) nemasszociativ, a feltevéseinkkel ellentétben.

3.2. Ha ab =5, akkor (31.1)-bdl bc=">5, ebbdl pedig (31.2) folytan
ab = ¢ kovetkeznék, ellentétben az ab = b feltevéssel.
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3. 3. Ha végiil ab - c, akkor (31.1) szerint
cc==5, (32)
(31. 3) szerint pedig -
o ac —ca=a. ) (33)
Ezért az ac értéke b vagy c. p ‘

3.3.1. Ha ac —¢, akkor (32) és-a ba = c feltevés figyelembevételével

' (cc)a=ba=c, c(ca)=cc=1b

kovetkezik, ellentmondéasban (c, ¢, a) asszociativitasaval.
3.3.2. Ha viszont ac--- b, akkor (31.3) szerint

, bb = b,
(31. 2) szerint pedig
bc Fc.

(bbya—=ba=c, b(ba)=bcvy,
tehat (b, b, a) nemasszociativ.

A kapott ellentmondasokkal a 2.2° Allitas igazoldsat, s vele é\gyijtt a
3. tétel bizonyitasat befejeztiik.

Szegedi Tudomdnyegyefem
Bolyai Intézete.
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