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1. §. Bevezetés

A végtelen csoportok szerkezetére vonatkozo kutatasokban a legmélyebb
eredményeket eddig olyan csoportok tobbé-kevésbbé tag koreire sikeriilt
nyerni, amelyek bizonyos jellegzetes tulajdonsagaiknal fogva kozel allanak
vagy a véges csoportokhoz, vagy az (tetszéleges szémosségﬁ) Abel- féle cso- -
amelyekben barmely elemnek véges szamu kon]ugalt]a van, és amelyeket az
alabbiakban roviden véges oszfdlyd csoportoknak fogunk nevezni. Minthogy
egyfel6l minden véges csoport, masfel6l minden Abel-féle csoport véges
osztalyti csoport, a véges osztalyli csoportok kozos altalanositasat szolgaltatjak
a véges csoportoknak és az Abel-féle csoportoknak. Trividlis példakat kapunk
még véges osztalyl csoportokra tetszOleges Abel-féle csoport és tetszoleges
véges csoport direkt szorzatanak képzése utjan is. Latni fogjuk azonban (8. §),
- hogy mar két elemmel generalt véges osztalyu csoport is van, amely nem
allithato el6 ilyen trividlis konstrukcioval.
A véges osztalyu csoportok részletes és egységes elméletét eldszor
B. H. Neumiann [8] dolgozta ki, bar néhdny, a jelen dolgozatban is szerepld
eredmény mar Neumann dolgozatit megel6zden is szerepelt az irodalomban
€ csoportokra vonatkozolag [2], [5]. B. H. Neumann dolgozata nemcsak a véges
osztalyl csoportok 6nmagaban is fontos és érdekes elméletét tartalmazza és
vizsgalja ki messzemenden, hanem szamos alkalmazast is targyal, amelyek
mas irdnyt kutatisokban is nagy jelentdségiieknek  bizonyultak. igy meg-
emlithetjitk pl., hogy Neumann egyik eredménye a rendezett csoportok elméle-
tében talalt szamottev0 alkalmazasra [4], masfel6l R. Baer egyik tijabb tétele is
[1), [3], amiely sok fontos alkalmazédsa révén az utobbi évek csoportelméleti kuta-
tasaiban elért egyik legjelenttsebb eredménynek bizonyult, Neumann elméletének
keretében bizonyithatd be legegyszeriibben. Baer eme tétele azt mondja ki,
hogy ha egy tetszdleges csoportban a centrum indexe véges, akkor a csoport
kommutatorcsoportja véges. Jelen dolgozatunk egyik foeredménye ennek a
tételnek még a Neumann-félénél is egyszeriibb eszkozoket igénylé bizonyitasa
lesz (6. §), tovabba e tétel alkalmazdsa fu. G. Fjodorov egy egészen uj ered-
ményének igen egyszerii és rovid bizonyitasara- (7. §). Fjodorov tétele ugy szol,
hogy ha egy végtelen csoport barmely egynél tobb elemii alcsoportja véges
indexii, akkor a csoport ciklikus[7]. Fjodorov ezt a rendkiviil szép tételt
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O. Ju. Smidt egy igen mély tételének felhasznaldsaval bizonyitja, ugyhogy a.
jelen dolgozatban adott bizonyitds Fjodorov tétele elsd elemi bizonyitdsanak
tekinthetd. Egyébként Fjodorov tétele szdmos éven &t mint O. Ju. Smidt éltal
bizonyitasra kitiizott sejtés szerepelt, és ,dudlisa“ még most sincsen bebizo-
nyitva. Ez a sejtés 1gy szol, hogy ha egy végtelen csoport barmely valodi
alcsoportja véges, akkor a csoport C(p*) tipusti csoport, azaz izomorf az
osszes p-edik komplex egységgyokok multiplikativ csoportjaval, ahol p rog-
zitett torzsszam, mig n az osszes pozitiv egész szdm értékét felveszi. Ameny-
nyire nagy atiitGerejiinek bizonyult a véges osztalyli csoportok eimélete Fjo-
dorov eredményével kapcsolatban, annyira sajnalatos az emlitett dudlis sejtés
bizonyitdsahoz vezetd megfeleld elmélet hidnya. A sejtés még Abel-féle cso-
portok esetében sem trividlis. Erre az esetre Szélpdl Istvdnnak sikeriilt bebi--
zonyitania a sejtést [10].

A jelen dolgozat egyrészt tartalmazza a véges osztilya csoportok B. H.
Neumann-féle elméletét nagymértékben egyszeriisitett és elemivé tett formaban,
masrészt Gjabb eredményekkel is egésziti ki ezt az elméletet. Ami Neumann
targyaldsanak egyszeriisitését, illetve elemivé tételét illeti, megemlitjiik, hogy
Neumann targyalasa két ponton vesz igénybe nem elemi eszkozoket. Egyik
ilyen mozzanat Neumann targyaldsdban Schreier egy mély tételének alkalma-
zasa, amely azt mondja ki, hogy végesen generalt csoport centruma is végesen
generdlt, amennyiben a centrum indexe véges. Mi a jelen dolgozatban el tudjuk
kertilni e tétel alkalmazdsat, mert e tétel véges osztalyti csoportokra vonatkozo
specialis esetére igen egyszerii bizonyitdst adunk (2.§). A masik nem elemi
mozzanat Neumann bizonyitdsaiban az, hogy kénytelen kibdviteni az alapulvett
csoportot, mégpedig ,azonositott alcsoporttal bird direkt szorzat“ konstrukci6ja
utjan. Ez egy nagyfontossagu csoportelméleti konstrukcid, amely a legutobbi
évek irodalmaban szamos jelentds alkalmazédsra talalt, azonban nem mondhato
elemi jellegiinek, és csoportelméleti konyvekben eddig még nem hozzaférhetd.
A jelen dolgozatban egészen mas tton targyaljuk az elméletnek ezt a részét,
és sikeriil elkeriilniink mind az alapulvett csoport kib6vitését, mind altalaban
~a bonyolultabb csoportkonstrukciokat. Az emlitett egyszeriisitések Neumann
targyaldsanak olyan nagymértékii atalakitasat tették lehet6vé, hogy a két tar-
gyalasi mod kozott az egyetlen lényeges kozds mozzanatot . Schur egy
klasszikus modszerének alkalmazasa jelenti [9], amelyet mi a 3. §-beli 3.3.
segédtétel bizonyitisanal alkalmazunk. Igy a jelen dolgozat a csoportelmélet
legegyszeriibb alapfogalmainak ismeretében teljesen megértheto.

Fjodorov tételének mar emlitett bizonyitasa mellett (7. §) 11j eredményeket
tartalmaznak a jelen dolgozatban azok a vizsgdlatok, amelyek tisztizzdk a
szerepld tételek megforditasanak, ‘illetve élesitésének lehetoségeit (8. §).

Annak, hogy egy csoport mennyire all kozel az Abel-féle csoportokhoz,
bizonyos értelemben ,mértéke“ a csoport centruma, illetve kommutatorcsoportja.
Espedig annal k()zelf:bb esik egy ‘csoport az Abel-féle csoportokhoz, minél
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Lkisebb“ a kommutatorcsoportja (magahoz a csoporthoz viszonyitva), illetdleg
minél ,nagyobb“ a centruma, azaz minél kisebb a centrum indexe a cso-
portban. Ezért varhato, hogy a véges osztalyn csoportok bizonyos tulajdonsagai
tiikrozddnek a csoport centrumdra, illetve kommutatorcsoportjara vonatkozo
tételekben. Valoban, latni fogjuk, hogy egy csoport mindig véges osztalyu,
ha centrumanak indexe véges, vagy ha kommutatorcsoportja véges (2. §6. §).
A 8. §-ban azonban megmutatjuk, hogy e két elegendd feltétel egyike sem
sziikséges. Az emlitett allitdsok ugyanis csak végesen generdlt csoportok esetén
fordithatok meg. Masrészt az is kiadodik Neumann elméletébol, hogy véges
osztalylt csoport kommutdtorcsoportjtban minden elem véges rendii (3. §).
A 8. §-ban megmutatjuk, hogy ez a sziikséges feltétel dltalaban nem elegend®
ahhoz, hogy egy csoport véges osztilyd csoport legyen. Ezek az eredmények
kézenfekvévé teszik azt is, hogy milyen alapon lehetséges a véges osztilyu
csoportok elméletében annak a nagyfontossigl Baer-féle tételnek igazolasa,
mely szerint hogyha egy csoport centruméanak indexe véges, akkor a csoport
kommutatorcsoportja véges (6.§). A 8. §-ban azt is megmutatjuk, hogy Baer
eme tétele nem fordithato meg; a tétel megforditdsa csak végesen generdlt
csoportokra bizonyithaté (6. §).

A. G. Kuros nyoman lokdlisan végesnek neveziink minden olyan cso-
portot, amelynek véges szamu eleme mindig benne van a csoport egy véges
alcsoportjaban [6]. Ez a fogalom rendkiviil nagyfontossadgu a végtelen csoportok
modern strukttiraelméletében, és ezzel kapcsolatban fennall Burnside ama
hires, mindmaig igazolatlan sejtése, hogy minden olyan csoport lokalisan
véges, amely csak véges rendii elemeket tartalmaz. Azt, hogy a véges osztalytt
csoportok kozel allanak az Abel-féle csoportokhoz, mutatja az a tétel is, mely
szerint véges osztalyi csoportban a véges rendil elemek mindig alcsoportot,
mégpedig lokdlisan véges alcsoportot alkotnak (4. §).

A véges osztalyti csoportok elméletének fontos alkalmazdsaként nyerjiik
majd az.5. §-ban Dicman kovetkezd tételét: Egy tetszbleges csoport elemeinek
valamely véges részhalmaza akkor és csak akkor van benne.a csoport egy
véges normalosztojidban, ha a részhalmaz csak véges rendil elemekbd! all, és
ezen elemek mindegyikének csak véges szamu konjugdltja van a csoportban [5].

Most még roviden vazoljuk azt az utat, amelyen haladva a jelen dolgo-
zatban felépitjiik a véges osztdlyt csoportok elméletét (2—4.§). A mi tar-
gyalasunkban az elmélet kozéppontjit az a tétel alkotja, mely szerint véges
osztilyi csoportban a kommutatorcsoport csak véges rendil élemeket tartalmaz
(lasd a fotételt a 3. §-ban). Ehhez a fOtételhez a kovetkezd uton jutunk.
El6szor megmutatjuk, hogy a fotételt elegendd végesen generdlt csoportokra
bebizonyitani. Egy végesen generalt véges osztdlyti G csoport centrumiban
mindig van olyan csupa végtelen rendii elemekbdl ail6 A alcsoport,
amelynek G-beli r indexe véges. Ekkor G barmely elemének r-edik hatvanya
A-ban van. A 3. §-ban (lasd 3. 3 segédtétel) bebizonyitjuk, hogy G-beli elemek
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tetszOleges szorzatdt szabad gy emelni r-edik hatvanyra, hogy a szorzat
minden tényezojét kiilon r-edik hatvanyra emeljiik. Ez a leglényegesebb tj
mozzanat Neumann elméletének altalunk adott felépitésében, és ebb8l mar
viligos, hogy (G kommutéatorcsoportjdban barmely elem r-edik hatvanya
egyenlé az egységelemmel, hiszen G barmely elemének r-edik hatvinya mar
G centrumaban van. .

2. §. Elézmények

Ebben a §-ban 6sszefoglaljuk azokat az alapvetd tényeket, amelyekre a
véges -osztalyil csoportok elméletét a 3. és 4. §-ban felépitjik. A barmely
csoporteiméleti konyvb6! ismert legegyszeriibb segédtételeket csupadn meg-
emlitjiik, bizonyitas nélkiil.

MindenekelStt a hasznalt jeloléseket €s elnevezéseket soroljuk fel. Cso-
portokat latin nagybetiikkel, csoportok elemeit pedig az a, b, .. ., g kisbetiikkel
fogjuk jeldlni; az utébbiakat gyakran indexekkel ellatva is alkalmazzuk. A tobbi
latin kisbetii raciondlis egész szamot jelol. Abel-féle csoporton kommutativ
csoportot .értiink. Egy csoportot akkor neveziink végesen generdlfnak, ha meg-
adhato véges szamu elem a csoportban agy, hogy ezek egyidejilleg nincsenek
benne a csoport egyetlen valodi alcsoportjdban sem. A jelen §-ban alkalmazni

fogjuk a végesen generalt Abel-féle csoportok j6lismert alaptételét, mely szerint.

egy ilyen csopqrt mindig elballithatd véges szamu ciklikus csoport direkt
szorzataként. Ebb6l a ténybdl mi annyit hasznalunk fel, hogy barmely végesen
generalt Abel-féle csoport egy véges csoport €s egy torzidmentes csoport
direkt szorzata. Torziomentesnek az olyan csoportot nevezziik, amelyben nin-
csen az egységelemtdl kiilonbdzé véges rendii elem. Az olyan csoportot
viszont, amelyben barmely elem véges rendi, forziocsoportnak hivjuk. Vegyes
csoport az olyan csoport, amely nem torziocsoport, de nem is torziomgntes
csoport. Egy csoport mindazon elemei, amelyek egy adott elemmel felcserél-
het6k, alcsoportot alkotnak, s ezt az alcsoportot az adott elem normalizdfordnak
nevezziik. Egy csoport centruma a csoportnak azokbol az elemeibél all, ame-
lyek a csoport barmely elemével felcserélheték. Ha a, b tetszbleges elemei a
G csoportnak, akkor az
la, b] =a'b'ab

elemet az a,b elemek kommutdlordnak nevezziik. A G csoport G'-vel jelolt
kommutdtorcsoportja az az alcsoport (-ben, amelyet G Osszes kommutatorai
generdlnak. Egy csoportban a centrum és a kommutétorcsoport mindig nor-
maloszt6. Az Osszes szerepld csoportok egységelemét (félreérthetdség veszélye
nétkiil) 1-gyel jeldljiik.

Az elemekbdl ismeretes a kovetkezd

2. 1. segédtétel. Egy csoport valamely eleme konjugdltjainak szdmos-
sdgdt az elem normalizdtordnak indexe adja meg.
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Ebbél kovetkezik, hogy a véges osztdlyti csoportok azzal a tulajdon-
saggal jellemezhetdk, hogy barmely elemiik normalizatora véges indexii a cso-
portban. Minthogy egy csoport centruma megegyezik az dsszes elemek nor-
malizatorainak kozOs részével, nyilvanvald a kovetkezd tétel helyessége, amely
elegendd feltételt ad arra, hogy egy csoport véges osztalyn csoport legyen:

2.2. segédtétel. Ha egy csoport centrumanak indexe véges, akkor a cso-
port véges osztdlyu csoport.

Ez az elegendd feltétel azonban Aaltaldban nem sziikséges, amint a 8.

-§-ban latni fogjuk. A 2.2. ségédtétel allitdsat csupdn végesen generalt cso-
portok esetén tudjuk megforditani:

2. 3. segédtétel. Végesen generdit véges osztdlyu csoport centruma véges
indexii. ’

Bizonyitds. Legyen (G végesen generdlt véges osztalyd csoport, és tekint-
silk G egy véges generatorrendszerét. Vildgos, hogy G centruma a tekintett
generatorrendszer elemeihez tartozé normalizatorok kozds része. Minthogy G
véges osztalyu csoport, ezek a normalizatorok véges indexii alcsoportok G-ben.
Masfelol véges szami véges indexii alcsoport kozos része is véges indexil
alcsoport, mivel a kozos rész indexe nem lehet nagyobb a szerepl6 alcsopor-
tok indexeinek szorzatanal. Ezért a 2. 3. segédtétel helyes.

-2.4. segédtétel. Végesen generdit véges osztdlyi csoport bdrmely véges
indexii alcsoportja végesen generdlit csoport.

Bizonyitds. Legyen G végesen generdlt véges osztalyu csoport, és legyen
H véges r indexii alcsoport G-ben. Ha G valamely rogzitett véges generator-
rendszeréhez hozzdvessziik az abban szerepldé elemek inverzeit, majd az igy
kibovitett elemrendszerhez hozzavesszitk még valamennyi abban szerepld elem
Osszes konjugdltjat is, akkor, minthogy G véges osztdlyu csoport, még min-
dig véges .
| 808 (1)
generdtorrendszert kapunk, amely azonban mar barmely elemével egyiitt annak
inverzét és valamennyi konjugaltjat is tartalmazza. Alkossuk,kK meg az Osszes
. olyan legfeljebb r tényezsis

@,a,.. .4 (ai=—g;; k=r) 2
szorzatokat, amelyeknek barmely a; tényez6je az (1) alatti elemek koziil valo.
(Ugyanaz az elem tobbszor is szerepelhet tényezOként, és a tényezék sor-
rendje lényeges.) Az igy megalkotott (2) alatti szorzatok halmazat jeloljiik
K-val. K nyilvan véges halmaz. A 2. 4. segédtételt gy Dbizonyitjuk be, hogy
megmutatjuk : @ K halmaz H-ba tartozé elemei generdljgk a H alcsoportot.
Ennek igazolasa céljabdl tekintsiik a H alcsoport tetszbleges & elemét.

" Mivel ez eleme a G csoportnak, felirhaté olyan

b—=bb,...b,  (bEH) | (3)

O
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szorzatként, amelynek valamennyi b; tényezbje az (1) alatti elemek koziil valo.
Azt, hogy a (3) alatti b elem elbdllithatd a K halmazbdl vett elemek szorza-
taként, s szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk be, feltételezve tehat az elo-
allithatosagot olyan (3) alatti szorzatokra, amelyek s-nél .kevesebb .tényez6t
tartalmaznak. Nyilvan elegendd az s> r esettel foglalkoznunk, hiszen s=r
esetén a /-ba tartozd (3) alatti & elem mar maga is a K halmaz egyik eleme..
Minthogy s >r, az's szamu

by, bib,, ..., byb,...b,

elem kozott van két olyan, amely G-nek a H élcsoport szerinti  kifejtésében:
ugyanabba a jobboldali mellékosztalyba esik. Ennélfogva ha bbl . b, és
blbz .~ burw ilyen elemek, akkor a

c==busr... b €H 4y

szorzat H-beli elem. A (3) alatti b elemet igy-is irhatjuk:
b=0bi...0.Cburp1...bs=- ‘
e [ B1Y o (€ 10uC)-Buress - - - Bi]. ©y

Minthogy & és ¢ a H alcsoport elemei, a szogletes zarojelbe tett szorzat is
H-ba tartozé elem. Masfel6l e’ szorzat s-nél kevesebb (1) alatti tényez6 szor--
zata, hiszen nemcsak mindegyik b;, hanem valamennyi ¢i'b;c elem is el6for-
dul az (1) alatti elemrendszerben. Ezért indukcios feltevésiink alapjén a szog--
letes zardjelbe tett szorzat elédllithatdo a K halmaz bizonyos elemeinek szor-
zataként. Ugyanez all az s-nél szintén kevesebb tényezét tartalmazo (4) alatti
¢ elemre is, azaz egyszersmind- (5) alapjan a H-bdl tetszélegesen kiszemelt b
elemre is. Ezzel a 2. 4. segédtétel bizonyitasat befejeztiik.
' A 2.4, segedtételt vegesen generalt véges osztalyt csoport centrumdéra
alkalmazva nyerjiik a kovetkezo6t:

2, 5. segédtétel. Bdrmely végesen generdlt véges osztalyu G csoport--
nak van olyan véges indexii torziomentes A alcsoportja, amely G centru--
mdba esik. .

Bizonyitds~ Legyen -G végesen generdlt véges osztalyn csoport. A 2.3..
segédtétel szerint a G csoport Z centrumanak G-beli r indexe véges. Ezért
a 2.4. segédtétel értelmében Z végésen generalt Abel-féle csoport. Mint ilyen,
a végesen generalt Abel-féle csoportok alaptétele szerint Z eldallithatd egy
véges csoportnak és egy A torziomentes csoportnak direkt szorzataként. Ha
az emlitett véges csoport rendje s, akkor a G csoport centrumdban fekvd A
torziomentes csoport (G-beli indexe nyilvan rs, azaz véges. Igy a 2.5. segéd-
tételt bebizonyitottuk.

» A 2.5. segédtétel fontos 1épést jelent a kovetkez6 §-ban targyalando-
fotétel bizonyitdsdban. Az aldbbi segédtétel mas irdnybol késziti elo a véges
osztalyi csoportok elméletének felépitését.
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2. 6. segédtétel. Egy tefszoleges csoport kommutdtorcsoportja akkor és
csak akkor torzidcsoport, ha a csoport bdrmely végesen generdlt alcsoportjdnak
kommutdtorcsoportja torzidcsoport.

Bizonyitds. Nyilvan elegendd a segédtételnek azt az allitdsat igazolni, -
hogy amennyiben egy G csoport barmely végesen generdlt alcsoportjanak
kommutatorcsoportja torzidcsoport, akkor G’ is torzidcsoport. Ez azonban
nyilvdnvald, hiszen G’ barmely eleme véges szdmi kommutdtor szorzata, s
igy benne van G egyik végesen generdlt alcsoportjinak kommutatorcsoport-
jaban.

Az igy igazolt segédtétel alapjan a 3. §-ban targyalandd fétételt tetszo- .
leges véges osztalyt csoportok helyett elegendd lesz végesen generdlt véges.
osztalyli csoportokra bizonyitanunk.

2.7. segédtétel. Ha egy G csoport kommutdiforcsoportja torzidcsoport,
akkor G véges rendii elemei csoportot alkotnak.

Bizonyitds. Legyen a G csoport G' kommutatorcsoportja torzioesoport,
€s tekintsiik a G csoport két tetszoleges a és b véges rendii elemét. Elég azt
megmutatnunk, hogy a-b véges rendii elem, mert az nyilvanvalo, hogy véges
rendii elem inverze is véges rendii. Jeloljik m-mel az a és b elemek rend-
jének legklsebb kozos tobbszoroset. Ekkor

(@ab)"=a"b"c=rc,
ahol ¢ a G’ kommutatorcsoport eleme, minthogy az (ab)" szorzat tényezbinek
az a"b" alakhoz vezetd atcsoportositisindl barmely két szomszédos elem fel-
cserélésekor egy kommutator-elem 1ép fel, amelyet a felcserélt elempar utan
irhatunk. Masfel6l feltevésiink szerint G’ torzidcsoport, azaz van olyan n ter-
mészetes szam, amelyre ¢" = Ennelfogva

(ab)")ﬂ . — 1"
s ezzel a 2.7. segédtétel bizonyitasat befejeztﬁk.
Minden tovabbi nélkiil vildgos, a kovetkezd segédtétel helyessége :

2. 8. segédtétel. Ha egy G csoportban a véges rendii elemek a H al-
csoportot alkotjdk, akkor H karakterisztikus alcsoportja G-nek, és a G/H
~ Jaktorcsoport torzidmentes. -

Konnyen bizonyithatd a kovetkezd segédtétel is:

2.9. segédtétel. Egy csoport akkor és csak akkor véges osztdlyi cso-
port, ha van olyan generdtorrendszere, amelynek bdrmely eleme véges szdmu
konjugdlttal bir a csoportban.

Bizonyitds. Migthogy egy véges osztilyi csoport Osszes elemei a cso-
portnak olyan generatorrendszerét alkotjdk, amely rendelkezik a segédtételben
megfogalmazott tulajdonsaggal, elegendd azt megmutatnunk, hogy egy ilyen
tulajdonsagii generdtorrendszer létezése esetén a csoport véges osztilyt cso-
port. Ez viszont nyilvanvalo abbol, hogy a csoport tetszbleges eleme felirhatd
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olyan (véges szdmiu tényezo6t tartalmazod) szorzatként, amelyben mindegyik
tényez0 a tekintett generatorrendszer eleme, vagy generatorelem inverze. Mint-
hogy pedig szorzat konjugaltja megegyezik a tényez6k megfeleld konjugalt—
jainak szorzatival, és a tényezOk konjugdltjai foltevésiink szerint csak véges.
szamban vannak, nyilvanvalo, hogy a kiszemelt elemnek is csak véges szamu.
konjugaltja van a csoportban, azaz a csoport véges osztdlyn csoport.

3.§. A fotétel

Ebben a §-ban az eddigi segédtételekre tdmaszkodva az 1. § végén:
vazolt uton bebizonyitjuk azt a tételt, amely targyaldsunkban f6tétel jelentdsé-
gével bir, s amely azt mondja ki, hogy véges osztdlyu csoport kommutdtor—
csoportja mindig torzidcsoport. (Lasd az alabbi 3.5. tételt) Ezt elészor arra
az esetre igazoljuk, amikor a csoport végesen generalt csoport. Ebb6l mar
konnyen adodik a tétel helyessége tetszoleges véges osztalyu csoportokra.

Jeloljpn G e § folyaman mindvégig tetszGleges végesen generalt véges.
osztalyti csoportot. A 2.5. segédtétel alapjan tudjuk, hogy van G-ben olyan:
véges m indexii A torzidmentes alcsoport, amely G centrumiba esik..
Kozvetlen célunk annak kimutatdsa, hogy G-beli elemek tetszbleges szorzatat
szabad ugy emelni m-edik hatvanyra, hogy a szorzat mindegyik tényezdjét
kiilon m-edik hatvanyra emeljiik. Ezt az aldbbi elsé hdrom segédtételben bizo-
nyitjuk be.

Minthogy az A alcsoport G centrumdban van, A normalosztdja G-nek..
Az m elemii G'A faktorcsoport elemeit jeloljik gorog kisbetiikkel. E faktor-
csoport elemei G-nek A szerinti mellékosztilyai, és ha G valamely g eleme
a o mell€kosztilyba esik, akkor az elemet jelol6 g betiit a ¢ indexszel latjuk
el. Legyenek g, és g, tetszbleges elemei G-nek. Mivel G barmely elemének
m-edik hatvdnya A-ba tartozd elem, a

\ (€e8o)" = .08y g0 (6)
egyenlettel definidlt a, - elem is eleme A-nak. Megmutatjuk, hogy ez az a,, +
elem kizarolag a o, o0 mellékosztalyoktol figg, s fiiggetlen attol, hogy e mel-
lékosztalyokbol melyik g,, illetve g, elemet vdlasztottuk ki. Amennyiben
ugyanis az emlitett mellékosztilyokbdl g, és- g, helyett a g; =a,g,, ill.
ge=a,g8, elemeket valasztjuk ki (itt @, és a, az A alcsoport alkalmas elemei,
‘azaz G centrumaban vannak), akkor a

sm

(£:85)" =087 85
egyenletet kielégitd a; . elemre vonatkozolag azt taldljuk,s hogy

ao g = (qogg)m g, " ',) m__ _ (algo . aggo)m '(a2go) (U] ) m__
n n - m -m
= a0 a3 (gogo)" @™ " 4" go" =
nu m nt m m

m n -
aaa @ -(bgg,,) 8o +Go T g a,
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azaz a, , valoban csupdn o-t0l és o-tol fiigg. A most kovetkezd harom segéd-
tétel az igy értelmezett a, ., elemekbdl allé (nyilvanvaloéan véges) ,faktorrend-
szerre“ vonatkozik. Célunk annak igazoldsa, hogy valamennyi a, . elem meg-
egyezik a G csoport egységelemével. EbbOl ugyanis (6) alapjan mar kozvet-
leniil adodik a G-beli elemek szorzatanak m-edik hatvanyra valé emelésével
- kapcsolatos fentebb emlitett torvényszeriiség. Az alabbi segédtételek bizonyi-
tasaban igen lényeges lesz az a tény, hogy az elébb bevezetett faktorrendszer
a,, o elemei valamennyien az A alcsoportban vannak, s ebbdl kivetkezdleg egy-
feldl centrum-elemei G-nek, mdsfeldl amennyiben valamelyikiik nem egység-
elem, akkor végtelen rendii.

3.1. segédtétel. A G'A faktorcsoport bdrmely o, o, v elemeire érvényes az

ao, 6 oot == Qg a1* Ug, ¢ (7)
dsszefiigges.
A bizonyitds kozvetleniil adodik a

(8o 88" = (80 80) )" = o, s - (080" 81" =
5 :aov,-r'ao,ag’é'-gi}'-g’," '
€S »

(808:8)" = (80(8:8))" =000 (88" =
= g, 0" o * Ao,1° Lo " &r =g, 00* Ao Lo Lo " Lo

egyenletek Osszehasonlitasabol.

m

3.2 segédtétel. Ha o és o felcserélheti elemei’ a G/A faktorcsoport-
nak, akkor a, .=1.
Bizonyitds. A (6) alapjan azt kell megmutatnunk, hogy oo == gg esetén

Lo 8o = 8o Lo | (8)
Minthogy ¢o = 0o, van olyan A-beli a elem, amelyre
Lo 8o = U8a Lo )

teljesiil. Ennélfogva
-1

g? gog@ = agﬂ)
azaz

1y . m
(8e 8o 8o )" = (2ga)",
-1
8085 & —4a" g,
m m ht

g = a g,

at =1,
mivel a és gy az A alcsoportba, s ezért G centrumdba esé elemek. Az igy
nyert @” =1 egyenletbdl a--1 kovetkezik, mivel A egyetlen véges rendii
eleme az egységelem. Igy (9)-bél (8) helyessége nyilvanvald, ami egyszersmind
a 3. 2. segédtétel bizonyitasat jelenti.



136 ERDOS JENO

3.3. segédtétel. Az dsszes a,, elem megegyezik a csoport egyseg-
elemével.

Bizonyitds. Legyen .o tetszbleges rog21tett eleme a G A faktorcsoport-
nak, = pedig fussa be e faktorcsoport Osszes elemeit. Az igy ad6dé m szamu
a,,. elem szorzatit jeloljilk a(e)-val:

ate) = 11 a.. - (10)

(E szorzat tényezdinek sorrendje nem jon szamitasba, hiszen az dsszes ténye-
z8k G centrumdnak elemei.) Irjuk fel rogzitett o, 0 elemek esetén a G A
faktorcsoport valamennyi = elemére a (7) Osszefiiggést. Ezek megfelel6 oldalait
bsszeszorozva €s a (10) jelolést alkalmazva azt taldljuk, hogy
a;ia-(l(()()')———a(())-a((f), (11)
minthogy ¢-val egyiitt ov is befutja a GA faktorcsoport 9sszes elemeit, mind-
egyiknek értékét pontosan egyszer véve fel. A (11) Osszefiiggésbol a 3. 2. segéd-
tétel felhaszndldsaval azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy a G/A faktor-
.csoport felcserélhetd ¢, o elemeire mindig
_ a(e0) = a(9)- a(o).
Alkalmazzuk ezt rendre a o =9, 0 =:¢% ... esetekben; azt kapjuk, hogy
- a(o®) == a(e)’; '
| a(e?) = a(e-¢) =a(0)  a(e") = a(o)’;

3

a(gm) ::la(g)m . (12)
Mivel pedig o™ =1, és a 3.2. segédtétel, valamint (10) figyelembevétélével
azt nyerjiikk, hogy a (1) megegyezik a G csoport egységelemével, a {12)
egyenletbdl kovetkezdleg a G;A faktorcsoport barmely o elemére a(o)” = 1.
Ekkor viszont a(¢) = 1, minthogy a(o) az A alcsoport eleme, és ebben egyediil
az egységelem véges rendii. Az igy nyert eredményt a (11) Osszefiiggésre
alkalmazva

g o =1

adodik, amib8l az kovetkezik, hogy a, , megegyezik a G csoport egység-
elemével, mivel a, , a torzibmentes A csoport eleme. Ezzel a 3. 3. segédtétel
bizonyitasa befejezést nyert.

Az eddigiekbd! mér konnyen adédik a

3. 4. segédtétel. Végesen generdlt véges osztdlyti csoport kommutdtor-
csoportja torziécsoport.

Bizonyitds. Tekintsitk az el6bbiekben mar szerepld végesen generalt
véges osztadlya G csoportot, és tartsuk meg a jelen § tobbi jeloléseit is.
A 3. 3. segédtételbdl (6) figyelembevételével az kovetkezik, hogy a G csoport
barmely g,, g, elemeire

(g0 &) = & ¢
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all. Ennek az Osszefiiggésnek érvényessége a tényezOk szama szerinti teljes
indukcioval kiterjesztheté akarhany tényez6jii szorzatra is, tgyhogy igaz a
kovetkezd allitas: a G csopgyt tetszileges elemeinek szorzatdt szabad igy
emelni m-edik hatvdnyra, hogy a szorzat tényezdit kiilon-kiilon m-edik hat-
vdnyra emeljiik. Alkalmazzuk ezt a szabalyt a G’ kommutatorcsoport tetszbleges
¢ =|ay, b] c.=al' bita b, ...
elemére. Azt talaljuk, hogy ennek az elemnek m-edik hatvanya, azaz
M=a"b"al' by ...

egyenld a G csoport egységelemével, minthogy a G centrumaba esd

- HE

a;”, by, ... m-edik hatvanyok egymassal felcserélhetok. Ennélfogva a G’ cso-
portban barmely elem m-edik hatvinya az egységelemmel egyenld, s ezzel
a 3. 4. segédtételt bebizonyitottuk.

3. 5. tétel. Bdrmely véges osztdlyu csoport kommultdtorcsoportja torzio-
csoport. .
Bizonyitds. Tekintsiink egy tetszbleges véges osztalyl csoportot. Mint-
hogy ennek barmely végesen generdlt alcsoportja szintén véges osztalyt cso-
port, a tétel helyessége minden tovdbbi nélkiil kovetkezik a 3.4. és 2.6.
segédtételekbdl.

4. §. A véges osztalyn csoportok tulajdonsagai

A jelen §-ban az eldrebocsatott segédtételek alkalmazasaval levezetjiik a
fotételbdl a véges osztalyn csoportok legfontosabb tulajdonséagait.

4.1, tétel. Bdrmely torziomentes véges osztdlyn csoport Abel-féle.

A bizonyitds azonnal adodik a 3. 4. f6tételbdl, minthogy annak kovet-
keztében véges osztalyt torzidmentes csoport kommutatorcsoportja egyelemii.

4,2, tétel. Véges osztdlyu csoportban a véges rendii elemek egy karak-
terisztikus alcsoportot alkotnak, mely. szerint képezett faktorcsoport torziomentes
Abel-féle csoport.

Bizonyitds. Legyen G tetszbleges véges osztalyli csoport. A 3.5. fotétel,
tovabbd a 2.7. és 2.8. segédtételek alapjan nyilvanvald, hogy G véges rendii
elemei G-nek .valamely H karakterisztikus alcsoportjat alkotjdk, és a G H
faktorcsoport torzidmentes. Minthogy tovdbba a 3.5. fbtétel szerint G'< H,
vildgos, hogy G H Abel-féle csoport.

4. 3. tétel. Véges rendii elemekkel generdlt véges osztdlyu csoport mindig
torzidcsoport.

Bizonyitds. Tekintsiink egy véges rendii elemekkel generélt véges osztalyu .
csoportot. Ebben a véges rendil elemek a 4. 2. tétel szerint alcsoportot alkot-
nak, amely nem lehet valodi alcsoportja az egész csoportnak, minthogy az
utobbi generdlva van az Osszes véges rendil elemekkel.
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4. 4. tétel. Végesen generdlt véges osztdlyt csoportban a véges rendit
elemek véges alcsoportot alkotnak.

Bizonyitds. Legyen G végesen generélt, véges osztalyu csoport. Elegend6
azt megmutatnunk, hogy G-nek csak véges szamu, véges rendii eleme van,.
az ugyanis, hogy ezek alcsoportot alkotnak, mar kovetkezik a 4. 2. tételbdl.
A 2.5. segédtétel szerint van G-nek olyan véges indexii torzidmentes A al-
csoportja, amely G centrumaba esik. Azt fogjuk megmutatni, hogy G-nek
A szerinti barmely mellékosztalyaba legfeljebb egy véges rendii elem esik.
E célbdl tegyiik fel, hogy ¢ €s d olyan véges rendii elemei G-nek, amelyek
ugyanabba az A szerinti mellékosztalyba tartoznak. Ekkor c¢— ad, ahol a
alkalmas A-beli elem. Ha az n természetes szam kozos tobbszorose ¢ és ¢
rendjének, akkor ¢"=d"==1, s igy a c=ad egyenlet alapjan azt kapjuk, °
hogy ¢" =-a"d", azaz '

a' =1, (13), .
mivel a a G csoport centrumanak eleme. Masfeldl azonban A-r6l azt is tadjuk,
hogy torzidmentes csoport, és igy (13)-bol a =1 kovetkezik. Ennélfogva azt
nyertiik, hogy c=d, s ezzel bebizonyitottuk, hogy G-nek A szerinti barmely
mellékosztalydba legfeljebb egy véges rendii elem esik. Minthogy pedig A
indexe (-ben véges, igy G csak véges szamu véges rendli elemet tartal--
mazhat. Ezzel a 4. 4. tétel bizonyitisit befejeztiik.

4, 5, tétel. Véges szdmi, véges rendu elemmel generdlt véges osztdlyi
csoport mindig véges.

A bizonyitds ugyanugy torténik, mint a 4. 3. tétel bizonyitdsa.

4, 6. tétel. Véges osztdlyi csoportban a véges rendii elemek lokdlisan
véges alcsoportot alkotnak.

Bizonyitds. Azt kell megmutatnunk, hogy véges -osztilyi csoportban
véges szamu, véges rendii elem mindig benne van egy véges alcsoportban.
Ez azonban nyilvanvaléan kovetkezik a 4. 5. tételbdl, minthogy véges osztalyu
csoport barmely alcsoportja szintén véges osztdlyti csoport. '

5. §. Csoportok véges normalosztéi

Ebben’ a §-ban bebizonyitjuk Dicman emlitett tételét, s e tetel néhany
alkalmazasat. Dicman tétele a kovetkezd [5]:

5.1. tétel. Egy csoport elemeinek valamely véges részhalmaza akkor és
. csak akkor van benne a csoport egy véges normdlosztdjdban, ha a részhalmaz
csak véges rendii elemekbol dll, és emez elemek mindegyikének csak véges
szdmiu kenjugdltja van a csoportban.

.

Bizonyitds. Minthogy az emlitett feltételek sziikségessége nyilvanvalo,
csupan ezek elegenddségét kell bizonyitanunk. E célbol tekintsiik egy G cso-
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port elemeinek olyan V véges részhalmazat, amely csupa véges rendii elembol
all, és a részhalmaz mindegyik elemének csak véges szami konjugaltja van
a csoportban. Ekkor a V halmazhoz hozzavéve elemeinek Osszes konjugaltjait,
olyan V’ véges elemhalmazt kapunk, amelyben béarmely elem rendje véges.
Ennélfogva a V' halmaz elemei a 4.5. tétel szerint egy véges H alcsoportot
generdlnak a G csoportban, minthogy H a 2.9. segédtétel alapjan nyilvan
véges osztalyu. csoport. Masfel6l az is vildgos, hogy H normadloszté6 G-ben.
Ezzel Dicman tételét bebizonyitottuk.

5.2. tétel. Egy G csoport bdrmely eleme akkor és csak akkor tartozik
véges normdlosztéhoz a csoportban, ha G véges osztdlyu torzidcsoport.

Bizonyitds. Az el6z6 tételt egyelem(i részhalmazra alkalmazva, azt nyerjiik,
hogy a G csoport barmely eleme akkor és csak akkor van benne G véges
normdlosztéjaban, ha G mindegyik eléme véges rendii, és mindegyik elemnek
. csak véges szamu konjugaltja van G-ben, azaz ha G véges osztalyu torzio-
. csoport.

5.3. tétel. Legyen n rogziteft természetes szdm. Ha valamely G csoport
véges szdmu n-edrendii elemet tartalmaz, akkor ezek G-nek egy véges karak-
terisztikus alcsoportjat generdljdk.

A bizonyitds kozvetleniil adodik az 5. 1. tételb6l, minthogy egy csoport
Osszes n-edrendii elemeinek halmaza nyilvan tartalmazza barmely elemmel
egyiitt annak valamennyi konjugaltjat is. Hogy a csoport n-edrendii elemei
altal generalt véges normalosztdo karakterisztikus alcsoportja a csoportnak,
abbdl kovetkezik, hogy n-edrendli elemet a csoport barmely automorfizmusa
ismét n-edrendit elembe visz at.

Végiil ugyancsak az 5.1. tétel alkalmazdsaként kapjuk a kovetkezot:

5. 4. tétel. Ha a G csoport véges szdmii véges rendli elemet tartalmaz,
akkor ezek az elemek egy H karakterisztikus alcsoportot alkotnak G-ben, és a
G'H faktorcsoport torziomentes. :

Bizonyitds. A G csoport Osszes véges rendii elemei olyan halmazt
alkotnak, amely barmely elemével egyiitt annak Osszes konjugaltjat is tartal-
mazza. Ha tehat ez a halmaz véges, akkor a halmaz altal generalt H alcsoport
az 5. 1. tétel szerint véges, s igy ez a H alcsoport sziikségképpen egybeesik
G osszes véges rendii, elemeinek halmazdval. — Nyilvanvald, hogy H karak-
terisztikus alcsoportja G-nek, és G/H torzidmentes.

6. §. Csoportok centrumanak és kommutatorcsoportjanak kapcsolata

E § fécélja R. Baer emlitett nagyfontossagt tételének bizonyitdsa. EI6bb
azonban igazoljuk a kovetkezd tételt, amely elegendd feltetelt ad meg arra,
hogy egy csoport véges osztdlyi csoport legyen.
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6. 1. tétel. Ha egy G csoport kommutdtorcsoportja véges, akkor G véges
osztdlya csoport.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a G csoport kommutétorcsoportja véges,
€s legyen a tetszOleges rogzitett eleme a G csoportnak. Megmutatjuk, hogy
a-nak csak véges szdmu konjugaltja van G-ben. Az a elem barmely konjugaltja

| glag=a(a'g'ag)=ala gl |
alakban irhaté, ahol g végigfut G Osszes elemein. Minthogy azonban az
[a, g] kommutator-elem feltevésiink szerint csak véges szama elemen fut at,
vilagos, hogy a kiszemelt a elemnek csak véges szamu konjugéltja van.

Végesen generalt csoportokra a 6. 1. tétel allitisa megfordithatd, azaz
a benne szerepld feltétel sziikségesnek is bizonyul ahhoz, hogy egy csoport
véges osztalyu legyen : _

6. 2. tétel. Végesen generdlt véges osztdlyti csoport kommutdtorcsoportja
véges. :
A bizonyitds kozvetleniil adodik a 3.5. és 4. 4. tételbol.
Most bebizonyitjuk Baer tételét [1], [3]:

6.3. tétel. Ha egy csoportbun a centrum indexe véges, akkor a csoport
kommutdtorcsoportja véges. !

Bizonyitds. Tegylik fel, hogy a G csoport centruma véges mdexu Ekkor
a 2.2. segédtétel szerint G véges osztalyt csoport. Igy a 3. 5. tételt alkalmazva,
azt nyerjiik, hogy a G’ kommutatorcsoport torzicsoport, s minthogy G’ alcso-
portja a véges osztilyi G csoportnak, G’ maga is véges osztilyli csoport.
Ennélfogva csak gzt kell még megmutatnunk, hogy G’ végesen generdlt cso-
port, mert akkor a 4.5. tételb6l kozvetleniil kovetkezik G’ végessége. Azt
viszont, hogy a G’ kommutatorcsoportot véges szamu elem generalja, kbnnyen
belathatjuk. Ha ugyanis G centrumanak indexe r, és, g,,8,,...,8» egy
teljes reprezentansrendszere G-nek a centrum szerint, akkor nyilvan legfel-
jebb r* szami kiilonbozd [g:, g«] kommutator alkothaté e rendszer elemeibdl.
De ezek mdr kimeritik G Osszes lehetséges kommutéatorelemeit, mert a [g:, gi]
kommutator nyilvan nem valtozik meg, ha a g; vagy a g, elemet kicseréljiik
olyan elemmel, amely az illet6 elemmel megegyezd mellékosztdlyba tartozik
a centrum szerint. Ezzel Baer tételének bizonyitasat befejeztiik. '

Baer tétele is megfordithato végesen generdlt csoportokra :

6. 4. tétel. Ha a végesen generdit G csoport ' kommutdtorcsoportja
véges, akkor G centrumdnak indexe G-ben véges.

Bizonyitds. Legyen a végesen generdlt G csoport kommutatorcsoportja
véges. Ekkor a 6. 1. tétel szerint G véges osztaly csoport. [gy az igazoland6
allitas helyessége kozvetleniil kovetkezik a 2. 3. segédtételbol.
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7. §. Fjodorov tétele

E § egyetlen célja Ju. G. Fjodorov kovetkezd tételének [7] bizonyitasa :.
7. 1. tétel. Ha egy végtelen G csoport bdrmely egynél tobbelemu alcso-
portja véges indexii, akkor G ciklikus csoport.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy G olyan végtelen csoport, amelyben barmely
egynél tobbelemii alcsoport véges indexii. Ekkor barmely elem normalizatora

véges indexii G-ben, ugyhogy a 2.1. segédtétel szerint G véges osztalyu

csoport. Mésfelol G torzidmentes csoport, mert az egységelemtdl kiilonbozo
barmely eleme végtelen rendii, hiszen ellenkez6 esetben az iMetd elem altal
generalt ciklikus csoport nem lehetne véges indexii a végtelen G csoportban.
Ennélfogva G torzidmentes véges osztilyt csoport, s igy a 4. 1. tétel szerint
Abel-féle. Minden tovabbi nélkiil vildgos az is, hogy G végesen generalt

csoport, hiszen bdrmely, az egységelemtdl kiilonbozo eleme véges indexil -

ciklikus alcsoportjat generalja. Igy a jolismert alaptétel szerint a végesen
generdlt torzidmentes Abel-féle G csoport véges szamit végtelen ciklikus
csoport direkt szorzata. De csak egyetlen végtelen ciklikus csoportbdl allhat
G emez eldéllitisa, mert ha egynél tobb végtelen ciklikus csoport direkt
szorzata volna G, akkor tartalmazna végtelen idexii végtelen alcsoportot Ezzel
- Fjodorov tételének bizonyitdsat befejeztuk

8. §. Az eredmények élessége

Ebben a §-ban megmutatjuk, hogy a megel6z6 §-ok eredményei nem
élesithetok. Legel6szor azonban példat konstrudlunk olyan véges osztalyi
csoportra, amely neim allithato el6 Abel-féle csoport €s véges csoport direkt
szorzataként. Tekintsiik az a és b elemekkel generdlt G = {a,b} csoportot
amely az :

alblab=c¢, =1, ac=ca, bc=cbh (14)
defipialo relaciok alapjan van meghatdrozva. Ebben a G csoportban a véges
rendii elemek a kételemit {c} ciklikus csoportot alkotjak. Nyilvanvalo, hogy
{c} egyszersmind a G csoport kommutatorcsoportja is. Minthogy (14) szerint

blab=ac,
azaz :

b-1a?b = (b'ab)’ = (ac)* = a’c® = a?,
azt talaltuk, hogy a* a G csoport centrumaban van. Ugyanigy lathatjuk be,
hogy b* is G centrumahoz tartoz6 elem. Ebbdl kovetkezik, hogy a G-csoport
centruma két végtelen ciklikus csoport direkt szorzata, t.i. az
(@) x{b*}

direkt szorzat, s igy a centrum indexe G-ben 4. Eszerint G véges osztalyu
csoport. G azonban nem allithaté elé véges csoport és Abel-féle csoport
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direkt szorzataként, mert ez annyit jelentene, hogy G maga is Abel-féle
csoport, hiszen G véges rendii elemei egyik el6bbi megjegyzésiink szerint
Abel-féle csoportot alkotnak. ’

E példaval kapcsolatban természetszeriien felmeriil az a probléma, hogy
milyen médon lehetne bizonyos fokii attekintést szerezniink az 6sszes végesen
generalt véges osztalyti csoport szerkezetérdl. Eredményeink a végesen generélt
véges osztalyu csoportok kétféle leirasat teszik lehet6vé, a Schreier-féle cso-
portbdvités fogalméanak segitségével, s ezek mindegyike elég mély bepillantast
nydjt e csoportok szerkezetébe. Mivel a 2.5. segédtételben szerepld A csoport
végesen generalt torzidmentes Abel-féle csoport, azaz véges szamu végtelen
ciklikus csoport direkt szorzata, vagy — mint mondani szokas — véges rangu
szabad Abel-féle csoport, e segédtétel szerint a végesen generalt véges osztalyi
csoportok leirhatok a kovetkezoképpen : Bdrmely végesen generdlt véges
osztdlyu csoport egy véges rangt szabad Abel-féle csoport centrdlis Schreier-
Jéle bivitése egy véges csoporttal. A 4.2. és 4. 4. tételekbdl viszont az kovet-
kezik, hogy bdrmely végesen generdlt véges osztdlyii csoport egy véges csoport
Schreier-féle bovitése egy véges rangu szabad Abel-féle csoporttal. [Az, hogy
egy végesen generdlt véges osztalyt csoportnak a csoport véges rendil ele-
meibdl 4&llo karakterisztikus alcsoport szerinti faktorcsoportja véges rangi
szabad Abel-féle csoport, onnan kovetkezik, hogy ez a torzidomentes Abel-féle
faktorcsoport (lasd a 4.2. tételt) végesen generdlt csoport homomorf képe,
azaz maga is végesen generalt.] _

_ Mint lattuk, ahhoz, hogy egy csoport véges osztilyn csoport legyen,
elegendd, ha centruma véges indexii, vagy ha kommutitorcsoportja véges
(2. 2. segédtétel, 6. 1. tétel). Lattuk. azt is, hogy -ezek barmelyike sziikséges
feltétel is, ha végesen generdlt csoportokra szoritkozunk (2. 3. segédtétel, 6. 2.
tétel). Most ellenpélda segitségével megmutatjuk, hogy az emlitett feltételek
csak végesen generdlt csoportok esetén sziikségesek ahhoz, hogy a tekintett
csoport véges osztalyu legyen, dlfaldban nem. Tekintsiik e célbdl nem-Abel-
féle véges egyszerii csoportok szigortian ndvekvd rendii

G, Gy, G, . .. .
végtelen sorozatat (pl. az n-edfoka A, alternalé csoportokat n-—=15,6,7,...
esetén). E végtelen sok csoport D direkt szorzatanak centruma egyelemii,
kommutatorcsoportja viszont egybeesik az egész csoporttal, minthogy ugyan-
ezek a megallapitasok érvényesek a G, direkt faktorokra. A D csoport centruma
tehat nem véges indexii, s a D’ kommutatorcsoport nem véges, sot tartalmaz
tetszblegesen €loirt természetes szdmnal nagyobb rendii elemeket. D azonban
véges osztalyti csoport. Ez abbdl kévetkezik, hogy D barmely eleme benne van
mar véges szami G, direkt faktor direkt szorzatdban, s igy a tekintett elem
normalizatora tartalmazza a ,tobbi“ G, direkt szorzatat, azaz véges indexii.

Végiil megmutatjuk, hogy a Baertd! szarmazo6 6. 3. tétel is csak végesen
generalt csoportokra fordithatd meg (6. 4. tétel). E célbol olyan végtelen G
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csoportot konstrualunk, amelyben a centrum indexe nem- véges, a G’ kommu-
tatorcsoport viszont véges. Sot példank olyan lesz, hogy a G csoport centruma

_€s kommutatorcsoportja ugyanaz a véges alcsoport. Legyen p rogzitett torzs-

szam, és tekintsiik a végtelen sok b, @, a,, a;, . .. elem altal generalt csoportot
a kovetkezd definiald relacidkkal : )

b —al =a) = - =qal = = 1;
a:b-- ba,; (i=1,2,3,...);
Q. A; ba,—am..; (l,k: 1, 2, 3,)
Minden tovabbi nélkiil vilagos, hogy e G csoport kommutdtorcsoportja a p
elemii {b} ciklikus csoport. De konnyen belathatjuk azt is, hogy G centruma
is {b}, mer{ G barmely {b}-n kiviiles6 eleméhez talalhatd vele fel nem
cserélheté elem (-ben.

Debreceni Tudomdnyegyetem
Matematikai Intézete.
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