GYOKOK LINEARIS KOMBINACIOIROL
FRIED ERVIN

¢ _

Erdekes probléma azt megvizsgalni, hogy a racionalis szamokbol vont
gyokok kozott milyen oOsszefiiggés allhat fenn. E kérdéssel mér tobben is
foglalkoztak ;' mi a kovetkezOkben egy ennél altalanosabb problémat fogunk
tekinteni, amennyiben nem korlatozzuk vizsgédlatainkat a raciondlis szamtestre,
mindossze azt a megszoritast fogjuk tenni a szobanforgl testekrdl, hogy ne
tartalmazzanak mas egységgyokot, mint + 1-et (ilyen pl. minden formaélisan
valos test). Megjegyezziik, hogy az itteni bizonyitdis nemcsak hogy nem
egyszeriisudik, ha csupan a racionalis szamtestet tekintjiik, *hanem nem is
vihet6 keresztiil. Eredményiinknek alkalmazasat is adjuk egy W. Sierpinski
altal felvetett problémdra.

1. Be fogjuk bizonyitani a kovetkezd tételt:
1. tétel. Legyen adva egy K test; tekintsiik a

ny 1] *
ala, + +alar=e=0 (¢, a,€K) (1)
kifejezést, amely «-nak legrovidebb elddllitdsa abban az értelemben, hogy
’ll’, n ”k

kevesebb ¢, | a, tag dsszege mdr nem lehet . Amennyiben K(Ja,, ..., Va.) nem

iy,

tartalmaz + 1-t6l kiillonbozé egységgyokot, akkor Va, €K(e), (r—=1,...,k).
2. A tétel bizonyitdsahoz eldrebocsatunk négy lemmat.

1. lemma. Legyen a€K, és K(J/a) ne tartalmazzon 4 1-t6l kiilonb6z6
egységgyokst. Ha az x"—a polinom reducibilis a K felett, akkor 1étezik n-nek

&
oly k> 1 osztéja, hogy Ja€K.

Ez esetben azt fogjuk mondani, hogy V’E' a K-ban redukdlhatd.

n

Bizonyitds. A 9=} a jeloléssel a reducibilitds alapjan
Xt —q == [_{(x—e" 9) =g (x)-h(x),,

1 Ehhez vonatkozd irodalom megtalalhaté Obldth Richdrd cikkében : Gyokmennyisegek
aritmetikai sajatsagairél, Az Elsé Magyar Matemetikai Kongresszus Kozleményei (1952),
445—450.
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ahol g(x), h(x)€K|x], grg(x)=1,grh(x)=1,# =1. Nyilvan ‘
g =11 x—#9), h(x)=II"(x—e9),

ahol J] (x—e N I (x—e9)= [ ] (x—#9). A konstans tagok egybeve-
r=1
tésébol : :
69" =g0)=bCK, 69" =h(0)=c€K, dhol &l —g =1 és u+r=n.

Mivel K($) nem tartalmaz =+ 1-t6l kiilonboz6 egységgyokot, ezért 6= b és

U3
T

&=-— csak 1 lehet. Ha s és t olyan egészek, melyekre (u, v) —us+vt=n’,

ahol n’|n és n'<n, akkor 3’”=j:b=b’€1(, ¥ =+c==c €K alapjan
. k

d=-b"-¢'€K. Azonban kn'— n, ahol k|n, k>1, és igy d=9" =] a€K.

2. lemma. Ha L= K(}/ a) nem tartalmaz - 1-t6l kiilonb6z6 egységgyokot
és x"—a irreducibilis K felett, akkor minden 4 test, melyre KSAJ4<&L,

k
A==K(|/a) alakii, ahol k|n.
Bizonyitds. Legyen 9= a, és s az a legkisebb természetes szam, melyre
9 € 4. Nyilvan ekkor K(9°) C 4 is fennall. 4 = K(9°)-re igaz, hogy?® [L: A]-=s,
hiszen [4:K) :%. Az xX’— 9" egyenlet irreducibilis kell hogy legyen A felett,
mert, ha reducibilis lenne, akkor az 1. lemma alapjan lenne oly k > 1 szam, melyre

k|s és 9¥ €4, ami ellentmond s minimalis voltanak. Igy azonban [L : 4] —=s— '
=[L: ], és 4SS 4 miatt 4= 4, amivel allitdsunkat igazoituk. >

v

m m

3. lemma. Legyen | a€ K(J/b), és K(/b) ne tartalmazzon + 1-t6l kiilon-
boz6 egységgyokot. Amennyiben x*—a és x"—b egyike sem reducibilis K

felett, akkor [ a€K(}b).

Bizonyitds. A 2. lemma alapjan K(Ja)= K(J/b) (n’|m); és a testfok
egyértelmiisége folytin — mivel x"—a és x™—b irreducibilis a K felett —

n’ =n. Vagyis [ a € K(|/b).

4. lemma. A 3. lemma feltételei mellett Ja—=c(J/b), ahol c€K és
o<l<m. ‘ -

2 [L:K} az L testnek a K testre vonatkozd fokat jelenti.
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. Bizonyt’ta’s A 3. lemma alapjan } a€ K(J/b). Ha erre az esetre ki tudjuk

mutatm hogy Va —c(V b) (c€K, 0< < n), akkor a 4. lemma esetevel is kész

m ”

lesziink, mert f—c(Vb) »,ahol c€K és 0< l—<m Itt 7 egesz, mivel

az elem foka osztéja a test fokdnak (ez egyebkent a 3 lemma bizonyitasabél
is kideriil).
Mmdenekelott arra az esetre bizonyitjuk lemmankat, mikor n—p prim-

szam. Most V—EK([’b) miatt

Va=s(®),  anol [@€K, gri<p-
Ha f(x)=cx' (c€K, O<l<p) készen vagyunk Kimutatjuk, hogy f(x)==cx'

nem allhat fenn. Ugyanis l b gyoke az [f(x)]"—a polmomnak és igy
[f)]' —a=(x"—b) g(x), (g€ K[x])-
Ha x helyébe ex-et tesziink (e?=1):

[f(ex)]"—a=(x"—b) g(¢x),

amibol
[f(eV 8)]"—a=0, ill [f(V b)) =I[f( V_)]p
mivel [f(zi/E)]"za. Ennélfogva

¢f (Vb) fe V-)
Marmost, ha f(x) # cx', akkor h(x)== &f(x)—f(¢x)==0, ahol h(x) €K()[x]),

grh(x)<p és h(l/b)-—O Ez pedig azt jelenti, hogy az x?—b polinom a
K(e) test felett reducibilis. Azonban K(¢) a K-nak Galois-bovitése, és igy
" x?—b csupa azonos fdku faktorra esik szét K(e)-ban. Tekintettel arra, hogy
p primszam, a faktorok csak linedrisak lehetnek, amlbol kovetkezik, hogy

l/ b€ K(s). Ez azonban lehetetlen, hisz: gr]/— =p és [K(s) Kl<p. fgy n=
primszam esetére a lemma bizonyitva van.

Legyen most n Osszetett szam, és tegyiik fel, hogy n va10d1 osztdira az
allitist mar bizonyitottuk. n ilyen alakban irhaté: n=pe, ahol p<nv<n
és p primszém '

LaGK(]/b) miatt ]/aEK(Vb) is igaz. De akkor a 3. lemma alapjan
kapjuk : .

Vack(/5),

ahonnan n valodi osztéira vonatkozé feltételiink alapjan arra jutunk, hogy

Va=d({/ by, ahol d€K és 0<s<w.
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Mindkét oldalbol p-ik gyokodt vonva:

-
» n

Va="Jaqsy,

p_
ahol }d értéke a lehetséges p szamu érték koziil egyértelmilen meg van
hatdrozva, mert

Ya=Jd ek
(V by

és ez utobbi test nem tartalmaz + 1-t6l kiilonboz6 egységgyokot. Innen a 3.

P _ P P
temma alapjan }/d € K(J b) adédik. Ha }/d € K, készen vagyunk. Ha nem, akkor
x?—d szintén irreducibilis K felett, és igy a primszdm esetére bizonyitottak
alapjan - ¢

» »
Vd = ('Y, ahol c€K, 0<t<p.
Ekkor azonban

L y N _ " "
Va=c(Jb)-(Vb) —=c(V &)™,

‘ahol 0<f=p—1 miatt O<et=vp—r, ésigy O<s< e alapjan O <vt-+s<pv,
- —  vagyis:

n

Va==c(} by, ahol c€K, 0<I<n.
Ezzel a 4. lemmaét is bebizonyitottuk.

3. Ezekutan a tételt k-ra, vagyis a gyokok szamara vonatkozo teljes
indukcioval fogjuk bizonyitani.
k= 1-re az allitis helyessége nyilvanvalo.
Tegyiik fel, hogy k tagra igaz az Adllitas, (k-4 1)-re nem (k=1). Ez
esetben (1) igy alakul: -
LI N+l '
cll/al+"'+ck+l V—(I_I-ZT:“#O (¢, . €K). )
Feltehetjiik, hogy a gyokdk K’ = K(«)-ban mér nem redukalhatok. Ekkor (2)
igy irhat6:
e ot w_
aVa -+ e Vo =e—ala (¢r, 3, €EK).
A tétel feltételei nyilvian a jelen esetben is érvényben maradnak.
Ekkor azonban a teljes indukcios feltétel alapjan:

Va: €K' (J a,) (=2,...,k+1).
Mivel feltettitk, hogy K’-ben mar egyik gyok Sem redukalhaty, igy a 4.lemma
alapjan : ,

Va, = ci({ a,)", ahol ci€K’ és 0=, <n,.

1
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— A =cé =1 jelolés mellett (2) ekkor a kovetkezd alakban irhato:

k41 1y

‘ 2 (fa)i—e=0,  ahol ¢ =cici€K és 0=L<n.
=1

k+l1
Tekintsiik ezek utan a ¢ (x) = D' ¢’ x' — e polinomot. Nyilvan ¢(x) € K’ [x],
i=1

.
ny

@(fa,) =0 és gr¢(x) < n,. Ezenkiviil, mivel g(x)-ben elstfokii tag szerepel
(i=1 esetén) és ennek egyiitthatoja nem lehet O (hiszen feltettiik, hogy az
(1) elbdllitds a legrovidebb), ezért ¢(x)==0 is igaz. Ezekbdl azonban kovet-
kezik, hogy x™—a, reducibilis K’ felett, ami az 1. lemma alapjan ellentmond
a (2) utdni feltevésnek.>* Q.e.d.

4. Most pedlg megoldjuk az emlitett feladatot, melyet W. Sierpinski
vetett fel.

3 n
A feladat a kovetkezd: Meghatarozandé az ¢ —14)24-V3+---4+Vn

algebrai szamnak a racionalis szamtest feletti foka. (Itt /i mindig az x—i=0
-egyenlet pozitiv valos gyokét jeloli) Be fogjuk bizonyitani:
’ Fad

2. tétel. Az a=1-+}2+---+Vn algebrai szdm foka:
gre= Hpﬂ(p)r

P < o
p=prim

/8

ahol H(p) =2 /t(p )+ 0,, t(x) az x-nél nem nagyobb primszdmok szdma;
k=1

o

5. El6szor is kimutatjuk, hogy « benne van abban a testben, melyet ugy
kapunk, hogy a raciondlis szdmtesthez a kovetkez6 algebrai szdmokat adjun-

d,=0, ha p ] és 0,==1 mdskor.

‘N" 171
3 Az e=0 esetben egészen kis valtoztatassal kapjuk, hogy Va;,=d;Va;, ahol
k
Zc.-d,»zo, vagyis; hogy barmely két gyok linedrisan 6sszefiigg.
-g—=1

4 Tekintettel arra, hogy a tétel feltételei igazak maradnak, ha a szerepld testek for-

. on
malisan valésak, igy minden formalisan valos testre igaz a tétel. Igaz viszont az R(Y—2)
testre is, hol R a racionalis szdmtest, bar e test nem formalisan valés, mint ezt (Y —2)°-1°-=—1
mutatja.

Megemlitjiik az elsO tételnek azt a kévetkezményét is, hogy a tétel allitasaibol konnyen
. leolvashaté feltétel mellett (pl. a valés szamok korében maradva) lineéarisan fiiggetlen gyokok
adjunkciéja helyettesithetd tetszoleges linedris kombindciojuk adjungalasdval.
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gljuk (p, g primek):

P — ,
] Vg, ahol gqpi=n<qp é p==q;
qk+1 .
l Vg, ahol gii=n<g+® és g g k+1; )
qk

Vq, ahoP gh'=n< g és gk 1.

Nyilvén elegendd bizonyitani, hogy ekkor |/i is adjungalodik (i==1,2, ..., ).
. Legyen pj---ps- az i kanonikus el6allitdsa. Ekkor elegendd annak a bizonyitasa,

hogy a (3) alatti szamok adjungéléséval V})T: (=1,...,r) is adjungélédik,

hisz ekkor ezek szorzata : 1/1 is adjungalodni fog.
Legyenek ¢y, ...,°c, olyan raciondlis egészek, melyekre [(cl,p,—l) és]

&El

.
p’l‘h. . .pir‘

(j,l:1,2,...,r)-

algebrai szamok adjungéldsival keletkezo test tartalmazza Vi -t. Ezek a szamok
pedig benne vannak a (3) alatti szdmokat tartalmazé testben. Ugyanis, ha
o |
Jj==1, tekintsiik az adjungalt |/p.-t, ahol piv. p.=n < pirip,. Tekintettel arra,
. ‘ Sia 1)"!
hogy p,pt|i és i =n, igy p,py' = p,pjt, vagyis s, =k, tovabba p 4 l/p =
nek hatvanya, ezért ppl valéban adjungalédott.
Vizsgéaljuk most azt az esetet, amikor /=j. Ha p, olyan prlmszam
pk1+1
melyre pht' = n < phi* és p,¥k+1, akkor Vp, -t ad]ungaltuk Mivel p3i|i és-
3%
i=n, igy pi=n, amibsl s, =k +1 kovetkezik. Ez esetben azonban p,”
pk:+1 .
ismét Vp -nek hatvanya tehat eleme a szobanforgs testnek.

Marad végiil az az eset, mikor /==j, de p; olyan primszam, melyre-
pitt =n<pii*® és p;|k+1. Ekkor ismét igaz, hogy pj = n. Amennyiben-
s; <K, +‘1 az okoskodas ugyantgy torténik, mint az el6bb. Ha pedig s, = k +1
akkor pjp "j—nél a kitevdben p;-vel egyszeriisithetiink. Ezaltal visszajutottunk
arra az esetre, mikor sj<kj+1.’ Tehat evvel allitasunkat maradéktalanuk

bebizonyitottuk.

5 Ez az egyenlbtlenség a q.q* << n < qg++! alakban is irhato.
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6. Most bebizonyitjuk, hogy ha a raciondlis szdmtesthez adjungaljuk e-t,
akkor az igy kapott testben a (3) alatt emlitett gyokok mindegyike szerepelni fog.
) A gyokok pozitivitasa alapjan konnyen meggyozOdhetiink arrol, hogy «
eloallitisara érvényesek az elsod tétel feltételei Ekkor az 1. tételt (ha ¢;=1,

a; == n;==1i) alkalmazva, kapjuk, hogy Vz €R(e) (i =n). -

Valasszuk i-t p*-nak, ekkor Vp’"GR(cz) (p*=n). Legyen most
qpk b

i=qp-=n< qp’+1 (p==q). Ekkor [qp*€ R(a) és anndl inkabb ]/qp’ € R(w).

])

De p*=n miatt | p* € R(c), igy a kettd hanyadosa Vq € R(), ahol qri=n<qp.
Ha a p*=n < p*! altal definialt k—ra (k, p) =1, akkor Vp’“ER(a) alapjan
" t-edik hatvanyra emelve kovetkezik, hogy VpER(a) ahol f a kx=1 (mod p")

pk-1
kongruencia gyoke. Amennyiben (k, p) = p, akkor (k—1, p) = 1 és |/ p* 1€ R(«)
pk~1_ .
is fennall, ebbél pedig analég médon | p€ R(«) adédik.
gy tehat kimutattuk, hogy e« ad]unkcm]a helyettesntheto a (3) alatti
kifejezések adjungalasaval.

7. Most bebizonyitjuk, hogy ezen gy6kok adjunkciéjanal a fokszamok
Osszeszorzodnak. El0szor azt igazoljuk, hogy azonos alapu gyokok adjunkcidja
ugyanazt eredményezi, mintha azt a gyokot adjungdljuk, melynek alapja a
szobanforg6 alap, és gyokkitevdje a szerep16 gyOkkitevok szorzata:

K({/p, .. l/ p)=— K(l/ D) (K tetszOleges test).
Ez rogton kovetkezik abbol, hogy a szereplé gyokkitevok paronként relativ

m j

primek. Tehat }p; alaka gyokoket kell adjungalni, ahol p; (j=1,2,...)
végigfut az n-ig terjed6 0sszes primszdmokon.

my mji_1

Tegyik fel, hogy Riy=R(p:, ..., Vi) és [Ri-r: R]=my--my.q, de

Ri=R; I(Vp7) -re [R;:Rj.1] < m;. Ekkor az x"i — p; polinom reducibilis az R;_
test felett, és igy az 1. lemma szerint létezik olyan m egész, melyre m|m;, m > 1

m ny

és Vp;€R; 1. Mivel R, -nek egy bazisa az | p szamok (/=j—1) hatvany-

m By

szorzataibol all, ezért | p;=—c,-+ > ¢, )/a, alakban irhaté, ahol az a, egészek

primtényezdi p,, p., ..., pj—1 koziil valdk és c,-k raciondlis szamok.

"

Feltehetjiik, hogy ez [/ p;-nek a ,legrovidebb* ilyen eldallitasa, és ekkor

ny,

(feltehetjiik, hogy Ja, nem redukalhaté a raciondlis szamtestben) az 1.

11 Matematikai és Fizikai Osztaly Kozleményei.
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Ty m

tételt alkalmazva kapjuk, hogy |'a,€R()p;). Ennélfogva a 4. lemma alapjin

*
Ny m

N\ \ Va. = c(/ b)), ahol c€R és O<l<m.
Emeljitk mindkét oldalt n,m-ik hatvanyra, majd tavolitsuk el a torteket.
Vizsgaljuk meg most p; kitev6jét mindkét oldalon. Kozvetleniil belathatd, hogy
p; kitevdje a baloldaion =0 (mod n,m) (a, nem tartalmazza p,-t!), a jobb-
oldalon = n,I/(mod n,,m), ami 0 <! < m miatt lehetetlen.

8. Megaliapitottuk tehat, hogy « foka egyenid a (3) alatti gyokkitevok
- szorzataval.
Vizsgaljuk meg most, hogy egy a gyokkitevoben szereplé p primszédm
milyen hatvanyon fordul el6.
Legalabb az els6 hatvanyon annyiszqr fog szerepelni, ahdny ¢ primszdmra

. . . . n . e n
igaz, hogy pg=n, vagyis ahany primszam 7-1g talalhato :T(?)-SZEI‘.

1l

Legalabb a masodik hatvanyon :z -}-)”—J ~szer, s. i. t.

Az 5 labjegyzet alapjan ezen q primszamok kozé a p|k-+1 esetben maga
a p primszam is beszamithato, mig, ha p .k k+1, a p kitevije egy esetben még

1-gyel nagyobb lesz. Igy egy fix p primszdm kitevoje u(p)= > (%) +d,,

k=1
1

ahol d,=0, ha p’

¢

log n

, és d0,=1 mdskor, mint azt allitottuk. %"
log p

log n
logp

7 Megemlitjiik, hogy érdekes a hasonlatossag ezen e« szam foka, és n! Legendre-féle
alakja kozott. Az utobbiban ugyanis az x-nél nem nagyobb primszamok szama: = (x) helyébe
az x-nél nem nagyobb szamok szdma: [x] lép (a J,-t8] eltekintve).

. -

¢ Ha pt+1 < n < p*+?, akkor k41 =l
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