MOMENTUMPROBLEMA ONADJUNGALT OPERATOROKRA*

SZOKEFALVI-NAGY BELA lev. tag
Eléadta az 1953. janudr 27-én tartott felolvaso iilésen

1. Bevezetés

R. V. KaDisoN nemrég egy, altala ,altalanositott Schwarz-féle egyenlot-
lenség“-nek nevezett tételt bizonyitott be [1]. Ez a tétel egy egyszeriibb, de ekvi-
valens alakjaban a kovetkeztképpen szol:

Legyen X a valos szdmegyenes pontjainak kompakt részhalmaza és
legyen C(X) az X-en értelmezett f(x) (valds értékii) folytonos fiiggveények tere.
Legyen adva C(X)-nek a H Hilbert-tér korldtos onadjungdlt operdtoraira vald
f(x) — By leképezése, amely linedris, nagysdgrend-tarté és 1-nél nem nagyobb
normdju, azaz amelyre

a) B‘xf\+fzf —C]B, - C:;B/ B

b) ha fi(x) = fu(x) az X minden x pontjaban akkor By = By, +*

c) 1B/ = [If|.»**

Ekkor az x és x* fiiggvényeknek megfeleld operdtorok eleget tesznek a kivet-
kezd egyenldtlenségnek :

(1) B.=B..

*

Minthogy az allitds csak az x és x* fiiggvényekre vonatkozik, természe-
tesebb csak azt feltételezni, hogy a leképezés eleve csak az x" fiiggvényekre
s valos egyiitthatos linedris kapcsolataikra, azaz az x valtozo valos polinom-
jaira van megadva. Minthogy ezek a p(x) polinomok a C(X) térben min-
deniitt siiriin fekiisznek, és minthogy a ||p.—puj| < ¢ egyenlét]enség az a) és
.c) feltételek kovetkeztében maga utdn vonja a ||B, —B,, | <& egyenlotlen-

)’m

* Angolnyelvii valtozata “A moment problem for self-adjoint operators” cimmel meg-
jelent: Acta Math. Hung. 3 (1952), 285—292.
** Két korlatos Onadjungalt operatorra, A-ra és B-re, A= B azt jelenti, hogy
(Au,u)== (Bu,u) a H tér minden u elemére. '
*** Onadjungalt B operatorra

iIBH~ Sup JBulj= sup |(Bu,v)| = sup [(Bu,u)l;
ul|= llell=1 {le}j =1 Ilii=1

a C(X) fiiggvénytér f(x) elemére pedig
{1fl} = max | f(x)1,
~ - reX
-ez a maximum eléretik, mert az X halmaz kompakt, az f(x) fiiggveny pedig folytonos.

11*
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séget, konnyii megmutatni, hogy a leképezés kiterjeszthetd a polinomokrok
-az egész C(X) térre gy, hogy az a)—c) feltételek tovabbra is kielégiiljenek.

Vegyiik észre, hogy a c) feltételt elég az f(x)—l fliggvényre megkove-
telni, azaz elég azt feltenni, hogy

<) Bl =1.
Valdban, tetszés szerinti f(x) esetében a +f(x) = ||f|| egyenlbtlenségekbol
kovetkezik az a) és b) feltételek alapjan, hogy

. + By = ||| By,
ebbdl pedig ¢’) alapjan kovetkezik, hogy _
1Brl| = IAlIEBll = Il

Mindezek alapjan, B. helyett At irva, Kadison tételét a kovetkezd
altaldnosabb alakban is kimutathatjuk: : .

1. tétel.. Legyen X a valos szdmegyenes pontjainak kompakt részhal--
maza, és legyen Ay, A, Ay, ... a H Hilbert-tér korldtos onadjungdlt operdto-
rainak olyan sorozata, amely eleget tesz a kdvetkezd feltételeknek :

\ ha c,+ox+ex+ - cox* =0 az X halmazon,

(“X.) | akkor cyAy+ A+ A+ -+ +cnAn = O,
() [ Al = 1.

Ekkor fenndll a

) Ab= A,

egyénlo"tlenség. )

Ebben a dolgozatban ezt a tételt egy olyan, a Kadisonétdl egészen Kkii-
16nboz6 modszerrel fogjuk bebizonyitani, amely nemcsak a (2) egyenldtlenség
bebizonyitasat teszi lehetdvé, hanem egyben lehetévé teszi az Osszes olyan {A;}
sorozatok meghatdrozasat, amelyek a fenti feltételeknek eleget tesznek. E fel--
tételek koziil egyébként (d) csak normalizalast jelent; ha az {A:} sorozat csak

az (ux) feltételnek van aldvetve és A,=F O, akkor az

A % sorozat mind--
||Aou *

két feltetelnek eleget tesz. Tehat, ha a (o) feltételt elejtjiik, akkor (2) helyett a
) - A= AA, ~

egyenlbtlenségre jutunk, legalabb is akkor, ha A,==0. Minthogy azonban.
(ex) alapjan a +x = ||x|| egyenlétlenségekbdl kovetkeznek a + A, = ||x||A, -

egyenl6tlenségek, azért, ha A,= O, akkor egyben A,= O, tehat a (3) egyen—
16tlenség az A,= O esetben is érvényes.
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2. Az egyenldtlenség bizonyitdsa o

Eloszor is azt vegyiik észre, hogy (8) alapjan
“) A=

Valasszunk most egy tetszéleges u elemet a 'H Hllbert térbdl és tekint-
siik az

[xdm(x)=m  (k=0,1,2,...)
momentumproblémat, ahol a @ mennyiségek a kovetkezOképpen vannak meg-
adva:

[}

ur = (A;, u, ll). -
Minthogy («x) szerint

h CO[LO—|—C1H1 + +Cn“n = ((C0A0+C1A1 + i +C)LAn) ll, ll) _Z O
a .
l,—}—clx—.— - 46.x* = 0 az X halmazon,

azért ennek a.momentumproblémanak van egy m(x) megoldasa; ez egy olyan
sehol sem fogyod fiiggvény, amelynek a novekedési helyei az X halmazba
esnek, tehdt amely az X halmaz kiegészitd intervallumai mindegyikében
allandd. Ha [a, b] a legkisebb azok koziil a zart intervallumok koziil, amelyek
az X halmazt tartalmazzdk, akkor tehdt m(x) tobbek kozott dllandd az egész
—oo < x < a félegyenesen és az egész b <x <,co félegyenesen is. Ez a meg-
oldas egyértelmiien van meghatarozva, ha kikotjiik még, hogy az x <a pon-
tokban m(x)=0 legyen, és hogy m(x) mindeniitt jobbrél folytonos legyen.
Az ilyen mdédon normalizalt megoldast, feltiintetve az v elemtdl vald fiiggését
is, jeloljik m(u; x)-szel. .

A H tér minden u, v elemparjahoz rendeljitk most hozza az x k0vetkezo
fiiggvényét :

m(u, «; x)=%[m(u +v; x)—m(u—v; xX)+imu+ic; x)—im(@u—ie; x)].

Minthogy az (A,u, v) bilinedris alak és az (Axu, u) kvadratikus alak kozott
hasonl6 osszefliggés érvényes, azért tehat

(5) J' xkdm(ll,?;; x):(Aku’ @') (kzo’ 1,...)'

Az m(u,v; x) fiiggvények hasonlé moédon vannak normalva, mint az m(u; x)
fiiggvények (t. i. O-val egyenldk, ha x <a, és jobbrol folytonosak) és ennél- ,
fogva az u, v elemek altal egyértelmiien meg vannak hatirozva; specialisan
m(u, u; x)y=m(u; x). Az (5) egyenlet jobboldalan (a k¥ minden rogzitett értéke
mellett) az u-ban és «-ben (Hermite-féle) szimmetrikus bilinearis alak &llvan,
az m(u,v; x) figgvény egyértelmii meghatdrozottsagabol kovetkezik, hogy az
x minden rogzitett értéke mellett m(u, v; x) az u-ban és v-ben szintén szim-

‘
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metrikus bilinedris alak. Minthogy tovabba az m(u;x) fiiggvény nem csok-
kend, azért a (4).alapjan

)

O=m(u;x) =m(u; o0)= J dm(u; x)%(Aou, u) = (u, u),

tehat az m(u, v; x) bilinedris alakhoz tartozé kvadratikus alaknak az |ju|| =1
egységgombon a O alsé és az 1 fels6 korlatja.
Mindezek alapjan kovetkezik, hogy x minden értékéhez tartozik egy
F(x) korlatos onadjungalt operator H-ban ugy, hogy
m(u, r; x)==(F(x)u, ) (u, veH),
F(x) = F(x') ha x<x, F(x+0)=F(x), F(—o0) =0, F(o0)==A,.
Az (5) osszefuggesek szimbolikusan a kovetkezdé alakban irhatok:

(6) = |x' dF(x) (k=0,1,...).
Legyen > .
F F(x), ha x<0,

| @)=} Fx)+71—A, ha x=0.
Minthogy /—A = 0 (lasd. (4)), azért
(7Y F(x) =F(x) ha x<x, F(x-+0)=F(x), F(—o)=0, F(oc)==1,
azaz az F_‘(x) operatorok serege hasonl6 tulajdonsdgokkal rendelkezik, mint &
spektralseregek (mdsszoval : egységfelbontésok) azzal a kiilonbséggel, hogy

nlior Aln ntithot Awio
az F(x) operdtorck nem vetitdsek (vetitésen mindig merbleges vetitdst értve);

F(x)- rol mindossze azt tudjuk, hogy az x minden értékére a H tér 6nadjun-
galt operdtora. Minthogy az F(x)— F(x) kiilonbség az x <0 és az x = 0 fél-
egyeneseken allando, és minthogy a k= 1 esetben az x* fiiggvény az x =20
pontban O-val egyenld, azért a (6) egyenletek a k=1 esetben érvényesek
maradnak akkor is. ha, F(x)-et F(x)-szel helyettesitjiik :

®) Av= |XdF(x)  (k=1,2,..).

- Most M. A. NAJMARK egy tételére hivatkozunk [2], amely szerint 6nadjungalt
operatoroknak minden olyan {F(x)} serege, amely eleget tesz a (7) alatti
feltételeknek, eldallithatdo a kovetkezd alakban:
©) F(x)— PE(x),
ahol E(x) egy, az eredeti H Hilbert-teret altereként tartalmazo, alkalmasan
megszerkesztett - H Hilbert-térben értelmezett kozonséges (tehat merdleges veti—
“tésekbdl allo) spektralsereg, P pedig H-ban a H altérre valo merdleges veti-
tés operatora.* Feltehetd, hogy E(x)-nek mint x fiiggvényének ugyanazok
a novekedési pontjai, mint az F(x) fiiggvénynek.

* A (9) és az Osszes tobbi hasonld tipusii egyenldség a kovetkezdkben iigy értendo,
hogy a két oldalt allé operatorok egyenl6k, ha az eredeti H tér elemeire alkalmazzuk Oket.
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Egy ilyen eldéllitist felhaszndlva, (8)-bol .adédik, hogy

(10) A, =P.|? x* d E(x) (k=1,2,..)),
vagy,
\ A= rx dE(x)
téve, o
(11) Ay= PA* (k=1,2,...).

A a H tér egy onadjungalt operdtora; spektruma, o(A), az F(x) fiiggvény
novekedési pontjaibol all, azaz az F(x) fiiggvény novekedési pontjaibol és,
ha A,==/, akkor még az x=0 pontbol. Ennélfogva .

o(A)SX, ha A—=I  o(4)SX+{0}, ha A==l

Az A spektrumara vonatkozé ﬁlegjegyzéseink egyébként csak a kovet-
kezd pontban targyalt probléma szempontjdbol birnak jelentoséggel, jelenlegi
feladatunk, azaz az ,altalanositott Schwarz-féle egyenldtlenség“ bizonyitasa
" szempontjabol ezekre nincs sziikségiink.

Valoban, a (2) egyenldtienség kozvetlenul folyik a (11) eldallitasabol,
hiszen ha u ¢ H, akkor

(Au, uyy=PA*u,u)= (A‘u, u)=|lAdu|f=
= |PAulpf=(4PAu,u)=(PAPAu, u)y=(Alu, u).

S6t azt is latjuk, hogy csakis akkor lesz (A,u, u)=(Au,u), ha PAu—= Au,
azaz ha Au¢ H. Ebbdl kovetkezik, hogy csakis akkor lesz A,=A}, ha 4
H-t 6nmagaban képezi le. (11) szerint ebben az esetben A,—.A (H-ban),
kovetkezésképpen Ay==A} (k=1,2,...).

Ezzel bebizonyitottuk a (2) egyenlotlenseget és egyben az 1. tétél kovet-
kezb kiegészitését nyertiik:

Az 1. tétel feltevései mellett akkor és csak akkor lesz

A%:A‘z)

ha i~

s

A=A (k=1,2,..)).

3. Az Osszes [ A} sorozatok megszerkesztése
\
Ha A,==1, akkor a (11) el6allitdis a k=0 esetben is érvényes, és ekkor
Co(A) S X.

Forditva, ha a H Hilbert-tér operatorainak valamely {‘A.} sorozata el6-
allithato a (11) képlet szerint valamely H> H Hilbert-tér valamely olyan 4
onadjungalt operatora altal, amelyre o(4)< X, akkor ez a sorozat kielégiti
az 1. tétel feltételeit. Ekkor ugyanis A,=1 és, ha p(X)==c,+c;x+ - 4 cpu X"




168 SZOKEFALVI-NAGY BELA

.

tetszesszerinti olyan polinom, amely =0 az X-en és ennélfogva o(A4)-n, akkor
(e Ay FenAn) u, 1) = (Pp(A) u, u) = (p(A) u, 1) =
— [ p(0) d(E(X) u, 1) = 0.
X

igy egy ,parametrikus elallitasat nyertiik 6nadjungélt operatorok osz-
szes olyan {A.} sorozatainak, amelyek kielégitik az («x) feltételt és amelyekre
A=

Most térjilnk at az dsszes olyan {A:} sorozatok megszerkesztesenek a
problémajara, amelyek kielégitik az (ax) feltételt; az A,-rél semmit nem téte-
leziink fel kiilon (a (6)-t sem). Az mindenesetre kovetkezik (ecx)-bdl, hogy

A,=0.
Tételezziik egyelore fel azt, hogy A, definit pozitiv, azaz hogy A,u==0,

ha u £ 0. Jeldljiik az A, pozitiv négyzetgyokét, Ao? -t, roviden R-rel. Minthogy
) |Ra|P = (R2u, u) = (A1, 1) > O,

ha u==0, azért R létezik ; ez onadjungélt, de nem sziikségképpen korlatos

operator, €rtelmezési tartomanyat jeloljiik D-vel (D a H-ban siirii linearis

sokasag).

Legyen M, = | x*||— max |x*|; minthogy +x' = M, az X halmazon,
26X N
azért az («x) feltétel kovetkeztében + A, = M, A,, azaz
(12) |(Avt, 1)} = Mi(Aou, u)

a H minden u elemére. Ebbo!:
(13) l(A."RAlU’ RCIU)I = Mk(AoR_l?f’ R_l1’):Mk(R2R_11’, R—I”):Mk(ﬂ, )
a D minden » elemére. Tekintstika

(1)|W)]; == (AI;R—IW, vaW) \
szimmetrikus bilinearis alakot (v, w€D). Szimmetrikus bilinedris alakok isme-
retes tulajdonsdga kovetkeztében a (v|w). és a (v [v)s bilinearis, ill. négyzetes
alakok abszolut értékeinek a ||v|]|=1, [[w| =1 feltételek mellett ugyanazok a
pontos felsé korlatjaik. Minthogy (13) szerint a |jv||==1 feltétel mellett
[(vlo)e| = My, azért a ||v||=1, ||w] =1 feltételek mellett [(v|w),| = M. Kovet-
kezésképpen a D minden v, w elemére

(| w)e| = Me[v]] ][ w]].
Rogzitett v mellett (v|w). tehat a D-n értelmezett korlatos konjugdlt-linedris
alak. Minthogy R™' onadjungalt, azért ebbdl az kovetkezik, hogy A.R '+ az
R™' értelmezési tartomanyaban van; (13) kovetkeztében tovabba

L TR AR v, 1) = Mu(v, ).
Eszerint a
I.:‘;I?‘IAI;R71 (kZO) ly"') )
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szimmetrikus operatorok mindegyikének az értelmezési tartominya D, és a
D-n mindegyikiik korlatos. De akkor mindegyik B; értelmezése folytonos foly-
tatassal kiterjeszthetd azegész H térre; B, folytatisa nyilvan az [ operator
lesz. A Kkiterjesztés utdn .a B, operatorok kielégitik az (ax) feltételt: ha
Ly x+ -+ c.x*=0 az X-en, akkor .

((COBO+ClBl + e +C7!Bn) v, 7/‘) B ((COA(’+C\A1 —I— cee +CHA”) R‘ll’, R"!?;) é 0
.a D minden v elemére, és igy folytonossagi okokbdl ¢,B,+¢,B,+ - +c¢,.B. = O
egész H-n. Alkalmazva fenti eredményeinket a {B:} sorozatra, azt kapjuk,

hogy
© B,— PA" (k=0,1,..)),
ahol A4 egy bizonyos H = H Hilbert-tér onadjungéit operatora, 0(4)< X.
Minthogy a H tetszoleges u elemére Ru€D, azért ebbdl
R'Aqu=R'A.R'Ru— B,Ru=PA"Ru,
tehat

(14) Av=A PA* A, (k=0,1,..)).

Konnyii latni, hogy forditva, minden olyan {A.} sorozat, amely az adott
Arbdl és egy tetszés szerint véiasztott 6nadjungalt 4-bol ilyen médon nyer-
heto, kielégiti az («x) feltételt, hacsak o(4)< X.

Végiil szabaditsuk meg magunkat attol a kikotéstol is, hogy A, definit
pozitiv. Legyen 0t a H-nak azon u elemeibdl all6 altere, amelyre A,u==0, és
legyen 9t az M ortogonilis kiegészitdje.

Ha valamely u-ra A,u==0, akkor (12) szermt (Avu, u)__O és igy
(M A;— Ax)u, u)=0; minthogy M;A,— Ar = O, azért ekkor sziikségképpen
M Aj— Ax) u =0, tehat A,u=0. Eszerint az I alteret az A, operatorok
mindegyike a O elembe viszi at.

Ha »¢€9%, akkor az Wi minden u elemére

\ ('Ak’U, II) == (’l,', Akll) e (’L', 0) = 0,

tehat Agw€9. Eszerint az 3 alteret is mindegyik A operator onmagiba ké-
pezi le. .
. Osszegezve: az M és N alterek mindegyik A operatort redukaljak, és

M=(0) (k=0,1,...).

Az % altérben tekintve, A, definit pozitiv, és igy 9i-ben érvényes egy
(14) tipust elballitds; A valamely H29% Hilbert-tér 6nadjungélt operatora,
o(A4) < X. Feltételezhetjiik azt is, hogy H= H. Ellenkez6 esetben ugyanis
mindossze H-t H' = H@ Mi-mel kellene helyettesiteniink, A4-t pedig
A'=A@ C-vel, ahol C az M tér tetszésszerint valasztott Onadjungalt opera-
tora, 0(C)& X; valéban, ha P, ill. P’ a H, ill. H’ terekben az 9 altérre
valo vetités operatora, akkor az 9 minden » elemére P’ A%y = PA*:.

Ezek utdn mar csak azt kell észrevenniink, hogy a kapott (14) elballitas
nem csak az N altérben, hanem az M altérben is érvényes, és igy érvényes
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‘az egész H térben is. Valoban, ha w €M, akkor egyrészt A,u-—0, masrészt

||A...d:u[|2 = (A,u,u) =0, HA(;THH =0, tehat

A PA" AL u--0 (k=0,1,...).

Forditva, koénnyil belatni, hogy a H operdtorainak minden olyan {A;}
sorozata, amely a (14) alakban eldallithatd valamely H™> H Hilbert-tér vala-
mely A oOnadjungalt operatoranak segitségével, korlatos operatorokbol all és.
eleget tesz az («y) feltételeknek, hacsak o(4)& X.

Osszefoglalva eredményeinket, kimondhatjuk a kovetkezd tételt: -

2. tétel. A H Hilbert-tér korldtos oOnadjungdit operdtorainak azok és
csakis azok az {Ax} sorozatai elégitik ki az (ux) feltételeit, amelyek a kivet-
kezoképpen dllithatok eld. Vdlasztunk H-ban egy tetszésszerinti korldtos dnadjungdlt
A, operdtort, A, = O, és egy fetszésszerinti, a H-t altereként tartalmazo H Hil-
bert-térben vdlasztunk tetszésszerint egy olyan A onadjungdlt operdtort, amely-
nek a spektruma az X halmazba esik. P-vel jelolve a H' altérre vald vetités
operdtordt, az {A;} sorozat igy dll eld:

(15) Av=AJ PA A, (k=1,2,..);
ez a képlet érvényes nyilvdn a k=0 esetben is.
Tekintsiik azt a kiilonos esetet, amikor X==[0, 1]. S. BERSTEJN egy

ismert tétele szerint [3] minden olyan polinom, amely a [0, 1] szakaszon >> O,
elddllithatd a | .

L (n 4
Do, n(x) = D (— 1) (k) M =x"(1—x)"  (m,n=—0,1,...)
k=0 . A

polinomok valos, nem-negativ egyiitthatés linedris kapcsolataiként; e polino-
mok a [0, 1] szakaszon nyilvanvaléan nem-negativok. Ha tehat az («x) felté-
telt csupdn e p,. .(x) polinomokra nézve kotjiik ki, kovetkezik a feltétel tel--
jéstilése minden olyan p(x) polinomra, amely a [0, 1] szakaszon > 0. De akkor
teljesiil e feltétel minden olyan p(x)=c¢,+c,x +---4c.x* polinomra is, amely
a [0, 1]-en nem-negativ. Ha ugyanis & tetszésszerinti kis pozitiv szam, akkor
px)+&e>0 a [0, 1]-en, és igy cAi+cAi+--+cAiteA, = 0; az &t
0-hoz tartatva 'kovetkezik abbol, hogy c,A,+c, A, -+ -c.A, = O. Ezzel be-
lattuk a kovetkez6t :

A H Hilbert-tér korldfos onadjungdlt operdtorainak {Ax} sorozata akkor
és csak akkor totdlisan monotfon, azaz akkor és csak akkor tesz eleget az

Am_ (’11) Am+1 + (\gJ Am+2_' M +(—' 1)’“ Am+n ? O (nl, == O, 1, . .)

Seltételeknek, ha ez a sorozat a (15) alakban dllithato elé valamely olyan dn-
adjungdlt A operdtor segitségével, amelynek a spekiruma [0, 1] szakaszba esik.
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