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A HILBERT-TERBEN*
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Eléadta az 1953. oktober 5-én tartott felolvasé iilésen
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1. Bevezetés. Tételek a kontrakciokroél

A H Hilbert-tér kontrakcidjan a H olyan T lineéris transzformaciojat
értjitk, amely az elemek normdjat nem noveli, azaz amelyre

ITfI = 1111,
barmely elemét jelentse is f a H térnek, vagyis amelyre
IT]=1.

Specidlis kontrakciok az izometrikus transzformaciok (amelyekre || 7f|| =
== f]|) és még specidlisabbak az unitér transzformaciok, azaz az olyan izo-
metrikus transzformaciok, amelyek a H teret a maga teljes egészere képezik le.!

Az unitér transzformaciok aranylag egyszerii szerkezetiiek, amit legjobban
az bizonyit, hogy (komplex tér esetében) érvényes rajuk a spektrédlfelbontds
tétele. Ennek kovetkeztében az unitér transzformdcidkra ardnylag egyszerii
modon szamos tulajdonsagot lehetett kimutatni.

A késoébbi vizsgdlatok sordn, eléggé meglepetésszeriien, kitiint, hogy az
unitér transzformaciok egyik-masik olyan tulajdonsdga, amely addig az unitér
transzformaciok sajatossdganak latszott, érvényes tetszbleges T kontrakciora is.
Emlitstink meg ezek koziil néhdnyat:

a) Invaridns elemek®. Ha a T ftranszformaci6 a H tér egy f elemét
onmagaba viszi at, akkor f-et a 7" adjungdlt transzformicio is Onmagaba
viszi at.

b) Ergodikus tétel®>. A H tér barmely f elemére létezik az

1 n-1

*= lim Tk
f nmm=0 N~—M %‘ f
- m—» @

hatarértek.

* E dolgozat eredményeit a szerzo két francia nyelvili cikkben is kozolte: ,Sur les
contractions de lespace de Hilbert%, Acta Sci. Math. Szeged, 15 (1953), 87—92, és ,Trans-
formations de ’espace de Hilbert, fonctions de type positif sur un groupe, u. off, 104—114.

1 Unifér transzformaciérél rendszerint csak komplex Hilbert-tér esetében szokas
beszélni, mig valds Hilbert-tér esetében ehelyett orfogondlis transzformiciét mondanak.
Az egyontetiiség kedvéért mi a val6s esetben is unitért fogunk mondani.

2 F. Riesz—B. Sz.-Naay, Uber Kontraktionen des Hilbertschen Raumes, Acta Sci. Math.
Szeged, 10 (1943), 202—205. :

13 Matematikai és Fizikai Osztdly Kozleményei.

\
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¢) Neumann tétele3. Legyen u(2) a z komplex valtozénak olyan fiigg-
vénye, amely a komplex siknak a |2|=1 egységkorlemezt magaban foglal6
valamely tartomanyan holomorf; az u(2) hatvanysora legyen

U(Z)=C0+C12+°"+C712n+"' .

Legyen -
U(T):CQI+C1T+ te +CnTN+ -t

Ha a |2|=1 egységkorlemezen |u(2)|=1, akkor ||u(7)|| =1, azaz
ekkor u(T) szintén kontrakcid.

d) Heinz téfele®. Az u(z) fiiggvény legyen olyan, mint el6bb, azzal a
kiilonbséggel, hogy a |z| = 1 egységkorlemezen az |u(z)| =1 feltétel helyett
a Reu(z) = O feltételt kotjikk ki. Ekkor Reu(T) = O.°

A kovetkezOkben bebizonyitjuk, hogy az éltaldnos tipusu kontrakciok és
az unitér transzformdaciok kozt szoros kapcsolat all fenn; e kapcsolat alapjan a
fent felsorolt tények konnyen folynak az unitér transzformdciokra vonatkozo
megfeleld tényekbOl. E kapcsolatot a kovetkezd tétel fejezi ki:

l. TETEL. Legyen T a H Hilbert-tér egy kontrakcidja. Létezik ekkor egy,
H-t altereként tartalmazo H Hilbert-tér és ennek egy U unitér transzfor-
mdcidja gy, hogy ha P-vel jeloljiik a H-ra vald merdleges vetitést, akkor
dlljanak a kovetkezd egyenldségek :

(1) T"=PU*, (TY'=PU™* (k=0,1,2,...)8

Mutassuk meg, hogyan kovetkeznek e tétel segitségével a kontrakcidkra
fent felsorolt tények.

a) Ha Tf=/f, akkor PUf=Ff, és minthogy |Uf||=I|fll, Pf=f
(hiszen f¢€ H), azért

3 J. von Neumann, Eine Spektraltheorie fiir allgemeine Operatoren eines unitiren
Raumes, Math. Nachrichten, 4 (1951), 258—281. — Ez és a kovetkezd tétel természetesen
csak komplex Hilbert térben érvényes (hiszen a ¢, egyiitthatok altalaban komplex szamok).

4 Minthogy |c.| =< M, rn, ahol r > 1, azért ez a transzformaciésor normaban konvergens.

5 E. Heing, Ein v. Neumannscher Satz iiber beschrinkte Operatoren im Hilbertschen
Raum, Nachrichten Akad. Wiss. Gottingen, Math.-Phys. Klasse, Abt. 1la, 1952, 5—6.

1
6 Barmely A linearis transzformaciora ReA=?(A + A*), ahol A* az A adjungaltja.
A H tér minden f elemére

((Re 4) £, /) =% [(Af.N) + (A f, )= % [(AS.S) + (f, AN)] =Re (AL, f).

7 Az (1) alatti egyenlOoségeket és a kovetkezOkben el6forduld hasonlo alaku egyenlo-
ségeket is tigy kell érteni, hogy a két oldalt szerepld transzformaciok akkor egyenldk, ha
az eredeti H tér elemeire alkalmazzuk Oket.

8 A T=PU elballitas lehetdsége mar elobb ismeretes volt, lasd P. R. HaLmos, Nor-
mal dilations and extensions of operators, Summa Brasiliensis Math., 2 (1950), 125—134.
Az U unitér transzformdacié azonban, amelyet Haimos megszerkeszt, nem tesz eleget az (1)
egyenloségeknek a k > 2 esetben.
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|Uf—£ = Uf|*—2 Re (Uf, /) + | I =2[|| f|P— Re (Uf, Pf)] =
=2[|| f|'— Re (PUS, NH] =2[|| fI'— Re (£, /)] =0,
tehat Uf=f. De akkor f=U"'f és igy T f—PU 'f=Pf=fF.
b) Minthogy

n-1 n-1

ST f=PIUY,

azért a T kontrakciora az ergodikus tétel kovetkezik az U unitér transzfor-
maciora vonatkozo ergodikus tételbol.
c)—d) Az (1) egyenl6ségekbdl nyilvan kovetkezik, hogy
u(T) = Pu(U).
Ha

27

U= |e™dE;
0

az U unitér transzformacié spektralel6allitisa, akkor a H tér minden f elemére
érvényesek a kovetkezd Osszefiiggések:

la(Df P = |Pu(U)IF = IIH(U)fIF:é[ |u(eM)dE.f, f),

(U(T)ﬁf):(PU(U)f,f)=(U(U)f,f)Z(JH eMd(Exf, 1),

€s ezekbdl a c) és d) tételek kozvetleniil adodnak.

Az I. tételnek ,folytonos“ analogonjaként be fogjuk bizonyitani a kovet-
kezd tételt is:

Il. TETEL. Legyen T: (0 =t<oo) a H Hilbert-térnek a t paramétertdl
Jiiggd kontrakcidja, és tegyiik fel, hogy

. To = ]; Ts Tl == T9+! (S: t = 0)1

tovdbbd, hogy (Tif,g) a H tér bdrmely két f, g elemére a t paraméter foly-
tonos fiiggvénye. Rividen: legyen {T:} kontrakciokbdl dllo, egy-paraméteres,
Lyengén“ folyfonos félcsoport. Létezik ekkor egy, a H teret altereként tartal-
mazo H Hilbert-tér, és ennek egy unitér transzformdciokbol dlls, egy-para-
méteres, ,erdsen“ folytonos® {Us} csoportja (—oo << oo) iigy, hogy
(2) ' T,=PU, T, -—PU., 0=1t< o),
ahol P ismét a H-ra valo merdleges vetitést jelenti.

E tételbd! azonnal kovetkezik, hogy a {7} félcsoport erdsen is folytonos.
Kovetkezik tovabba az, hogy f€ H esetén

t; t
" paer( L )
L J Tfdt =1 (tz_tl U.fdt
t 4

% Azaz a H barmely f elemére U,f erésen tart U,f-hez, ha s — £,

13*



192 $ZOKEPALVI-NAGY BELA

(az integralokat Riemann-8sszegek hatarértékeiként értelmezziik), és igy az
ergodikus tétel ,folytonos“ valtozatanak unitér félcsoportokra valo érvényes-
ségébol folyik e tétel érvényessége tetszéleges kontrakcidkbol allé félcsopor-
tokra is. '

A II. tétel alapjan NEUMANN és HEINZ tételeinek bizonyos analogonjait
is nyerhetjiik :

e) Ha a p(6)= D a.e® (iltalanositott) trigonometrikus polinom (ahol
k=1
a t, szamok tetszdleges valos szamok) eleget tesz a |p(6)| = 1 egyenldtlenség-
nek (— oo <6< o), akkor

=1,

n
Zak Ttk
k=1

feltéve, hogy negativ ¢ esetén Ti-n T ot értjiik.
f) Ha Re p(6) = 0, akkor

Re D' ax T, = O.
k=1

A 1L tétel alapjén ugyanis
ZakT,kzzPZakUt,‘,
¢s minthogy Stone tétele szerint

Ue = J‘meim dEe ,

azért

w0

SacT,=P | p(6) dE.

Ebb6l az osszefiiggésb6l c) és f) ugyantgy kovetkeznek, mint ahogy fentebb
c)-t és d)-t nyertiik.

Véges (altalanositott) trigonometrikus polinomokr6l — bizonyos konver-
genciakikotésekkel — végtelen (altaldnositott) trigonometrikus sorokra, sot
trigonometrikus integralokra is atvihetok az e)—f) tételek.

Az 1. és I tételben szereplé bovitett H terek természetesen nincsenek
egyértelmilen meghatdrozva. Az 1. tételben szerepld H térnek mindenesetre
tartalmaznia kell az 6sszes U" f alaku elemeket, ahol f€ Hés k=0, + 1, + 2,...,
a lII. tételben szereplé H térnek pedig tartalmaznia kell az osszes U.f alaki
elemeket, ahol f€H és — oo <t<oo. A H teret minimdlisnak fogjuk
nevezni, ha az U"f, ill. az U.f alaku elemek kifeszitik H-t. Be fogjuk bizo-
nyitani, hogy a H tér mindig valaszthaté minimadlisnak, és ebben az esetben
H ¢és U, ill. H és U, izomorfia erejéig egyértelmiien meg vannak hatarozva.

Tekintsiik specidlisan azt az esetet, amikor a T transzformdacio izometrikus
(de nem unitér, azaz a H teret egy valodi alterére képezi le). Ekkor a H
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minden f elemére
NAl=1TF=IPUf|

és, minthogy || Uf||==||f]|, azért sziikségképpen PUf= Uf, azaz Uf€ H.
Ha tehat T izometrikus, akkor_H minden f elemére

T f=U*f (k=0,1,...).

Hasonld a helyzet izometrikus transzformdcidk 7, félcsoportjara: ekkor a H
tér minden f elemére

Tf=Uf (t=0)."

2. Két lemma

A kovetkezd két lemmadra az 1. és 1. tétel bizonyitdsaban lesz sziikségiink.

1. LEMMA. Legyen T a H (valds, vagy komplex) Hilbert-tér kontrakcidja.
Alkossuk meg a két irdnyban végtelen

T wreeyTo, T, To, Tty Toy ooy Ty e

sorozatot a kovetkezdképpen :

To=T", T.=T" (n=0,1,...).
Ekkor To=1, T..=T, és
3) 2 (Tumge, g 20

minden olyan H-bol vett {g,} "« elemsorozatra, amelynek legfeljebb véges sok
tag kivételével mindegyik tagja O-val egyenld.

Bizonyitas. Tekintsik eldszor komplex H tér esetét. Ertelmezziik
a T(r, 0) transzformaciot (0 =r<1, 0= 6 = 27) a kovetkezOképpen:

T(r,0)= > Me™T,;

minthogy 7-vel egyiitt nyilvan mindegyik 7. is kontrakcio, azaz |T.||=1,
azért ez a sor konvergal (mégpedig a leger6sebb mddon : norméban). A z=re®
jelolést haszndlva a kovetkezd Osszefiiggésre jutunk:

T(r, 0) = (% I+2,7 T") + (%—«1 +27" T) —

=2 Re(%l+§z”T")’= Re(I+2T)(I—=2T)".

ni=1

10 Erre a specidlis esetre a tételt mér eldzdleg, egészen mas eszkozokkel, J. L. B.
Cooper is bebizonyitotta: One-parameter semigroups of isometric operators in Hilbert space,
Annals of Math., 48 (1947), 827—842,
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Ennélfogva, ha
' g=(—2T)'f ’ (feH),
akkor
(T(r,0)f, f)=Re(U+2T)(I—2T)"f,/)=Re (I +2T)g,—2T)g) =
=Re[(g,9)+2(Tg, 9)—2(g, Tg)—22(Tg, Tg)]|=
=llglP—|zFITglF =0,

hiszen |z| <1 és || T}| = 1. Minthogy ez a H tér minden f elemére érvényes,
azért igaz specidlisan a kovetkezd egyenl6tlenség :

p(r, 6) = (T(r, 0)g(9), g(8)) = O,
ahol

g(@) zngwe -in@ g

({g.} a tételben szerepld tetszbleges sorozat, g.€ H). Beirva T'(r, 6) és g(6)
sorfejtéseit, azt kapjuk, hogy

»
N k| i(k+m-n)8
p(r, )= MY (Tog, gn) —
E,mn—=-o
@® >
i0 Ln-
— et 2 rl " ml(ﬂ+n-mgn; gm) = 0,
I=-w m, n=-0

¢és ebbdl

2n

5}; fp(r, Odo= 2 """ (Tingn,gn) Z0.
0

Ha r-et 1-hez tartatjuk, ennek az egyenl6tlenségnek hataresetéiil a bizonyitandé

(3) egyenlétlenséghez jutunk.

Ezzel a lemmat komplex tér esetében bebizonyitottuk.

Valos H tér esetében a bizonyitdst a komplex tér esetére vald vissza-
vezetéssel fogjuk elvégezni. Evégbol vezessiik be a H. teret, amelynek elemei
a H tér elemeibdl alkotott {g, i} parok, és amelyben az 6sszeadast, komplex
a+ib szammal valo szorzast, a bels® szorzatot és a normat a kovetkezo-
képpen értelmezziik :

{g)h}‘l‘{g’r h’} - {g+g,: h‘i‘h'};
(@a+ib){g,h} = {ag—bh,bg+ah} (a és b valos szdmok),
(g h} (g "N =(g, &)+, )+ i(h, g)—i(g I),
g, 2P = (g, 1}, (g hY) = lIgIP+ 1A
konnyen ellendrizhetd, hogy ezen értelmezések mellett /., komplex Hilbert-tér. A
T{g»h} ={Tg, Th}
transzforméacié ekkor a H, tér kontrakcioja, hiszen egyrészt 7 linedris:
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T{g+g' h+ I} ={T(g+g), T(h+k)} ={Tg, Th}+{Tg’, T} =
_ ‘__;: T{gxh}_l" T{g’: h’}’
T(a+ib)y{g, hy=T{ag—bh,bg+ah}=1{aTg—bTh,bTg+aTh}=
= (a-+ib){Tg, Th) == (a-+ib)T{g, h},
masrészt
1T{g, A} =I{Tg ThF=|TglP+IIThIF = llglP+1Ikl*=Il{g, A}
Konnyii 1atni tovabba, hogy T*{g, h} —{T*g, T*h}, és igy

T g hy={T"g, T"h}), T"{g, h)={T"g, T"h} (n=0,1...)),
kovetkezésképpen . *

Tu{g, h}y ={T.g, Tuh} (n=0,+1,+2,..).

Minthogy a (3) egyenlétlenséget komplex tér esetében mar bebizonyi-
tottuk, azért igaz, hogy

(4) Lo Z (i;-m@n;(pm 20)1

ha ¢,—={g., h.} €H. (ahol legfeljebb véges sok n kivételével minden n-re
g.=0, h,==0). Ha éppen h,=0 minden n-re, akkor

(it—m;q)n, (Pm) = (Tn-mgnygm)y
¢és igy ekkor a (4) egyenldtlenség a bizonyitando (3) egyenlétlenségre redu-
kalodik.

Ezzel a lemmat valds Hilbert-tér esetére is bebizonyitottuk.

2. LEMMA. Legyen {T.} (0 = t < oo)a (valds, vagy komplex) H Hilbert-ter
kontrakcidinak egy-paraméteres, gyengén folytonos félcsoportja, azaz legyen
To=1,TTi="Tou (s, t =0) és (T:f,g) legyen a t folytonos fiiggvénye, bdr-
mely f, g elempdrra H-b6l. Ertelmezziik Tt negativ t-kre is a kivetkezéképpen :

T =T;.
Ekkor T, a t paraméternek az egész —oc < t < oo egyenesen gyengen folytonos
fiiggvénye, és fenndll a ’

o

(5) Z (Ti-s8e,8) =0

8, t=~

egyenlitlenség, ahol g, a H térnek tetszoleges olyan t-t0l fiiggd eleme, amely
t-nek csak legfeljebb véges sok eértékére kiilinbozik O-tol; az (5) baloldaldn
allo dsszegeknek igy szintén csak véges sok O-tl kiilénbizo fagja van.

Bizonyitas. 7; gyenge folytonossdga nyilvanval6 negativ f-re is, hiszen

(Tif,8) = Tig)=(f, T-8).
Legyenek #,.. ., azok a f-értékek, amelyre g, == 0. Vilasszuk a

by (n=1,...,r; v=1,2,...)
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racionalis szamokat tgy, hogy
lim ¢, =1, (n=1,...,r)

legyen. Minthogy 7: gyengén folytonos fiiggvénye f-nek, azért (az

fn::gtn (Il=],...,f)
jeloléssel)

(6) Z (Tisgr, g) = Z (Tt oy f) = lim Z (Tt o Fo)-

Rngnett v mellett a ¢, (n =1,...,r) raciondlis szamok Osszemérhetok,
azaz felirhatok a
tuy =T d,
alakban, ahol d, >0 és a 7.,-k egész szamok. De akkor
(po)tm’ﬂ"w ha 7, = 7,

ny~tmy T(’nv"nw)dv: * . 7T
(po) "I A Tay = T

Ty

Tehat, a T"=T,, jelolést bevezetve,
(7) Z (Ttnv'tnw ny f"‘) - Z (T’(:z?/ Tmy f" ’ fm)

Ha most az 1. lemmat a T kontrakciora alkalmazzuk, azt kapjuk, hogy a
(7) jobboldala = 0, és (6) alapjan akkor (5) is all.
Ezzel a 2. lemmat is bebizonyitottuk.

3. Pozitiv definit operatorfiiggvények

A lemmakban bebizonyitott (3), (5) egyenldtlenségek emlékeztetnek a
pozitiv definit fliggvények definiciojara. Mint ismeretes, a valamely I” csoporton
értelmezett komplex szamértékii p(y) (y€ ) fiiggvényt akkor mondjuk pozitiv
definitnek, ha

; 2 PO x(Hx(@)=0
, yel

barmely olyan, I'-n értelmezett, komplexértékii x(y) fiiggvényre, amelynek az
értéke véges sok y kivételével mindeniitt O; az Osszegezést természetesen csak
erre a véges sok csoportelemre kell klter]esztem A definiciobdl konnyen
kovetkezik, hogy pozitiv definit fiiggvényre p(y~ )~p(y)

Valés értékil p(y) fiiggvény esetében elég a fenti egyenl6tlenséget a valds
értékti x(y) fiiggvényekre megkovetelni, feltéve, hogy kiilon feltessziik még,
hogy p(y )= p(y).

Természetesen kindlkozik a pozitiv definit fiiggvények fogalmanak a
kovetkezd kiterjesztése :

ErRTELMEZES. Legyen T, a H (valés vagy komplex) Hilbert-tér korlatos
linearis transzformacioja, amely a I' csoport valtozd y elemének fiiggvénye.
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Akkor mondjuk, hogy T,, mint y fiiggvénye, pozitiv definit I'-n, ha

(8) Ty1=T,

minden y€I” elemre, és ha

® Z (Ts-148y, £8) =0,
4, yel'

ahol g, a H-nak tetszbleges olyan, y-tol fliggd eleme, amely legfeljebb véges
sok y-ra kiilonbozik O-t6l (a (9) Osszeg ennélfogva csak véges sok O-tdl
kiilonb6z6 tagot tartalmaz).

Az 1. lemmaban a I" csoport az egész szamok additiv csoportja, a 2.
lemmaban pedig I' az dsszes valds szamok additiv csoportja.

Be fogjuk a kovetkezd tételt bizonyitani.

I, TETEL. Legyen T, a H (valés, vagy komplex) Hilbert-tér korldtos
transzformdcidja, amely a I’ topologikus csoport vdltozo y elemének pozitiv
definit fiiggvénye ; tegyiik fel tovdbbd, hogy T, y-nak gyengén folytonos
fiiggvénye, azaz hogy (T, f,g) a H bdrmely f, g elempdrjdra y-nak folytonos
fiiggvénye ; legyen végiil

Te=1 (¢ a I" csoport egységeleme).

Létezik ekkor egy olyan, H-t altereként tartalmazo H Hilbert-tér, és ebben
a I’ csoportnak unitér U, transzformdciokkal valo olyan (erdsen) folytonos elé-
dllitdsa, hogy a
(10) T,=PU, - (yel)

osszefiiggés érvényes; P itt a H-ra valdo merdleges vetitést jelenti. Megkove-
telhetd, hogy H minimdlis legyen, azaz hogy az U, f (f€ H, y€I') alaku ele-
mek kifeszitsék ; ebben az esetben H és {U,} izomorfia erejéig meg vannak
hatdrozva.

Az 1. és II. tétel a két lemma felhasznaldsaval nyilvan kovetkezményei
a Il tételnek. (Az egész szamok additiv csoportjat az u.n. diszkrét topolo-
gidval, a valés szamok additiv csoportjat pedig természetes topologiajaval
kell elidtnunk.)

A 1IL. tételt GELFAND és RAJKov nevezetes tétele dltalanositasanak tekint-
hetjiik ®. E tétel szerint a I" topologikus csoporton értelmezett minden pozitiv
definit, folytonos, komplexszam-értékii p(y) fiiggvény elddllithatoé a

P = Uy /o, o)

i Komplex H tér esetében (8) kovetkezménye (9)-nek.

12 Azaz amelynél a csoport egy y elemének ,kornyezeteit® I mindazon részhalmaza
alkotjak, amelyeknek y elemiik.

13 ]J. Gerranp—D. Raikov, Irreducible unitary representations of arbitrary locally
bicompact groups, Recueil math. Moscou (Mat. Sbornik), N. S. 13 (1943), 301--316. Lasd
még: R. GopemenT, Les fonctions de type positif et la théorie des groupes, Transactions
Amer. Math. Soc., 63 (1948), 1—84, kiilonosen 21—22,
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alakban, ahol {U,} a I" csoportnak valamely A Hilbert-tér unitér transzfor-
mécidval valo folytonos elballitasa, és f, a H egy rogzitett eleme; megkove-
telhetd, hogy H-t az U, f, (y€/l') alakit elemek kifeszitsék, H és U, ekkor
izomorfia erejéig meg vannak hatdrozva.

4. A 111. tétel bizonyitdsa

A I' csoport minden y eleméhez rendeljiik hozzd a H tér valamely f,
elemét. Az Osszes ilyen modon kaphatd

f = {fv }veF
yelem-csalddok® oOsszességét jeloljik F-fel. f,-t az | y-indexii ,0sszetevjé-
nek“ nevezziik és ezt a kovetkezo jeloléssel fejezziik ki:

o= ().
F-ben értelmezziik az Osszeadast és a szdmmal valo szorzast (valos, ill. kom-
plex szdmmal, aszerint, hogy a H tér valds, ill. komplex) a kovetkezOképpen:

(R ={A+h~L i) ={ch})

Ha még F-ben nullaelemet is értelmeziink: f =0 ha f minden O0sszetevje O,
akkor F (valds, ill. komplex) linedris térré lesz.

Tekintsitk F-nek azt a nyilvan szintén linearis H, részhalmazat, amely
azokbol az f={f,} elemekbdl all, amelyekhez talalhato olyan, legfeljebb véges
sok O-tdl kiilonbozdé oOsszetevovel biré g = {g,}€F, hogy minden y-ra (€I)
alljon:

fy= Z Ty-158s;
oel’
az t és g kozt fennallo ezt a kapcsolatot jelben roviden igy fejezziik ki:

f=3.
Hy-ban egy kétvaltozos (f,{’) figgvényt fogunk értelmezni, amelyro!
azutan megmutatjuk, hogy a belsd szorzat szokdsos tulajdonsagaival rendel-
kezik. Ha f= @, =§’, legyen

(11) (f,i") :; (fy» &%) =g(ry—laga,g;)=
(12) - = 2 (8 Tonygh) — 2. (8, f3)

(itt felhasznaltuk azt, hogy T.-1=="Tg). (11)-bdl lathatd, hogy (f,f’) nem
fiigg attol, hogy az f=4§ elballitisaban g-t milyen specidlis médon valaszt-
juk, (12)-b6l pedig lathato, hogy (f,f’) nem fiigg az {’-t elddllitd g" specidlis
valasztasatél sem. igy hat f és |° egyértelmiien meghatarozzak (f,{’)-t. Az is
lathatd tovabba az értelmezésbol, hogy (i,{’) a valos esetben szimmetrikus
bilinearis fiiggvény, a komplex esetben pedig az els6 vaéltozoban linearis, a
a masodikban pedig konjugalt-linedris és Hermite-féle: (f,f) = (f,{'). A T,
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pozitiv definitdsabol kovetkezik tovabba, hogy

(f,f) = 0.

- Nem maradt mas hatra, mint azt megmutatnunk, hogy itt egyenidség csak az
f =0 esetben lehetséges. A mdr eddig beigazolt tulajdonsdgokbdl kovetkezik
a Schwartz-féle egyenl6tlenség:

(5 §)1° = (G, D (')

Ennek alapjan az (f, f) = O egyenléség maga utan vonja az (f, ") == 0 egyen-
16séget barmely {'€ H, esetében. Legyen specidlisan {’ = g, ahol g’-nek min-
den Osszetevbje, az «-adik kivételével, O-val egyenlé. Ekkor

(f, i) = (fa, £)=0,

ahol fo=(f). és ahol g=(g'). a H tér tetszoleges eleme lehet. Ez csak ugy
lehetséges, ha f. = 0; és minthogy ez minden e-ra all, azért valoban f=0.

(f,f') tehat a belsé szorzat minden tulajdonsagaval rendelkezik. Ha tehat
Hy-ban a belsd szorzatot e forma segitségével értelmezziik, akkor H, Hilbert-
térré vélik, amely azonban éltaldban még nem feljes. Legyen H a H,-bol az
ismert lezaro eljarassal nyert feljes Hilbert-tér.

Az eredeti H tér a H, s6t a H, zart alterének foghato fel, ha a H tér
f elemét azonositjuk a H, tér azon f=4 elemével, amelyre (g).=f és
(a)y =0 (y =F¢), azaz ha azonositjuk az

fEH és az f={T,af}cH,

elemeket. Ezt az azonositast az teszi jogossd, hogy, mint konnyen lathatd, H
barmely két f, f* elemének belsé szorzata egyenlé a H,-bol nekik megfelel-
tetett f, i’ elemek bels6 szorzataval:

5= 1)

Szamitsuk ki egy f€ H, elemnek a H altérre valé merdleges vetiiletét,

Pi-et. A )
(PB h) = (fa h)
egyenletnek minden H-ba tartozé h-ra allnia kell. Tehat
(P, h) = (()e, h)
a H minden h elemére, kovetkezésképpen
(13) - Pj= (f)..
A I' csoport tetszéleges « elemére legyen
Uelfy} = {ferv);

ezzel Hy-nak 6nmagara valo transzformaciojat értelmeztiik, hiszen ha f= g,
akkor

fu‘l‘y = 62: T‘y"aégd = 1727 T'y—ltyga—]n;

/N
tehat U.f=g% ahol g* = {g.-1,}. U, a H;-at a teljes H,-ra képezi le, még-
pedig nyilvan linedris és kolcsonosen egyértelmii modon. U, tovabba izomet-
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rikus: ha f=1, |’ =g, akkor
(U.f, Uaf') = ; (famry, Gamty) = ; (far g7) = (i, )

U. értelmezését folytonos folytatidssal H-ro6l egész H-ra kiterjeszthetjiik, és igy
H-nak a teljes H-ra valo izometrikus, tehat unitér transzformacidjat nyerjiik.
Az
U=1I U,Us= Uz
osszefiiggések nyilvanvaloan érvényesek Hi-ban, és akkor folytonossagi okok-
bol érvényesek egész H-ban is. Tehat az U, unitér transzformacidk a I" cso-
portnak egy elBallitasat szolgdltatjak. Ez az el6allitas gyengén folytonos, azaz

(U5, 1)

a H barmely rogzitett f,{’ elemparjdra e-nak folytonos fiiggvénye. Ez koz-
vetleniil lthato, ha f,{’€H,: ha ugyanis f = §,{ = @, akkor

U.f, 1) '—*—‘g (Ty-1a383, 1),

és a jobboldalt allé osszeg O-t6l kiilonboz6 mindegyik tagja (ilyen véges sok
van) «-nak folytonos fiiggvénye, mert feltevés szerint T, a y-nak gyengén foly-
tonos fiiggvénye. H parmely két, f, i’ elemére azutan az allitast tgy bizonyit-
hatjuk be, hogy vélasztunk H,-bol egy f. és egy {. elemsorozatot tigy, hogy
fo—T, fn—1{ és észrevessziik, hogy ekkor (U.f., {r) mint az « fiiggvénye I'-n
egyenletesen tart (U.f, {')-hoz.

Minthogy unitér transzformaciokrél van sz6, a gyenge folytonos-
sagbol kovetkezik az erds folytonossidg is, azaz H barmely | elemére
|Usf — Usf] — 0, ha t—s. Valdban, a gyenge folytonossag miatt { — s eseté-
ben (Utfa Usf) — (Usf, U‘ff) = (f, f) = |f|27 és igy
\Uii — U fP=1U:fI + Ui —2Re(Usf, Usf) —IfF + 1P — 2Re (U, UsH) —O.

Ha ¢ H,, akkor (13) szerint

PU.f = (Uaf)e = (1)a-1.
Specidlisan, ha {=f¢H, azaz ha {=={T,-1f}, akkor tehat
PU.f = T.f.

Ezzel bebizonyitottuk a tételben allitott (10) alaka eldallitds lehetoségét.

Mutassuk most meg, hogy az altalunk megszerkesztett H tér minimdlis,
azaz hogy az U,g alaka elemek (g€H, a€l’) kifeszitik. Ehhez eldszor is
vegyiik észre, hogy ha g€ H, akkor

Usg = Ue{Ty-18} ={Ty-8},
és igy, ha f=4g, ¢ ={g,}, akkor
(Fy= ; Ty-158s = %T(Udgﬁ)y = (; Usgs)y,
tehat S
f= 20, Uogo.
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Eszerint a H, minden eleme el6allithatd U.g alaku elemek Osszegeként
(g€H, e€l'), ebbdl pedig mar kovetkezik, hogy az ilyen alaki elemek kife-
szitik H-t.

Hatra van még azt megvizsgdlnunk, hogy a H tér és benne az {U,}
unitér csoporteldallitis mennyire vannak meghatdrozva. Tekintsiik evégbé&l
I'-nak két unitér csoporteldllitisat, {Uy}-t a H' térben és {Uy}-t a H”
térben; tegytik fel, hogy H’ és H"” a H-t alteriikként tartalmazzdk és hogy
H-ban '

I,=PU, T,=P'Uy;"
tegyiik tovabba fel, hogy H’ és H” minimalisak abban az értelemben, hogy
H’-t az U,f, H"-t pedig az Uy f alaku elemek kifeszitik (ahol f€H, yerI’).

Legyen @' = D' U.f, és &' = D' U,gy (fy,gy€H). Ekkor
it Y

(@, &)= S Uiy, Uig = >, Us- Uy P gy = 3 (P Us-ryfyp g5) =

v, 0 v, 0

= VZ‘; (Ts-vfy, £9)-
Ebbél létsiik, hogy (&', &) csak H-beli adatoktél fiigg. Ennéifogva a
@ = ; bx"f'y “"Zv: Uw'"fv == "

megfelelkezés linearis €s izometrikus, és igy folytonosan folytathaté a H’ és
H” terek kozti linedris, izometrikus megfelelkezéssé. Minthogy

Ui = ; Usr fy = ; Usfa1y “‘*; Uy fo-1n = ; Usfy= Uz @”,

ez a megfelelkezés a {H’, Uy} és {H"”, Uy} ,strukturdk“ kozotti izomorfiz-
must 1étesit.
Ezzel a IIl. tételt bebizonyitottuk.

5. Najmark tétele

A 11 tételbdl levezethetd NAJMARK egy fontos tétele. E tétel igy szol:18

Legyen {F.} (—eo <4< o0) a H (komplex) Hilbert-térben egy ii. n.
dltaldnositott spektrdlsereg, azaz F) legyen korldtos dnadjungdlt transzformdcio
a kovetkezd tulajdonsdgokkal :

FxéFy ha A<y, Fao=F., FL—>0 ha i— o, F 1 ha 2 — .
Van ekkor egy olyan, a H fteret altereként tartalmazo H Hilbert-tér, és ebben

14 p’ jelenti H'~ben a H altérre valo merdleges vetitést; P" jelentése ugyanez H''-ben.

15 M. A. Haiimapk, Cnexrpanbhsle (yHKIHME CHMMETPHYECKOrO OniepaTopa, UaBec-
tusi Akap. Hayk CCCP, cep. marem., 4 (1940), 227—309; O6 opHOM IpenCTaBIEHUH
a[IMTUBHBIX OTepPATOPHBIX (yuxuuid muosxects, JJoxnane Axag. Hayk CCCP, 41
(1943), 373—375.
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egy kozonséges (merdleges vetitésekbdl dllo) {E.} spektrdlsereg tigy, hogy az
F.= PE,
dsszefiiggés érvényes, ahol P a H-ra vald merdleges vetitést jelenti.
Bizonyitas. Tekintsiik a

7‘t P JI eileFA
transzformaciot, err8l konnyen lathaté,” hogy a valés ¢ paraméternek gyengén
folytonos fiiggvénye. lgaz tovabba, hogy 7 .= T7 és

r

m;](Ti,f!mgn ’ gm) - J Z leXp [i(t"—t”')l]d(F?»gn; gm) =

op My m=

= | Fang®, g@) =0,
ahol
g = g exp(it.d) g..

T, tehdt a valds f paraméter pozitiv definit fiiggvénye. A IlI. tétel szerint 7t
eldallithatjuk a
T,=PU, '

alakban, ahol {U,} a valds szamok additiv csoportjanak egy H=2H térben
valo folytonos, unitér elballitisa. STONE tétele szerint létezik H-ban egy {Fa}
spektralsereg ugy, hogy

K

Uz = [ e“”dEA.

-®

De akkor

| erdFif= | erdPES (fEH),
ahonnan kovetkezik, hogy F.f = PE,f, amivel a bizonyitast befejeztiik.

Ha {F.} lényegében a (0, 2sr) intervallumra van szoritva, azaz ha a
A =0 értékekre F, = O és a 4 = 21 értékekre F, = I, akkor a pozitiv definit

. T, fiiggvény helyett a
2z |

To=[emdF,  (1=0,+1,+2,..)
[}]
pozitiv definit ,sorozat“-tal is okoskodhatunk; ebben az esetben Stone tétele
helyett ennek egyszeriibb, ,diszkrét“ analogonjira kell hivatkoznunk, amely
szerint ‘ :
2
U'=|é™E, (n=0,+1,+2,...).

]



KONTRAKCIOK ES POZITIV DEFINIT OPERATORFUGGVENYEK A HILBERT-TERBEN 203

Egyébként az altaldnos eset mindig visszavezethetd erre a specidlis esetre
azaltal, hogy a 4 paramétert egy olyan u = ¢(4) paraméterrel helyettesitjiik,
amely A-nak folytonos és szigorti értelemben novekvd fiiggvénye, és amely
értékkészlete a (0, 2:z) intervallumba esik.

6. Tetsz6leges Banach-tér kontrakci6i

Az 1. és II. tétel részben éatvihetok tetszdleges Banach-tér kontrakcidinak
esetére is. Az alabbiakban az I. tétel egy ilyen részbeni kiterjesztését kozoljiik:

IV. TETEL. Legyen T a (valés vagy komplex) B Banach-tér kontrakcidja.
Létezik ekkor a B teret altereként tartalmazo olyan B Banach-tér, és B-nek
onmagdra valé olyan izometrikus U leképezése, hogy B-nek minden f elemére
érvényes a

T'f= PU"f (n=0,1,2,..))
elddllitds; P itt B-nek a B altérre valo olyan pdrhuzamos vetitése, amelynek
normdja 1. ‘

Bizonyitds. Legyen B a B elemeibdl alkotott mindazon

f={f%

sorozatok halmaza, amelyekre

1= 31l < .

Ha ‘B-ben az osszeadast és a skaldrisokkal valo szorzast a természetes mdodon
értelmezziik:

L+ =+ sy ={chi},

az elébb értelmezett |f] mennyiséget pedig f normdjanak tekintjiik, akkor ezzel
B maga is Banach-térré vélik. Az f€ B elemet azonositjuk azzal az { = {f.} €B
elemmel, amelyre f,=7f és f,=0 (n ==0); ezzel B-t bedgyazzuk B-be, mint
ennek alterét.

Ha { ={f.} €B, legyen

Pf = %‘ T"fu;
minthogy || T"f.|[ = ||Ifa]l, ez a sor konvergens és
ERTAET

gy B-nek egy B-be valé olyan P linedris transzformaciojat értelmeztiik,
amelynek normaja 1-gyel egyenld.
Ertelmezziik a kovetkez8 transzformaciot:

U{fa} = {fasr};

[P SR S
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U a B térek az egész B térre val6 izometrikus leképezése. Ervényesek ekkor a

PU™{f.} = P{fn-,n}=1§ T fm (m=0,11,+2,..)

osszefiiggések. Specidlisan, ha {f.} = f€B, azaz ha fy=/f és f,=0 (n==0),
akkor
PUf=T"f (m=0,1,2..),

amivel a tételt bebizonyitottuk. (Az m negativ egész értékeire PU"f=0.)
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