ERDOS PAL ES TURAN PAL EGY TETELEROL

FREUD GEZA -
Bemutatta Turdn Pdl r. tag az 1953. jinius 8-dn tartott felolvaso iilésen

-

Bevezetés

Legyen {P.(x)} a nemnegativ w(x) €L silyfiiggvényre a (—1, + 1) inter-
vallumban ortogonalis polinomok sorozata, P,(x)-ben x" egyiitthatéja legyen
pozitiv. A P,(x) polinom gyokei legyenek Xi., Xon, ..., Xun. ERDOS és TURAN’
egy tétele szerint, ha a (—1, + 1) ortogondlis intervallum egy (a, b) belsd
részintervalluméban
) O<m=wx)=M (@=x=0b)
akkor rogzitett ¢ mellett a P,(x) polinom két (a--¢, b—é¢)-ba esd szomszédos
Xin €S Xiyl, n ZyOkére
2) Lr; = Xl n— Xk = % .
.ahol ¢, ¢, (és a tovabbiakban ¢, ¢,...) csak a-t6l, b-t6l, m és M-t6l és e&-tol
fiigg, de k-t6l és n-tdl fiiggetlen. (ERDOS és TURAN [1], VIII. tétel 538.) Ugyanott
ERDOs és TURAN megjegyzik, hogy ha azt az er6sebb kikotést tessziik, hogy
3 m M
® =W = e
akkor az Osszes szomszédos .= arccos xy, €rtékekre érvényes egy (2)
alaku egyenlbtlenség.

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy a (2) egyenldtienség nemcsak a
P,(x) gyokeire, hanem a
(4) Qu(x) = Pa(x)+ APy 1(x)+ BP, o(x), B=0
polinom (—1, +1)-be esé gyokeire is teljesiil, feltéve, ha Q.(x) dsszes gyokei
valdsak és egymdstol kiilonbozdek. Ez utdbbi feltétel biztos kielégiil, ha B=0.
Q.(x)-nek legalabb n—2 gydke a (—1, +1) ortogonalitdsi intervallumba
esik, mert Q,(x) minden n—3-ad fokd polinomra ortogonélis. (Szegd [2],
3. 3. 4. tétel, 45.)

A (4) polinom gyokeit, mint mechanikus kvadratiira alappontokat, FEJER
[3], majd ErRDOs és TURAN [4] vizsgaltdk. Néhany figyelemremélto specialis
esetet jelen dolgozat végén részletesen fogunk targyalni. Bizonyitisomban én
is a (4) gyokeihez tartozd mechanikus kvadratira eljards sajatossagait hasz-
nalom fel; az tobb helyen eltér ERDOS és TURAN bizonyitasatél az A=B=0
esetre is.
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Bizonyitdsom lényegét A= B=0 esetén roviden vazolni szeretném.
CseBISEV, MARKOV és STIELTJES klasszikus szepardcios tétele szerint

Tn

k-1 k
Z&in < J w(x)dx < Zlm
i=1 =1

ahol 4:, az x;. alapponthoz tartozé Cotes-féle szam; ebbdl leolvashatd, hogy
Tk+1,n ’
(5) ‘ W(xX) dx < Axn - Axsi, 0.

xkn
Miérmost ERDOS és TURAN egy nevezetes segédtétele szerint 4y, — O(—:l—), tehat

Tr+1,n
1 1

(5a) Xier1, 0= Xion < — j w(x)dx = 0(7).

Tkn
A (2) egyenlétlenség baloldala ugyanazzal a gondolatmenettel bizonyithato,
mint ERDOs és TURAN bizonyitdsa az A=B=0 esetében. A tovabbiakban
(3) feltétel mellett becstéseinket tigy egészitjiik ki, hogy a szomszédos gyokok
tdvolsdganak becslésében numerikus allandokat tudunk megadni.

Az aldbbiakban bebizonyitjuk, hogy az (5) egyenl6tlenség a Q.(x) gyo-
keihez tartoz6 mechanikus kvadratiira Cotes-szamaira is teljesiil. llyen mddon
a szomszédos gyokok tavolsigdra a numerikus allandét tekintve is igen jo
fels6 becsléshez jutunk. Ennek alkalmazédsaként becsléseket vezetiink le olyan
ortogondlis polinomok gyokeinek eloszlasira, melyek sulyfiiggvénye vagy a
(33), vagy a (35), vagy a (37) egyenlbtlenségnek tesz eleget.

Ha nem vagyunk tekintettel a numerikus korlat pontosabb értékére, akkor
a fels6 becslés bizonyitasa nagymértékben Ilerovidithetd. Harom szomszédos
ortogonalis polinom kozt

P.(x)=(A.x+ By) Pur-1(x)— C, Pu-2(x)
alaku Osszefiiggés all fenn, ahol C, >0. Vagyis B =0 esetén Q.(x) a Pn.-1(x)
polinom gydkhelyein ugyanolyan eldjelii, mint P,(x). A P,.(x) polinom viszont
ismert tétel szerint jelet valt P,_;(x)-nek két szomsz€dos X n-1 €S Xis1,n-1 gyOk-
helye kozott. Tehat Q,.(x)-nek legalabb egy gyoke esik minden (xx, n-1, Xi+1,n-1)
intervallumba. Ilyen médon Q.(x)-nek a két x; .. -gyel szomszédos gyoke

. o . . . 1
nincs messzebb egymastdl, mint Xiyyn-1—X-1,n-1, ami (12) szerint 0(—’1— -

Ez utébbi bizonyitds gondolatmenete SzUsz PETER kartirsamtol szarmazik.
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Segédtételek.

Legyenek Q.(x) gyokei, amelyekrol feltételeztiik, hogy valosak és kiilon-
boz6ek '
§1n<§2n< <.Enn-

Legyen 5. (x) a {§n} alappontsorozat &. alappontjidhoz tartoz6 Lagrange-féle
interpolacios alapfiiggvény, vagyis az a legfeljebb n—1-edfokit polinom,

melyre -
ben (Bin) = O i=1,2,...,n .
Akkor a {&.} alappontokhoz tartozé w(x)-el sulyozott mechanikus kvadratiira

Cotes-féle szamai
+1

(6) . b= | ben(x) W(x) dx.
N -1
. SEGEDTETEL: Tetszbleges 2n—3-ad fokii sre,-3(x) polinomra,
+1 -
7 f Toon-3(X) W(X)dx = :Z; Ain 7020 _3(Ekn)-
-1 =

Ennek bizonyitdsa JAcoBI [6] egy nevezetes gondolatira van alapitva:
®) 0n-1(X) = r‘z Ton-3(Ein) lin(X)

az a legfeljebb n—1-edfokti polinom, amely a {&:.} alappontok helyén ugyan-
azokat az értékeket veszi fel mint sz2,-1(x). Akkor nyilvan

C) T02n-3(X) — 0n-1(%) = [Po (%) + APo-1(x) + B Po2(x)] 720-3(X),

ahol s7,-3(x) legfeljebb n—3-adfokii polinom. (9)-bél a {P.(x)} polinomok

ortogonalitasa kovetkeztében
+1

(10 | s—en s we ax =0
és igy (10), (8), (6) felhasznalasaval

[ Te2n-3(X) W(X) dX = J~ On-1(X) W(x) dx =
(11) - -1

+1
— kZl 7T2n-3(Ekn) J La(x)w(x)dx = kZ Aron T3 (Ein)-
= J —

Q. e. d.
Il. SEGEDTETEL: Ha az Osszes &, szamok (k=1,2, ..., n) valésak, akkor

+1
(12) hoz | la@PwEdx>0 k=120
-1

Ez a tétel FEJER-t6] szarmazik [3] (v. 0. ERDOS-TURAN [4], 149.) Bizonyitasa
ugyanugy torténik, mint az aldbbiakban a (16) egyenl6tlenségé.
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[1f. SEGEDTETEL: &w €s &w1. legyen Q.(x)-nek két szomszédos, a
(—1, +1) ortogonalitasi intervallumba es6 gydke. Akkor

5k+l,n
(13) | w0 dx < o+ Aasr e

fk" . .
Bizonyitas: ERDOs és TURAN egy lemmdja szerint ([5], IV. Lemma, 529.)
(14) lkn(X)+lk+1,n(x) = 1, ha .Ekn =X= §k+l,n-

(14)-hez felhasznaltuk, hogy az osszes {&.} alappontok valdsok. Most a II.
segédtétel FEJER-tO! [3] szdrmazd bizonyitdsdnak egy valtozatat haszndljuk
fel: Az

{lon () 4 L, n (%) J*— i (X) — Ly, n ()
legfeljebb 2n—2-edfoknii polinom az osszes &, alappontokon i=1,2,...,n
eltiinik, tehat ez a polinom oszthatd Q,.(x)=P,(x)+ APu-1(x)+ BP,_2(x)-vel:

a5 (i () L, 0 ()2l () — i1, (X) =
= [Pu(x) + APu-1(x) + BPu-2(X) ] [@n-2 Pua(x) + s(x)),

ahol sz,_3(x) legfeljebb n— 3-adfokt polinom, tehat P, (x), P.-1(x) és Pn_o(x)-re
ortogonalis. (15)-ben x®*-2. egylitthat6jat Osszehasonlitva, miutdn P,(x)-ben és
P._2(x)-ben a legmagasabb foka tag egyiitthatoja pozitiv, a baloldalon pedig
a négyzetreemelés kovetkeztében x¥'-2 egyiitthatéja pozitiv, kapjuk, hogy
a,2 >0, tehdt Be.2 = 0. Ennek kovetkeztében (15)-bol

+1 +1 +1
1[ {len(X) + Lesr, o () P W(X) dx = ) lin(X)w(x) dx + J Lipt, n(X) w(x)dx +
(16) u
+Bey-o J [Pra()Fw(xX)dX = An—+Aivs,

-1

(14) és (16)-bol

ék-tl, n +1
J w(x)dx < f {len (%) + liepr, () P W(X) dX = Ain + Aisn, -
fIm -1

Q.e. d.

IV. SEGEDTETEL: Az egész (—1, 4+ 1) intervallumban legyen w(x) =

= M(1—x%)™". Akkor minden (—1, 4 1)-be es6 alapponthoz tartozd 4., Cotes-
féle szdmra

(7) f = 2M

2n—3— sin-!

T
2n—3
és ha &, = cos O, % — =0, = % + e, akkor

2aM

\
(18) o = 5 s T
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Bizonyitas: Ismeretes, hogy ha s,.2(x) végigfut az 6sszes olyan legfeljebb
n—2-edfoki polinomon melyekre Ta-2(§a) =1, akkor

. [ml- 63] 27
49 ) PN 11
-1 sin By,
és ezt a minimumot a baloldali integral s._2(x) megfeleld valasztisaval fel
is veszi. (Lasd ERDOS és TURAN [5], 539.) Legyen az aldbbiakban s,-2(x)
éppen az az n—2-edfokii polinom, amelyre a (18) integrdl a minimumat fel-
veszi. Akkor tekintettel (7), (12), és (19)-re

D = Z L[ 7Tu2 ()= f[fp,,_ ) Pw(x)dx =
(20)

=M f [mm(x)] dx— .:rM
J1—x2 n_3+sm (2.n—3) Ok
sin b,
{20)-bol (18) azonnal leolvashaté. Hogy (17)-et bebizonyitsuk, ki kell mutat-
nunk, hogy
sin (2n ———3)tp 1

(21) S = Sin o O=¢p=-.

2n—3
Ez az egyenlétlenség 0 = ¢ = 57 i —3 Ta trividlis, mert a baloldal pozitiv;
5,—3 =9 =7 esetén |sin(2n—3)g| =1 és *

sin ¢ > sin —— ' -
‘(p 2n—3

miatt teljesiil; miutan (21) baloldala a ¢ és ;z—¢ helyeken ugyanazt az

értéket veszi fel, ezzel (21)-et bebizonyitottuk, amivel a IV. segédtétel bizo-
nyitasat befejeztiik.

Becslés Xi41, n—— Xin =T€

I. TETEL: A w(x) stlyfiggvény az egész (—1, + 1) ortogonalitasi inter-
vallumon tegyen eleget a (3) egyenl6tlenségnek. Ha most & = cosfy, és
Ert1,n ==C0S Uiy1,n a (4) polinom két szomszédos (—1, 4 1)-be esd gyoke, akkor

M 4:
(22) ¢ Okn‘_‘ 0k+1, n = F i

2n—3—sint

M
2n—3

és ha %—a_()m n< Oy = 2 -+ e, ahol a< , akkor
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-M 4
(23) Oin—Ossn = 30 3 cosiar -

Bizonyitas: tekintettel (3) és (13)-ra
Ek+1,n £k+1,n

~ o dx 1 1
@4)  Op—Ous, = J = =m J W)X = — (ot s, )

kn kn
(17) és (24), ill. (18) és (24)-b6l kovetkezik (22), ill. (23), Q. e d.

H. TETEL: A w(x) sulyfliggvényre teljesiiljon a (3) egyenl6tlenség. Ha
Ein = €0S Orn €S Ery1, n = €OS biy1,» a (4) polinom két szomszédos (—1, + 1) -be
esd gyoke, akkor

(25) 6Im - 0k+1, n é
Bizonyitas: Tekintettel arra, hogy

1lm1
AOM n-

ki = | [bn(c0s ) w(cos 6) sin 66
0

és (3) kovetkeztében )
m=w(cost)sind=M
és igy

1 ) 1
M Aen = j[lkn(COS 0)].’ d0 = Ay, = m Axny
0

amib6l
)

1 1 1
“'Elkn é _%—rﬁlkn'i_ﬁlkn _S_‘f
0

., 1 _ 1
[lkn(cos 6)] - EAknl de'—F(&) éﬁ i‘kn»

Miutdn F($) 2n-nél alacsonyabbfoku trigonometrikus polinom, BERNSTEJN
tételének kétszeri alkalmazasaval, tekintettel (17)-re:

2 2
(26) !F% [fen(cos H) | < Q,.T_z'i o, =< 30 2aM

2n—3—sin’!

7T
2n—3
Mar most Lagrange-féle kozépértéktétel szerint
1= [llm(COS Hkn)]z— [Ikn(COS 0k+1, n)]i =
= (Oxn—6rs1, ») Max dd0 [lin(cos )| <
ZﬂM

k+1l,n=
= (0kn_‘ 6k+1, n) i =

e ey T .
2n—3 sm2 3

M
= (Oin—Oi41,0) 40 el n,
amibdl (25) leolvashato.
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HI. TETEL: A w(x) sulyfiiggvény tegyen eleget a (3) egyenlGtlenségnek;
g =cos &, ill. £ =cos 6™ legyen a (4) polinomnak legnagyobb, ill. leg-
kisebb (—1, + 1) belsejébe esd gyoke, akkor n > 2 esetén

@n =2 4z és n—bm =M 4

2n—3—sin!

JT - S
2n—3 2n—3—sin" 53
Bizonyitas: Nyilvan elegend6 (27)-bdl a baloldali egyenldtlenséget bizonyitani..
Tekintsiik el6szor azt az esetet, amikor Q.(x)-nek a nyilt (—1, 1) inter-
vallumon kiviil sincs £*-ndl nagyobb gyoke, azaz & =E&,,. Tekintsiik az l.(x):
alapfiiggvényt. Ez olyan n—1-edfokt polinom, amelynek n—1 darab &,,-t6l

balra es6 gyoke van, tehat differencidlhdnyadosa (fil jelet valt az (&1, Eon),

(e, E3n), -« -« (Bu-2.n, En-1,») intervallumokban és tekintettel a fokszdmara, tobb
jelvaltdsa nem is lehet.

Miutan L. (8u-1,v) =0 €S Lin(Enn) == 1, Lin(X) X > &4-1, »-t6l kezdve monoton
novekvd és igy
(28) Ln(x)=1, ha xz=&..
Ennek kovetkeztében (3), (12) és (17) alapjan

ann
=6, < %J[l,m(cos PP w(cos $) sin $d I <

(29) a '

< —j[l,m(cos PP w(cos F) sin $d3 = ll m=—
m m .
2n—3—sin™!

=

27

A
2n—3
Masodszor, tekintsiik azt az esetet, amikor Q.(x)-nek van £'-nal nagyobb
gyoke; a legkisebb ilyen gyok legyen &™*. A &, ill. £** alapponthoz tartozé
Lagrange-féle interpolacios alapfiiggvény legyen 4., ill. 43, az ezekhez tartozd
Cotes-féle szamok legyenek 4, és 4.. Tekintettel (14) és (16)-ra, (17) fel--
hasznalasaval

o = %J[l‘ (cos 6) -+ I (cos 6)Jt w(cos 6) sin d6 —

+1

30) — LB+ @ = L@+ =
-1
= M. 27, -+ ii.‘“.
m 2n—3—sin-1 = &
2n—3

A" becslése céljabdl tekintsiik a tp,,_g(X)=F£——l— »-2(x) polinomot, ahol
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U.-2(x) az n—2-edfokit masodfaju Csebisev-polinom. 1, 2(1)=1 és igy
g** =1 kovetkeztében

(1) Yuo(§™) = 1.
Ilyen modon, tekintettel (12)-re, hacsak w(x) =M(1—xy) "

= z B[t -2 En)] = [ [n-2 ()P W(x)dx =

(32)
M:T

= e jwn-o(xn Ee=a

%(29), ill. (30) és (32) alapjan kovetkeznk (27)-bol az els6 egyenlStlenség.

Alkalmazasok

IV. TETEL: Legyen p.(x) a w(x) sulyfliggvényhez tartozd n-edfoku
ortogonalis polinom, és

(33) myi—E=wk)=M)1—x,
DPn(x) gyokei legyenek Xy, < Xzu < -++ < Xuu, VEGIl Xo. = —1, Xp41,»=1, akkor
Xin == COS Ok jeloléssel
(34) - Lﬂ—-l =0kn—0l+l n = M 47’:
n+2 m . T
2n-+1—sin!
2n-+41
-és ha ; — 0 = Oy, 0 < O < % +a; < ;27_ akkor a nevezd utols6 tagja-

ban coste irhato.
BizonviTAs: A W(x)=(1—x%) 'w(x) sulyfiiggvényhez tartozé ortogo-
nalis polinomok sorozata legyen {P,(x)}. Fejtsiik ki (x>—1) pn(x)-et a {P.(x)}

ortogonalis rendszer szerint:
n+2

(=1 pu) = 2 e Pil),

ahol .
+1 ’ +1

Cx ,=J(x2—l)p,.(x)Pk(x) W(x)dx= —jp,.(x)Pk(x)w(x)dx.

v /
Ebb6l azonnal leolvashat6, hogy c¢r=0, ha k< n. Tovabba, ha ux,-nel
jeloljiik p.(x)-ben x» egyiitthatojat és hasonloan k.-nel jeldljiik P.(x)-ben

.x" egyiitthatojat, akkor egyiitthaté 6sszehasonlitdssal

>0

‘ ch+2 =
n+2
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€és masrészt
+1 +1

o — —fp,,(x)pn(x)w(x)dx —— f pn(x)[f—: Do) -+ ~]w(x)dx= — ﬁ— <0.

Mindezek alapjan
(F*—1) pa(x) =

Tekintettel arra, hogy W(x) = (1—x?)'w(x) (33) kovetkeztében kielégiti a (3):
egyenlotlenséget, tételiink az 1. és II. tételekbdl kovetkezik, Q. e. d.

Z’II

[Pn+2(x)+APn+1(x)+ BPn(x)], ahOl B < 0.

k nt2

V. TETEL: Legyen p.(x) a w(x) sulyfiiggvényhez tartozo n-edfoku orto-
gonalis polinom és

1—x 1—x
(35) m|/1—+—x=W(x):M Tix’

P-(x) gyokei legyenek novekvd sorrendben X = c0SOin €S Xpppn=-+1;
akkor fennall a kovetkez6 egyenldtlenség

1m 1 M 47
(36) OM n+1 = OO n = m . . 7T
2n—1—sin!
2n—1
Analog tétel érvényes, ha w(x) sulyfiiggvény az
14+x - 1+ x
37 mV]-—x:w(x)éMl/l—x

egyenl6tlenséget elégiti ki.

Bizonyitas: Legyen most {P,(x)} a W(x) = (1—x)"'w(x) ‘sﬁlyfﬁggvény—v
hez tartozé ortogonalis polinomok sorozata. Akkor a IV. tétel bizonyitdsdhoz.
hasonloan kapjuk, hogy

An

(=) Pa) = — = Pana() +

ilyen modon a IV. tétel is az I. és ll. tételre vezethetd vissza.

ka
X

n

Pa(x)

Magyar Tudoma’nyos Akadémia
Alkalmazott Matematikai Intézete.
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