A CSOPORT HOLOMORFJANAK '
ES A GYURU HOLOMORFJAINAK UJABB DEFINICIOjA*

SZENDREI JANOS

A csoport- és gyiiriielméleti analog probiémdk targyaldsa nagy mérték-
ben jarult hozza a két elmélet kozds vondsainak feltdrasdhoz, ugyanakkor
azonban mindinkdbb kidomborodott a két struktiira erfsen kiilonb6z6 volta.
Legiijabban REDEI LAszLO professzor bevezette a csoportelméletben olyan
fontos karakterisztikus részcsoportnak, valamint az ehhez szorosan kapcsolodé
csoport-holomorfnak megfelel6 gyiiriielméleti fogalmakat, tovabba megvizsgalta
a csoport holomorfjaval kapcsolatos alapvetd tételek gyfiriielméleti analogon-
jait [4)%2. Ezzel megvetette a gyftiriikkre vonatkozo holomorfelmélet alapjait.
A két holomorfelmélet kozott sarkalatos kiilonbség, hogy a csoport holomorf-
javal ellentétben a gyiiriinek &ltalaban egynél tobb holomorfja van.

Ebben a dolgozatban ki fogjuk mutatni, hogy megadhaté a csoport
holomorfjanak és a - gytrii holomorfjainak egy-egy uj, fogalmilag egyszerii
definicioja, amely definiciok egyszersmind egy ujabb szempontbol vilagitjak
meg ezeknek a fogalmaknak analég voltat. Az itt adott definiciok kevésbbé
explicitek, azonban a mar ismert explicit definiciokkal valo ekvivalencidjuk
— mint latni fogjuk — konnyen kimutathato.

1.

Mint ismeretes, a csoport holomorfja tobbek kozott a kovetkezOképpen
is definidlhaté (W. H. MiLLs [1], REDEI L. [4]):

A, DEFINICIO. A I” csoport holomorfjdn értjitk a I'-nak a teljes A* auto-
morfizmuscsoportjdhoz tarfozo Ao I szétesé Schreier-féle bovitését.?

REDE! emlitett dolgozataban a gyiirli holomorfjait igy definidlja:

B, DEFINICIO. A P gyirii holomorfjain értjiik a P-nak a maximdlis D*
bardtsdgos duplahomotetizmusgyiiriiihez tartozé Do P szétesé Schreier-féle
bovitéseit.

* Ezen dolgozat Eine neue Definition des Holomorphes der Gruppe und der Holo-
morphe des Ringes cimmel az Acta Math. Academiae Scientiarum Hungaricae folydirat-
ban jelenik meg.

1 A szogletes zardjelbe tett szamok a dolgozat végén taldthaté irodalmi jegyzékre
utalnak

2 Ebben a dolgozatban hasznait fogalmak részletes targyaldsa €s tovabbi analogidk
Reper {4] dolgozatdban talalhatok.
3 Lasd Reper [4].
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2.

Legyen A egy egységelemes multiplikativ struktira (azaz olyan halmaz,
amelyben nem sziikségképpen asszociativ szorzds van értelmezve). I pedig
legyen egy tetszésszerinti csoport. Latin €s gorog kisbetiik jelolik az A, illetve
a I elemeit, e és & pedig azok egységelemeit. Tekintsiik az (a, @) (a€A4,ac€)
elemparok halmazat, amelyben az (a, @), (a’, ¢’) elemek egyenlOségét az a =d’,
a=2c' egyenl6éségekkel definidljuk. Ebben a halmazban értelmezziik az
M (@, @) (b, 8) =(ab, a'B)
szorzast, ahol «® az «(€17), b(€A) elemeknek egy [™-beli fiiggvényét jeloli,
amely teljesiti az
2) =« (e€l)
nkezdofeltételt“. Az igy nyert multiplikativ struktarat igy jeldljiikk: Ao I

Bebizonyitjuk a kovetkezd segédtételt:

A. SEGEDTETEL. Az Ao I' multiplikativ struktira akkor és csakis akkor
csoport, ha A csoport és :
(3) abc — (ab)c ,
C)) (a8 =a'f"°
érvényes minden b, c(€A), «, 8(€I") elemre. Ezek a csoportok a I’ csoportnak
az A csoporttal valo Osszes faktormentes (tehdt szétesd) Schreier-féle bovitései.

A (1) szorzas nyilvan akkor és csakis akkor asszociativ, ha A asszociativ

és

(abﬂ)c o abc‘ec
teljesiil. Ez az utobbi feltétel ekvivalens az (1) és (2) feltételekkel. (4)-bol
specialis esetként
5) &£ =
is kovetkezik minden a(€A) elemre. (2) és (5) figyelembevételével lithato,
hogy (e,¢) az Ao I strukturanak egységeleme. Tovabba konnyen belathato,
hogy az (a,«@)(€Aol") elem baloldali inverzének létezése az a(€A) elem
baloldali inverzének létezésével ekvivalens. Az A. segédtétel utolsé dllitasa a [3]
dolgozatban szerepld 1. tétel 1. korollariumanak kovetkezménye.

Jeloljon D egy kétmiiveletes struktirat (azaz olyan halmazt, amelyben
Osszeadas és szorzds van értelmezve), amelynek van zéruseleme s ezt 0-sal
jeloljiik. P legyen egy tetszésszerinti gyiirii. D és P elemeit O,a, b, ..., illetve
0,¢,8, ... jelolik. Az (a, @) (a € D, e« €P) elemparok halmazaban az (a, @), (@, ')
elemeket akkor és csakis akkor tekintjik egyenldnek, ha a==a',e=a’. Az
(a, @) elemparoknak ebben a halmazédban igy definidljuk az osszeadast és a
szorzast:

(6) (@, &)+ (b, 8)=(a+b, e+ p),
) (a, @) (b, 8) =(ab, eb+aB+eaB),
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ahol az ab, af(a, b€D; e, 8€P) P-beli fiiggvények kielégitik a
{8) Oa =a¢0 =0 (z€P)
~kezdofeltételeket®. (D a P gyfliri kétoldali operatortartomanyaként foghato6

fel.) Az igy kapott struktirdt Do P jeloli.
Ervényes a kovetkez6, lényegében REDENG] [2], [3] szarmazd

B. SEGEDTETEL. A D o P kétmiiveletes struktura akkor és csakis akkor
gyiri, ha D gyiri és

() (a+b)y=ay-+by, a(b+c)=eab+ec,
(10) aby =a(by), a(bc) = (ab)c,
(11) a(@+y)=af+ay, (e+B8)c=ac+pc,
(12) aBy =a(By), afc = a(Bc),
(13) (@aB)ec=a(Bc),

(14) (xb)y —c(by)

teljesiil minden a, b, c(€D) és a, 8, y(€P) elemre. Ezek a gyiiritk a P gyirinek
-a D gyiiriivel valé dsszes faktormentes (tehdt szétesé) Schreier-féle bivitései.

A B. segédtétel bizonyitasa REDE! [2] és [3] dolgozataban szerepld 2. tétel-
nek, illetve 4. tétel 1. korollariumanak bizonyitdsabol egyszerli modositassal
nyerhetd.

3.

Jelolje most az el6bbi paragrafusban szerepld A a I csoportnak Osszes
onmagaba vald leképezéseinek a halmazat. Az «(€I") elem képét az a(€A)
leképezésnél igy jeldljiik: e*. A I csoport Oonmagéaba valé leképezéseinek A
halmaza a szokasos (azaz a (3) alatti) szorzés értelmezése szerint egységele-
mes félcsoportot alkot és (1) a definicio szerint teljesiil. Az (a, ¢) (@€A,¢€1")
elemparok halmazdban értelmezziik a szorzast (1) szerint, az igy kapott mul-
tiplikativ struktdrat jeloljiik most is A o I'-val.

Ezekutdn értelmezziik a [” csoport holomorfjat.

A, DEFINICIO. A I" csoport holomorfjdn értjiik az A I’ multiplikativ
struktira I'-t tartalmazé maximdlis részcsoportjdt.

Az Ao ' multiplikativ struktira I'-t tartalmazo ‘barmely részcsoportja
az A. segédtétel szerint a I-nak egy alkalmas automorfizmuscsoporttal valo
faktormentes Schreier-féle bovitése. Ezért nyilvanvalo, hogy az Ao I' multi-
plikativ struktiranak van 7t tartalmazé maximalis részcsoportja, mégpedig ez a
maximalis részcsoport a I'-nak az A* teljes automorfizmuscsoportjahoz tartozé
faktormentes (tehat szétesd) Schreier-féle bovitése. Ezért érvényes a kovetkezd

A. TETEL. Az A, definicio ekvivalens az A, definicioval.
A P gyiirii 6nmagaba val6 duplaleképezésein értjiikk REDEI [4] szerint a P
gyfiriinek onmagaba valé ¢ —ae, ¢ —ea (¢ €P) (rendezett) leképezésparijait,
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ahol ae és ea az « képeit jelolik. Jelolje most D a P gyiirit 6sszes 6nmagéaba:
valé duplaleképezéseinek a halmazat, amelyben az osszeadast és a szorzast
(9), illetve (10) szerint érteimezziik. A P gyiiri trividlis 6nmagaba val6 dupla-
leképezését O-sal jeldljiik, ez azt a duplaleképezést jelenti, amely a P minden
elemét a O-ra képezi le, (8) tehdt a definicio szerint teljesiil. Az (a, «) (@ €D, ¢ € (P
elemparok halmazaban értelmezziik az Osszeadast és a szorzast (6), illetve (7)
szerint, az igy kapott kétmiiveletes struktarat jeldlje D o P.
A P gyiirii holomorfjai a kovetkezoképpen definidlhatok :

B, DEFINICIO. A P gyiirii holomorfjain értjiik a D o P kétmiiveletes struk--
tura P-t tartalmazo maximdlis részgyiiriiit.

A B. segédtétel szerint a D oP struktura P-t tartalmazo barmely rész--
gytiriije P-nak egy alkalmas baratsagos duplahomotetizmusgyiiriivel val6 fak--
tormentes Schreier-féle bovitése. REDEI [4] szerint minden baratsagos dupla-
homotetizmusgyiirli része legalabb egy ugyanilyen maximdlis D* gyiirfinek;.
ezért kovetkezik, hogy Ilétezik a D o P struktirdnak maximalis P-t tartalmazé
részgyiiriije. Ezek a P-t tartalmazé maximalis részgyiiriik nyilvan a P gyiiriinek
a maximalis D" baradtsdgos duplahomotetizmusgyiiriiihez tartozé faktormentes.
(tehat szétesd) Schreier-féle bovitések. Ervényes tehat a kovetkezd

B. TETEL. A B, definicio ekvivalens a B, definiciéval.
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