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A középértéktételeknek valós együtthatójú racionális polinomokra vonat-
kozó élesítésével kapcsolatban J. Favard a következő problémát vetette fel és 
oldotta meg : 

Mi a szükséges és elégséges feltétele annak, hogy a valós számokból 
álló 
(I) Co, Ci, Ci, i . . 

végtelen sorozat a következő tulajdonsággal rendelkezzék: ha 

/ (x) = ű0 + a,x-| f- anxn 

valós polinom, melynek együtthatói a 

(II) c0Û0 T Cxűi -j fc„a„ = 0 
feltételnek tesznek eleget, akkor /(x)-nek van legalább egy valós gyöke. E fel-
adat megoldását Favard a Hamburger-féle momentum-problémára vezette 
vissza; megmutatta ugyanis, hogy az (I) számsorozatnak akkor és csak akkor 
van meg az említett tulajdonsága, ha létezik olyan, a — < x < + °o inter-
vallumban értelmezett, növekvő és végtelen sok növekvési hellyel rendelkező 
ip(x) függvény, melyre a következő végtelen sok egyenletből álló egyenlet-
rendszer ki van elégítve: 

00 

c„ — j x"dip(x), n = 0 , 1 , 2 , . . . 
- 00 

A jelen közleményben a valós számokból álló véges 

(III) Co, Ci, . . . , cre ( « ^ 1 ) 

számsorozatokra vonatkozó analóg problémát oldjuk meg, éspedig tisztán algebrai 
segédeszközökkel, vagyis a momentumproblémával kapcsolatos eredmények fel-
használása nélkül. Megvizsgáljuk ezenkívül olyan csak a (III) sorozattól függő 
véges intervallum létezésének és meghatározásának kérdését, amelyben minden 
а (II) feltételnek eleget tevő /(x) polinomnak legalább egy valós jelváltási 
helye (azaz páratlan multiplicitású gyöke) van. 
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1. Elsőfajú faktorsorozatok 

A valós együtthatójú 
(1) f(x) = a0 + a1x-\ hanxn 

racionális polinomról azt mondjuk, hogy jelet vált, ha egyes valós x helyeken 
pozitív, másokon negatív értéket vesz fel, vagyis ha legalább egy páratlan 
multiplicitású valós gyöke van. Egy valós számokból álló 

(2) C0,CI,...,CH (пШ 1) 
számsorozatot elsőfajú faktorsorozatnak nevezünk, ha teljesíti a következő fel-
tételt: ha a legfeljebb л-edfokú, nem azonosan eltűnő valós (1) polinom együtt-
hatói eleget tesznek a 
(3) c0a0 + G öi 4 b Си an = 0 
egyenletnek, akkor (1) jelet vált. Elsőfajú faktorsorozatra egyszerű példát szol-

gáltatnak az - j - , ű - j . . . , n ^ j számok, ami könnyen belátható, ha figye-

lembe vesszük, hogy ebben az esetben a (3) feltétel az 
1 
| / (x) dx = 0 

ó 
alakban írható. 

A fenti definíciókból könnyen folynak az elsőfajú faktorsorozatok követ-
kező tulajdonságai. 

1. A (2) sorozat с,- számai nem tűnhetnek el mind. 
2: Ha egy elsőfajú faktorsorozat tagjait egy zérustól különböző l állan-

dóval megszorozzuk, ismét elsőfajú faktorsorozatot nyerünk. Ennek következ-
tében a továbbiakban olyan elsőfajú faktorsorozatok vizsgálatára szorítkoz-
hatunk, amelyeknek első el nem tűnő tagja pozitív; ezt ezentúl mindig fel-
tesszük. Az ilyen sorozatot normáltnak nevezzük. 

3. Ha a (2) faktorsorozat normált, akkor c0 pozitív. Ha ugyanis c0 = 0 
volna, akkor a (3) feltétel teljesülne az / ( x ) = 1 polinomra, amely pedig nem 
vált jelet. Ugyanez áll egyébként az összes páros indexű cr számokra. Való-
ban, ha páros r > 0 esetén с,- ^ 0 volna, akkor az f(x) = c0xr—cr polinom-
nak jelet kellene váltania, hiszen együtthatói a (3) feltételnek eleget tesznek; 
ez azonban nem áll, mert bármely valós x mellett c0xr—с,-Ш 0. 

4. Ha (2) elsőfajú faktorsorozat és л > 1 , akkor a c0, G , . . . , c„_i sorozat 
is elsőfajú faktorsorozat. Ugyanez érvényes általánosabban az összes c0, clt.,., cr 

alakú sorozatokra (r = 1, 2 , . . . , n — 1 ). 
5. Ha n páratlan, akkor a (2) elsőfajú faktorsorozatból ugyanilyen soro-

zatot nyerünk, ha utolsó c„ tagját tetszőleges valós c'n számmal helyettesítjük. 
Mindezek a tulajdonságok csak szükséges feltételek arra nézve, hogy a 

(2) sorozat elsőfajú faktorsorozat legyen. A következő tétel ugyanerre szüksé-
ges és elégséges feltételt szolgáltat. 
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I. TÉTEL. A valós c0,cu ..., cn számsorozat akkor és csak akkor normált 
elsőfajú faktorsorozat, ha az 

(4) F(ua, u1,...,uk) = cp+q Up ug [k = 
p, <1=0 V 

kvadratikus alak pozitív définit. 

BIZONYÍTÁS, a) Legyen ( 2 ) elsőfajú normált faktorsorozat s legyen ( 4 ) a 
megfelelő kvadratikus alak. Ha ez nem volna pozitív définit, akkor lehetne 
találni k+\ nem mind eltűnő valós u0, uu..., uk számot úgy, hogy a (4) 
kvadratikus alak megfelelő értéke zérus legyen. Akkor az 

к 
f(x) = (uo+ihx-\ 1-ukxkf = 2 UpUqXP^=a0 + ciiX-\ f-a2kx2k 

p, <г=о 
polinom nem tűnik el azonosan, s ugyanakkor 

к 
C 0 a 0 + Cl ö l H ' + Си- öofc = CP+q u P Uq = 0 . 

p, í = O 

tehát / (x) jelet vált, ami nyilván lehetetlen. 
b) Tegyük fel most, hogy a (4) kvadratikus alak pozitív définit és legyen 

/ ( x ) = o 0 + û i X 4 \ - a n x n 

legfeljebb л-edfokú, nem azonosan eltűnő valós polinom, melynek ar együtt-
hatói a (3) egyenletet kielégítik. Tegyük fel továbbá, hogy az állítással ellen-
tétben / (x) nem vált jelet, hanem pl. f(x) Ш 0 minden valós x-re. Ekkor az 
/ (x) polinom 

/(x) = ( « o + ß 1 x + . . . + akxkf + (Ä + ÄX + • • • + ßk xk )2 

alakban állítható elő, ahol k--

el mind; írható tehát 

és a valós cir, ßr együtthatók nem tűnnek 

к 
f(x)= 21 ("l^g+ßpßq)xr+", 

p, 3 = 0 

úgyhogy a (3) feltétel a következő alakot nyeri: 
к к 

cp+qapaq+ 21 Cp+aßpßq — 0. 
p, 3 = 0 p, 3 = 0 

Ez azonban lehetetlen, ami rögtön belátható, ha figyelembe vesszük, hogy a 
baloldali összegek mindketten nemnegatívok és legalább az egyik pozitív. Fel-
tevésünk tehát helytelen volt, vagyis az / (x) polinom jelet vált, amit bizonyí-
tanunk kellett. 

» 

KÖVETKEZMÉNY. AZ I. tétel bizonyításából következik, hogy a ] £ c , a r 
0 

összeg pozitív, ha c„, cu ..., c>, normált elsőfajú faktorsorozat, az / (x) polinom 
pedig a valós tengelyen nemnegatív, de nem azonosan zérus. 
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1. m e g j e g y z é s . A (4) kvadratikus alak nem függ cn-tői, ha n páratlan. 
Ez ismét igazolja az elsőfokú faktorsorozatok fenti 5. tulajdonságát. 

2. m e g j e g y z é s . Ismeretes, hogy a (4) kvadratikus alak akkor és csak 
akkor pozitív définit, ha a 

(5) A , A , A , . . „ A [k=n 

determinánsok valamennyien pozitívok, ahol 
Со Ci .. . Cr 

Dr — Cl Co • Cr+l 

с,- Cr+l - . . Cor 
Ennélfogva az I. tételt a következőképp is megfogalmazhatjuk: ahhoz, 

hogy a (2) sorozat normált elsőfajú faktorsörozat legyen, szükséges és elég-
séges, hogy az (5) determinánsok valamennyien pozitívok legyenek. 

2. Másodfajú faktorsorozatok 

Másodfajú faktorsorozaton a következő tulajdonsággal rendelkező valós 
számokból álló véges 
(2') c0,Ci, . . . , c„ ( л ^ О 
számsorozatot értünk: ha a valós és nem azonosan eltűnő 

/(x) = ű0 + űi>:-j I-anxn 

polinom együtthatói kielégítik a 
COŰO + CJŰÍ-I [-cnan = 0 

feltételt, akkor f(x) jelet vált a 0 < x < + intervallumban, vagyis van leg-
alább egy páratlan multiplicitású pozitív gyöke. Ebből a definícióból rögtön 
következik, hogy valamely másodfajú faktorsorozat egyúttal elsőfajú faktor-

( — l ) r 

sorozat is. Ennek megfordítása természetesen nem igaz, amint azt a = r _[_ { 

(r = 0, 1 , . . . , « ) sorozat példája mutatja. A másodfajú faktorsorozatokra vonat-
kozóan érvényes a 

II. TÉTEL. A ( 2 ' ) sorozat akkor és csak akkor másodfajú faktorsorozat, 
ha a 
(6) Со, 0, Ci, 0, c-2, 0, . « • , wi-l , V, Eíi 
sorozat elsőfajú faktorsorozat. 

BIZONYÍTÁS, a) Legyen ( 2 ' ) másodfajú faktorsorozat, 
/ (x) = a0 + öix + ű2x2-| \-a2nX-n 

pedig nem azonosan eltűnő valós polinom, melynek ar együtthatói a 
<7) Coűo + O - a i + C i ű o + O-ösH hO-ű +с„Й2П = 0 
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egyenletnek tesznek eleget. Minthogy (2') másodfajú faktorsorozat, azért a (7) 
egyenlőség következtében az 

Y {/(*) +/(—*)} = во •+ a,x2 + • • • + a-lnx2» 

polinom jelet vált a O < x < + oo intervallumban, hacsak nem tűnik el azonosan ; 
ekkor azonban /(x)-nek is jelet kell váltania, hiszen ha pl. minden x helyen / (x) ^ 0 

volna, akkor egyúttal - y { / (*)+/ (—;*)} = O i s fennállna minden valós x-re. Ha 

viszont / ( х ) ф / ( — x ) azonosan eltűnik, akkor / (x ) csak x-nek páratlan kitevőjű 
hatványait tartalmazhatja, s igy az x = 0 helyen vált előjelet. Ezáltal bebizo-
nyítottuk, hogy a (6) sorozat elsőfajú faktorsorozat. 

b) Tegyük fel most megfordítva, hogy (6) elsőfajú faktorsorozat és tekint-
sünk egy nem azonosan eltűnő 

/ ( x ) = ôo + F x + • • • - H „ x" 
polinomot, melynek együtthatói a 
(8) Cobo + ci b\ H 1-с,, bu = О 
egyenletnek tesznek eleget. Ekkor /(x)-nek jelet kell váltania a 0 < x < + 
intervallumban; ellenkező esetben az 

/(x2) = bo + F X2 + • • • + b„ X;" = Qb + Oi x + ûoX2 -j h ű2„ x2" 
polinom (ahol a2r-i = 0,a>r = br) sem válthatna jeleta — ° c < x < + °o inter-
vallumban, hiszen a (8) egyenlet azonos a 

Cuûo + 0- ŰI + ci a-2 + Ó-аз 4 b 0-Û2„-I + c„û 2« = 0 

egyenlettel. Ezért a (2') sorozatnak másodfajú faktorsorozatnak kell lennie. így 
a II. tételt teljesen bebizonyítottuk. 

Ha 

<V = /2r, r = 0, 1, . <., л és /2r-i== 0, r = \ , 2 , n , 
akkor a (6) sorozat megegyezik a 

/ 0 , . . . , "/2H 

sorozattal. Az I. és а II. tétel értelmében tehát ahhoz, hogy (2') normált 
másodfajú faktorsorozat legyen, szükséges és elégséges, hogy az 

n 
(9) F= 2 Yp+QuPu9 

p, 3 = 0 

kvadratikus alak pozitív définit legyen. Minthogy a páratlan indexű yp+4 együtt-
hatók mind zérussal egyenlők, azért az összegezést (9) jobb oldalán elég azon 
p,q értékpárokra kiterjeszteni, melyekre p + q páros, tehát p és q vágy mind-
ketten párosak, vagy mindketten páratlanok. A (9) kvadratikus alak ennél-
fogva így is írható: 

[?i ! ^ ] 
F = 2 Cr+sUorU2s - f 2 É.-+S+1 U2r+1 «2s+l • 
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Ily módon a (9) alak két kvadratikus alak összegeként áll elő, melyek közül 
az első csak páros indexű ur változókat, a második csak páratlan indexű u r 

változókat tartalmaz. Ennélfogva a (9) alak akkor és csak akkor pozitív définit, 
lia az 

Гп-l 1 

Fi— £ cr+svrvs, F> = ^L cr+s+iwrivs < 
r, s= 0 r, s — 0 

kvadratikus alakok mind a ketten pozitiv définit alakok. Kimondhatjuk tehát 
a következő tételt: 

III. T É T E L . A c0,cu ...,cn sorozat akkor és csak akkor normált másod-
fajú faktorsorozat, ha a 

n—1 
Dr, r = 0 , 1 , . . . , és D'r, r—1,2,..., 

determinánsok mind pozitívok, ahol 

Со Cl •• • Cr Ci Co • Cr 

Dr = Cl Co Cr+1 , D'r = 
C-2 Сз • • Cr+1 

Cr Cr+1 • • C'2r Cr Cr+1 • • • C2r l 

3. Minimális intervallumok 

Legyen megadva egy elsőfajú faktorsorozat: 

(2) c0,ci,...,cn (пШ 1). 

A következőkben azt fogjuk megvizsgálni, hogy lehetséges-e olyan véges 
(a, ß) intervallum megadása, amelyben minden a 

C o û o + C i û i - I b c „ ö l l = 0 

feltételnek eleget tevő és nem azonosan eltűnő valós 

/(x)==ű0 +01ДС-1 1-anxn 

polinomnak legalább egy páratlan multiplicitású gyöke van. Emellett az (a, ß} 
intervallumot azon feltételnek vetjük alá, hogy egyetlen valódi részintervallu-
mának se legyen meg az említett tulajdonsága. E feladat megoldásában fontos 
szerepet játszanak azok a racionális polinomok, melyeknek sorozata a 

Pa(x)= 1, A(x) = 

polinomokkal kezdődik és a 

Co Ck 

1 X 
P2(x) = 

Cq C\ Co 
С, C2 Со 
1 X X2 
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A ( x ) 

polinommal végződik, ahol к 

tulajdonságát soroljuk fel. 
1. Világos, hogy 

A(x) = 

Со Cl • • Ck 
Cl ca • • Ch+1 

Ck-1 Cli • • C2k , 
1 X •• • xk 

Mindenekelőtt e polinomoknak néhány 

Со C\ • • Cr 
Cl C '.l • • Cr+1 

Cr- 1 Cr • • Cor-1 
1 X • • xr 

z-edfokú polinom és legmagasabb fokú tagjának D, i együtthatója pozitív. 
2. Ha (p{x)=pa

J\-p1x-\ hpsX' tetszőleges sc r -edfokú polinom és 
Cf (x) P,.(x) = ö 0 + öiXH Г ö r + s x r + s , 

akkor 
caa0 + C , Ö , - | 1- Cr+sctr+s = 0 . 

Valóban, rendezzük P,(x)-et x növekvő hatványai szerint: 
p.(x) = ó„ + öaX-1 Vbrx'\ 

ekkor 

Ű0 + ÖIA: + b Or+sXr+s = cp(x) P, (x) = yfpm(b,x'" + b}x"'M-\ \-brxm+r), 

úgyhogy a 
1 1 = 0 

lineáris kifejezés a 
Coöo + G Ű ! - ! l - c , - + s ö r+ 

^ pm (boCm + biCm+1 H b ЬгСт+г) 
m—О 

alakban írható. A ôoGn + ôiCWi-j 1-brcm+r kifejezés azonban m<r esetén 
eltűnik, mert a D, determináns (m+l ) -ed ik sorának az utolsó sorhoz tartozó 
előjeles aldeterminánsokkal való kompozíciója útján keletkezik. Ennélfogva 

c0a0 -h c, al -| b c r + s ör h s = 0. 

3. r 1é 1 esetén P, (x)-nek minden gyöke valós és egyszeres. Ennek 
igazolására jelöljük x u x 2 , . . . , xs-sel a P, (x) polinom különböző páratlan 
multiplicitású valós gyökeit, 9P(x)-szel pedig a megfelelő gyöktényezők 

<p(x) = (x—x,)(x—x,) • • • (x—xs) 
szorzatát (s = 0 esetén természetesen <jo(x)=l értendő). 

Ha a fentihez hasonlóan 
<jp (x) Р,- (x) = a„ + tf, x H b ar+sxr+s, 

23 Matematikai és Fizikai Osztály Közleményei. 
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akkor 2. szerint az s <r feltevésből 
c0a0 + cxax -f h cr+sar+s - 0 

következnék, úgyhogy a <p(x)P,(x) polinomnak legalább egy páratlan multi-
plicitást! valós gyöke volna, ami azonban nem igaz. így tehát szükségképpen 
s = r; ez azonban csak úgy lehetséges, ha P,(x)-nek csupa valós és egyszeres 
gyöke van, amit bizonyítanunk kellett. 

4. P,-i(x) gyökei szétválasztják P,(x) gyökeit. 
Ennek bizonyítása a 

P0(x) — 1, Pi(x), P2(x), . . . 
polinomsorozat három egymás után következő tagjára vonatkozó 
(10) D?- iP,+i(x) = ( х Д Д , 1 - Д . Д - 1 + D,D,-i) P,.(x)-DlPr-x(x) 
rekurziós képleten alapszik; itt Д a már korábban (v. ö. 2. §) bevezetett 
(r-f- l)-edrendű determinánst jelenti, Д pedig azt a determinánst, amely Д-ből 
azáltal keletkezik, hogy az utolsó sor elemeinek indexeit eggyel megnöveljük. 
A (10) azonosságból mindenekelőtt könnyen adódik, hogy állításunk r — 1 
esetén helyes. Valóban, ha x, а P,(x) polinomnak (egyetlen) gyöke, akkor 
(10)-ből azonnal látszik, hogy P.,(xf negatív; viszont P2(x) pozitív |x|-nek 
elég nagy értékeire, úgyhogy X! csakugyan P2(x) két gyöke között fekszik. 
Jelöljük most általában P,(x) gyökeit növekvő sorrendben x,, x 2 , . . . , x, -rel s 
tegyük fel, hogy P ( x ) két szomszédos gyöke között P, i(x)-nek pontosan 
egy gyöke van, úgyhogy 

sgn P, x (x,) = ( - 1 Г (/ = 1 , 2 , . . . , r). 
(10)-ből látható, hogy 

sgnP,.+1(x,) = ( - l ) " + 1 , 
ami a sgnP ,+ i (+ o°) = 1 relációval egybevetve mutatja, hogy Pr(x) gyökei 
is szétválasztják P+i(x) gyökeit. Ezzel állításunk be van bizonyítva. 

A következőkben 
c „ , c , , . . . , c „ (c„ > 0) 

rögzített elsőfajú faktorsorozatot jelent. Legyen K„ azon legfeljebb л-edfokú, 
nem azonosan eltűnő, valós 

/ (x) = a0 + ахх-\ M»*" 
polinomok osztálya, amelyeknek ar együtthatói a 

Coöo + Gűi-I Lc«oH = 0 

egyenletet kielégítik. Valamely («, ß) nyílt intervallumot nevezzünk minimális 
intervallumnak a Kn osztályra nézve, ha a következő két tulajdonsággal ren-
delkezik: 1. minden K„ osztálybeli polinom jelet vált («,/?)-ban; 2. az (ct,ß) 
intervallum egyetlen valódi részintervallumának sincs meg az 1. tulajdonsága. 

IV. T É T E L . Legyen n = 24—1 1 -né! nagyobb páratlan szám. Ha a, ß 
(a < ß) Pk(x)-nek két szélső gyöke, akkor (a,ß) minimális intervallum a Kn 

osztályra nézve. 
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BIZONYÍTÁS. Tekintsük az 

(11) m = + 

polinomot, ahol F pozitív szám s az /(x) polinom valós S gyökét úgy választjuk 
meg, hogy f(x) a K„ osztályhoz tartozzék. E célból adjuk az /(x) polinomnak 
a következő alakot: 

és rendezzük a ^ k és x — a P 0 ' i n 0 r n 0 k a t x növekvő hatványai 

szerint: 

= Po+PiX+--- +p„. 1X"-1 , P
x
k^a - = bo + ÔIX + • • • + b,,x". 

Minthogy Pk(x)/(x—cc) = Pk(x) ' f ( x ) a Pi,(x) polinomnak egy alacsonyabb fokú 
polinommal való szorzata, azért ez a szorzat a K„ osztályhoz tartozik, követ-
kezésképp 

CoÖo + GÓ.H f-c„6„ = 0. 
Másrészt 

M = c(,p() + cipi 4 Cn-\Pn-i -j-Cn'O 

zérustól különböző (mégpedig pozitív), hiszen Pj(x)/(x—af nem vált jelet 
és a (2) faktorsorozat normált (v. ö. az I. tétel utáni következménnyel). Annak 
feltételét tehát, hogy az 

n M-l 
/ (x) = ŐR X- + (ff — I) £ prxr + F X — F S 

0 0 

polinom a /С, osztályhoz tartozzék, az 

(«—£) M + Cl s—C0F§ = 0 

egyenlet fejezi ki, amely még így is írható: 

(£,—a)M = C(1F (x'—I), 
ha x'-vel a Px(x) polinom c,/c0 gyökét jelöljük, F > 0, A í > 0 és (4. alapján) 
a < x' < ß miatt az utóbbi egyenlet azt mutatja, hogy H «-tói x'-ig növekszik, 
miközben F 0-tól -F- <*>-ig növekszik. Ezzel bebizonyítottuk, hogy cc < a' < x' 
esetén létezik a Kn osztályba tartozó (11) polinom, amely csak az x = cc 
helyen tűnik el, egyébként az egész valós tengelyen zérustól különbözik. 
Hasonló okoskodás mutatja, hogy létezik a K» osztályba tartozó olyan 

<12) /» (* ) = + < f > ° ) {x-ßf 
polinom, amelynek egyetlen, az (x',ß) intervallumba eső és F—>0 esetén ß-hoz 
tartó valós § gyöke van. Ha még figyelembe vesszük, hogy P,(x) = c0x—Ci 
is a Kn osztályba tartozik és egyetlen gyöke x = x', akkor a fenti meggon-

23* 
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dolásokból adódik, hogy bármely az (a, ß) intervallumba eső $ számhoz: 
található a Kn osztályban olyan /(x) polinom, melynek egyetlen valós gyöke 

Ebből következik azonban a definíció alapján, hogy a A(x ) n ^ j poli-
nom szélső gyökei által határolt (a, ß) intervallum az egyetlen minimális 
intervallum a Kn osztályra nézve. 

V. T É T E L . Legyen n = 2k—2 2-nél nagyobb páros szám. Ha a, ß 
(a<ß) а P(x) = Pk(x) + cPi-i(x) polinom szélső gyökei, ahol с tetszőleges 
valós állandó, akkor (a, ß) minimális intervallum a Kn osztályra nézve. 

Ennek a tételnek a bizonyítása а IV. tételéhez hasonlóan végezhető, azzal 
a különbséggel, hogy most (11) és (12) helyett 

/ ( X ) = ( x — £ ) ( x — Г ) j { x S n x - ß ) > 4 <« > °> 

alakú polinomokat tekintünk. 
Az n 1 és n = 2 eset teljesen elemien elintézhető. 
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