AZ ALGEBRAI EGYENLETEK ELMELETEBEN FELLEPO
KET FAKTORSOROZATROL

L. CSAKALOV (Szdfia)
Eléadta az 1954. junius 18-dn tartott nyilvdnos osztdlyiilésen

A kozépértéktételeknek valos »égyijtthatéjﬁ racionalis polinomokra vonat-
kozo élesitésével kapcsolatban J. Favard a kovetkezd problémat vetette fel és
oldotta meg : . '

Mi a sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy a valds szamokbol
allo '

(I) ) Co: Cl) CQ: LI . -

végtelen sorozat a kovetkez0 tulajdonsaggal rendelkezzék: ha
f(x)=a0+alx+ e +a11xn

valés polinom, melynek egylitthatoi a

(") coao+clal+ +Cnan:O

feltételnek tesznek eleget, akkor f(x)-nek van legalabb egy valos gyoke. E fel-
adat megoldasat Favard a Hamburger-féle momentum-problémara vezette
vissza; megmutatta ugyanis, hogy az (I) szdmsorozatnak akkor és csak akkor
van meg az emlitett tulajdonsidga, ha létezik olyan, a —oo < x < + oo inter-
vallumban értelmezett, novekvd és végtelen sok novekvési hellyel rendelkezd
W(x) fiiggvény, melyre a kovetkezd végtelen sok egyenletbdl &ll6 egyenlet-
rendszer ki van elégitve:

e J

Co= ij"'dyb(x), n=0,1,2,...

A jelen kozleményben a valés szdmokbdl &llo véges
an CoyCiy vy Cn (n=1)

szamsorozatokra vonatkozo analdg problémat oldjuk meg, éspedig tisztan algebrai
segédeszkozokkel, vagyis a momentumproblémaéval kapcsolatos eredmények fel-
haszndlasa nélkiil. Megvizsgaljuk ezenkiviil olyan csak a (III) sorozattdl fiiggd
véges intervallum létezésének és meghatdrozdsanak kérdését, amelyben minden
a (Il) feltételnek eleget tevd f(x) polinomnak legalabb egy valés jelvaltasi
helye (azaz paratlan multiplicitasi gyoke) van.



344 L. CSAKALOV

1. Elséfajiu faktorsorozatok

A valds egyiitthatoji
1) fX)=a+ax+ - +ax"
raciondlis polinomrdl azt mondjuk, hogy jelet vdit, ha egyes valos x helyeken
pozitiv, masokon negativ értéket vesz fel, vagyis ha legaldbb egy paratlan
multiplicitdsu valés gyoke van. Egy valos szamokbol allo
(2) CorCrseensCy (nz 1)
szamsorozatot elsdfajui faktorsoroz\atnak neveziink, ha teljesiti a kovetkezd fel-
tételt: ha a legfeljebb n-edfokd, nem azonosan eltiind valés (1) polinom egyiitt-
hatoi eleget tesznek a
(3) Colly+ciay+ -+, =0
egyenletnek, akkor (1) jelet valt. Els6faju faktorsorozatra egyszerii péidat szol-
1 1 1 '
17 2777 n41
lembe vessziik, hogy ebben az esetben a (3) feltétel az

galtatnak az szamok, ami konnyen belathatd, ha figye-

[fax=o0

alakban irhato.

A fenti definiciokbdl konnyen folynak az elsdfajii faktorsorozatok kovet-
kez6 tulajdonsagai.

1. A (2) sorozat c. szamai nem tunhetnek el mind.

2: Ha egy elso6faju faktorsorozat tagijait egy zérustol kiilonbozé 4 éllan-
doval megszorozzuk, ismét elséfaju faktorsorozatot nyeriink. Ennek kovetkez-
tében a tovabbiakban olyan elséfajii faktorsorozatok vizsgalatara szoritkoz-
hatunk, amelyeknek elsé el nem tiin6 tagja pozitiv; ezt ezentul mindig fel-
tessziik. Az ilyen sorozatot normdifnak nevezziik.

3. Ha a (2) faktorsorozat normalt, akkor ¢, pozitiv. Ha ugyanis ¢,=0
volna, akkor a (3) feltétel teljesiilne az f(x)=1 polinomra, amely pedig nem
valt jelet. Ugyanez all egyébként az osszes pdros indexil ¢, szdmokra. Val6-
ban, ha paros r >0 esetén ¢, = 0 volna, akkor az f(x)=c,x"—c, polinom-
nak jelet kellene vdaltania, hiszen egyiitthatoi a (3) feltételnek eleget tesznek;
ez azonban nem 4&ll, mert barmely valds x mellett c,x"—c, = 0.

4. Ha (2) els6faju faktorsorozat és n >1, akkor a ¢y, ¢y, ..., Cx-1 SOrozat
is elsdfaju faktorsorozat. Ugyanez érvényes altalanosabban az 0SSzes Cy, €1, ..., Cr
alaka sorozatokra (r=1,2,...,n—1).

5. Ha n paratlan, akkor a (2) elsdfaju faktorsorozatbol ugyanilyen soro-
zatot nyeriink, ha utolsé ¢, tagjat tetszéleges valos ¢, szammal helyettesitjiik.

Mindezek a tulajdonsdgok csak sziikséges feltételek arra nézve, hogy a
(2) sorozat elsofaji faktorsorozat legyen. A kovetkezO tétel ugyanerre sziiksé-
ges és elégséges feltételt szolgaltat.
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[. TETEL. A valds ¢, ¢, ..., ¢, szdmsorozat akkor és csak akkor normdlt
elséfaju faktorsorozat, ha az

“@ F(ug, uy, ..., m)= Z C1)+f1.upuq (k = [%])

»a=0

kvadratikus alak pozitiv definit,

BizonviTAs. a) Legyen (2) elsdfaji normalt faktorsorozat s legyen (4) a
megfelel6 kvadratikus alak. Ha ez nem volna pozitiv definit, akkor lehetne
talalni k-1 nem mind eltiind valds u,, u,, ..., u szamot 1gy, hogy a (4)
kvadratikus alak megfelel6 értéke zérus legyen. Akkor az

J)=Wot+ux+--- +uxty = Z upuqu*q——ao-}—alx+ - ax X2

Py q=0
polinom nem tiinik el azonosan, s ugyanakkor

Kk
. W )
Colo+ a1+ -+ - Co Qo = Z Cprqliplly =0,
»qg=0

tehat f(x) jelet valt, ami nyilvan lehetetlen.
b) Tegyiik fel most, hogy a (4) kvadratikus alak pozitiv definit és legyen

R =a+ax+ .- +ax
legfeljebb n-edfoku, nem azonosan eltiind valds polinom, melynek a, egyiitt-
hatéi a (3) egyenletet kielégitik. Tegyiik fel tovdbba, hogy az allitassal ellen-

tétben f(x) nem valt jelet, hanem pl. f(x) = O minden valés x-re. Ekkor az
f(x) polinom

J@X)=(ewo+ax+ - +axX*)+(Bo+ bix+ - - + B x*)

alakban dllithato el6, ahol kz[fzi] és a valos «., 8, egyiitthatok nem tiinnek
el mind; irhaté tehat '

k

fx)= 20 (epeq =+ Pply) X712,

Pa=

ugyhogy a (3) feltétel a kovetkezd alakot nyeri:

Z Cprqptq+ Z Cpra BBy =0.

»,¢4=0 _ »a=0
Ez azonban lehetetlen, ami rogton belathat6, ha figyelembe vessziik, hogy a
baloldali osszegek mindketten nemnegativok és legalabb az egyik pozitiv. Fel-

tevéstink tehat helytelen volt, vagyis az f(x) polinom jelet valt, amit blZOﬂyl-
tanunk kellett.

KOVETKEZMENY. Az I. tétel bizonyitasabol kovetkezik, hogy a > c.a.
V]

Osszeg pozitiv, ha ¢, ¢, ..., ¢, normalt elséfaja faktorsorozat, az f(x) polinom
pedig a valds tengelyen nemnegativ, de nem azonosan zérus.
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1. megjegyzés. A (4) kvadratikus alak nem fiigg ¢,-t6l, ha n pératlan.
Ez ismét igazolja az els6fokt faktorsorozatok fenti 5. tulajdonsagat.

2. megjegyzés. Ismeretes, hogy a (4) kvadratikus alak akkor és csak
akkor pozitiv definit, ha a

(5) . DO) Dl, Dz, ceny D;; (kz[%])
determinansok valamennyien pozitivok, ahol
Cy () vee  Cr
D.— €1 C ... Cry1 \
Crv C;-+1 “e Car

Ennélfogva az l. tételt a kovetkez8képp is megfogalmazhatjuk: ahhoz,
hogy a (2) sorozat normalt elséfaju faktorsorozat legyen, sziikséges és elég-
séges, hogy az (5) determinansok valamennyien pozitivok legyenek.

2. Masodfaju faktorsorozatok

Mdsodfajii faktorsorozaton a kovetkezd tulajdonsaggal rendelkezd valos
szamokbol 4ll6 véges :
(2) Gy Ciy e G (nz=1)
szamsorozatot értiink: ha a valés és nem azonosan eltiind

f)=a+ax+- - 4a.x"
polinom egyiitthatdi kielégitik a .
_ @i+ -+t =0 _

feltételt, akkor f(x) jelet valt a 0 < x <+- oo intervallumban, vagyis van leg-
alabb egy pératlan multiplicitist pozitiv gyoke. Ebbdl a definiciobdl rogton
kovetkezik, hogy valamely masodfaji faktorsorozat egyuttal elsofaju faktor-
=
r+1
(r=0,1,...,n) sorozat példija mutatja. A mdsodfajii faktorsorozatokra vonat-
kozdan érvényes a

sorozat is. Ennek megforditdsa természetesen nem igaz, amint azt a ¢, =

II. TETEL. A (2') sorozat akkor és csak akkor mdsodfaji faktorsorozat,
ha a '

- (6) €0, 0,¢1,0,¢,0,...,¢:-1,0, Cn
sorozat elséfajii faktorsorozat. ’
BizonyiTAS. a) Legyen (2') mésodfaji faktorsorozat,
fx)=ao+aix+a:x*+ -+ + az. x>
pedig nem azonosan eltiind valés polinom, melynek a, egyiitthatoi a
7y @ F0-ay s +0-a34 - +0-a 420 =0



AZ ALGEBRAI EGYENLETEK ELMELETEBEN FELLEPO KET FAKTORSOROZATROL 347

egyenletnek tesznek eleget. Minthogy (2’) masodfaju faktorsorozat, azért a (7)
egyenloség kovetkeztében az

_;‘ {f(x) F+f(—x)} =a0+ a: x>+ - - - F @z x>

polinom jelet valt a 0 < x < 4 oe intervallumban, hacsak nem tiinik el azonosan;
ekkor azonban f(x)-nek is jelet kell véltania, hiszen ha pl. minden x helyen f(x) = 0

volna, akkor egyuttal —%— {f(x)+f(—x)} = Ois fennallna minden vaiés x-re. Ha

viszont f(x)-}-f(—x) azonosan eltiinik, akkor f(x) csak x-nek pératlan kitevojii
hatvanyait tartalmazhatja, s igy az x=0 helyen valt eldjelet. Ezéltal bebizo-
nyitottuk, hogy a (6) sorozat elsdfaji faktorsorozat.

b) Tegyiik fel most megforditva, hogy (6) elstfajit faktorsorozat és tekint-
siink egy nem azonosan eltiing

f)=bo+bix+ -4 b,x
polinomot, melynek egyiitthatoi a

(8) ‘ CObO—!-Clb]"*‘""‘I—cnbn:O
egyenletnek tesznek eleget. Ekkor f(x)-nek jelet kell valtania a 0 < x < - oo
intervallumban; ellenkezd esetben az '

JO)=by+ b6 X4 -+ b, x =y + a1 X + QX2 4 - - - F Qop X2
polinom (ahol as_;1=0, as,=¥5,) sem valthatna jelet a —oo< x <4 oo inter-
vallumban, hiszen a (8) egyenlet azonos a

C(pao+0'a1+(,‘1ag+0'a3+ i +O'a'.’n—l +bn02n =0 )
egyenlettel. Ezért a (2') sorozatnak masodfajii faktorsorozatnak kell lennie. Igy
a IL tételt teljesen bebizonyitottuk.
Ha .
&=y, r=0,1,...,n € yua=0, r=5L2,..,n, - ,

akkor a (6) sorozat megegyezik a ' ’
Y05 Yty en e Von :

sorozattal. Az 1. és a II. tétel érteimében tehat ahhoz, hogy (2') normalt’

masodfaju faktorsorozat legyen, sziitkséges és elégséges, hogy az '

©) F= Z‘ Vralplly

pg=0
kvadratikus alak pozitiv definit legyen. Minthogy a pératlan indexii y,, egyiitt-
hatok mind zérussal egyenlOk, azért az Osszegezést (9) jobb oldalan elég azon
D, q €értékpéarokra kiterjeszteni, melyekre p+ g péros, tehat p és ¢ vagy mind-
ketten parosak, vagy mindketten paratlanok. A (9) kvadratikus alak- ennél-

fogva igy is irhato:
2] n-1
8 ]

2
F= Z Crtsllay Uy + Z, Crist1 U1 Ussyy .

7, =0 r,s=0
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Ily médon a (9) alak két kvadratikus alak 6sszegeként all el6, melyek kozil
az els6 csak paros index(i u, valtozokat, a masodik csak paratlan indexii u.
valtozékat tartalmaz. Ennélfogva a (9) alak akkor és ¢sak akkor pozitiv definit,

ha az
- " n-1
Wl
: : Fi= Z CrisUrUs, Fy= Z Crist1 WeWs ¢

7, 8=0 r, 8=

kvadratikus alakok mind a ketten pozitiv definit alakok. Kimondhatjuk tehat
a kovetkezo tételt:

HL TETEL. A ¢, ¢y, ..., C, SOrozat akkor és csak akkor normdlt mdsod-
faju faktorsorozat, ha a

n] . , n—1
D,, r—O,l,...,[i] és Dy, r—1,2,...,[ 5 ]

determindnsok mind pozitivok, ahol oo

€ €1 - & C1 € -+ G

€t & 0 G €2 €3 - Crn1
D, = o D= "

Cr Cri1 +- Cor Cr Crit +++ C2r1

3. Minimalis intervallumok

Legyen megadva egy elsbfaju faktorsorozat:
¥ Cos €1y -« 5 Ca (n=1).
A kovetkezdkben azt fogjuk megvizsgdlni, hogy lehetséges-e olyan véges
(e, 8) intervallum megadédsa, amelyben minden a <
Colo+Crai+ - + =0
feltételnek eleget tevé €és nem azonosan eltiind valos
f(xX)=ao+ax+ - +a.x"

polinomnak legalabb egy paratlan multiplicitdsu gyoke van. Emellett az («, 8)
intervallumot -azon feltételnek vetjiik ala, hogy egyetlen valédi részintervaliu-
manak se legyen meg az emlitett tulajdonsaga. E feladat megoldasaban fontos.
szerepet jatszanak azok a raciondlis polinomok, melyeknek sorozata a

o Co €1 Co
P(x)=1, P((x)= 10 xl' , P()=|c; & ¢y |,
1 x x*

polinomokkal kezdédik és a
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Cy €1+ Cx

€t Cy - Cpat
Pk(X)f

Cr-1Cp; v 0+ Corq

1 X ... XF

polinommal végzédik, ahol k= [g] Mindenekel6tt e polinomoknak néhany

tulajdonsdgat soroljuk fel.

1. Vilagos, hogy .
Co CL -+ Cr
Ci C2 -+ Cryx
P (x)= o
Cr1 Cp ++* C2r1
1 X --- X

r-edfoku polinom és legmagasabb foku tagjanak D..; egyiitthatéja pozitiv.
2. Ha ¢(x)=py+px+--- -+ psx° tetszbleges s < r-edfokti polinom és
() Pr(x)=a,+a;x+ -+ +ys X",
akkor
Collo €+ -+ F-Cryslis =0,
Valéban, rendezziik P.(x)-et x novekvd hatvanyai szerint:

P (x)y=0b,+b:x+ --- +b.x";
ekkor

Aot X+ F QX = () Po(X) = D Pn(DoX” 4 by X" - - b xm),

m=0
ugyhogy a
Colly+C1@+ « -+ CrisQiys
linedris kifejezés a
%; pm (bOCm _l_‘ blcm+1 _I_ T + brcm+r)

alakban irhatd. A bocn+ b1Cui1+ -+ + brCosr kifejezés azonban m < r esetén
eltliinik, mert a D, determinans (m -+ 1)-edik soranak az utolsd sorhoz tartozd
eldjeles aldetermindnsokkal valé kompozicidja atjan keletkezik. Ennéifogva

Collo+C1h 4+ -+ + Crislrps =0, ‘

3. r=1 esetén P,(x)-nek minden gyoke valos és egyszeres. Ennek
igazoldsara jelvljik xi, X, ...,Xx,-sel a P,(x) polinom kiilonb6zd pératlan
multiplicitdsit valds gyokeit, ¢(x)-szel pedig a megfeleld gyoktényezok

P(x) = (x—x) (x—%X5) -+ (X—Xs)
szorzatdt (s=0 esetén természetesen ¢(x)=—1 értendd).

Ha a fentihez hasonldan

P(xX) Pr(x) = ay+ ayx + - @y X",

23 Matematikai és Fizikai Osztaly Kozleményei.
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akkor 2. szerint az s <r feltevésbol
CollyF 0+ -+ O Qs == 0
kovetkeznék, tgyhogy a ¢(x) P.(x) polinomnak legalabb egy paratlan multi-
plicitasi valés gyoke volna, ami azonban nem igaz. Igy tehat sziikségképpen
s=r; ez azonban csak ugy lehetséges, ha P,(x)-nek csupa valds és egyszeres
gyoke van, amit bizonyitanunk kellett.
4. P._(x) gyokei szétvélasztjdk P,(x) gyokeit.
Ennek bizonyitdsa a
Py(x)=1, Pi(x), Ps(x), ... ,
polinomsorozat harom egymdés utdn kovetkezd tagjara vonatkozd
(10) D} Pu(x)=(xD,D,.1—D,D, 1+ D,D, 1) P.(x)—D; P,_i(x)
rekurzios képleten alapszik; itt D, a mar kordbban (v. 6. 2. §) bevezetett
(r- 1)-edrendii determindnst jelenti, D, pedig azt a determinanst, amely D,-b6l
azdltal keletkezik, hogy az utolsé sor elemeinek indexeit eggyel megnoveljiik.
A (10) azonossagbol mindenekeldtt konnyen adodik, hogy allitdsunk r=1
esetén helyes. Valoban, ha x, a P,(x) polinomnak (egyetlen) gyoke, akkor
(10)-bdl azonnal latszik, hogy P,(x;,) negativ; viszont P,(x) pozitiv |x|-nek
elég nagy értékeire, ugyhogy x, csakugyan P,(x) két gyoke kozott fekszik.
Jeloljilk most altaldban P,(x) gyokeit novekvd sorrendben x;, x,,...,x,~rel s
tegyiik fel, hogy P.(x) két szomszédos gyoke kozott P,._i(x)-nek pontosan
egy gyoke van, ugyhogy
sgn P, 1(x) = (—1)" (l=1,2,...,7).
(10)-bo! lathatd, hogy
sgn Py (x) = (—1)""",
ami a sgn P, (+ o) =1 reldciéval egybevetve mutatja, hogy P,(x) gyvkei
is szétvalasztjak P, (x) gyokeit. Ezzel allitdsunk be van bizonyitva.
A kovetkezokben
CoyCiy v nyCu (¢, >0)
rogzitett elsofaji faktorsorozatot jelent. Legyen K, azon legfeljebb n-edfokaq,
nem azonosan eltiing, valds
JO=a+ax+-- +ax
polinomok osztdlya, amelyeknek a, egyiitthat6i a
Ca,+ca - +cuan =0
egyenletet kielégitik. Valamely (e, 8) nyilt intervallumot nevezziink minimdlis
intervallumnak a K, osztdlyra nézve, ha a kovetkezd két tulajdonsaggal ren-
delkezik: 1. minden K, osztalybeli polinom jelet valt (¢, 8)-ban; 2. az (e, 8)
intervallum egyetlen valédi részintervallumdnak sincs meg az 1. tulajdonsaga.

IV. TETEL. Legyen n—=2k—1 1-nél nagyobb pdratlan szdm. Ha «, 8
(e < B) Pu(x)-nek két szélsé gyike, akkor («,$) minimdlis intervallum a K,
osztdlyra nézve.
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BizoNyiTAS. Tekintsiik az

o

) 10=G—9 | PO el =Y ax

X —a)*
polinomot, ahol ¢ pozitiv szdm s az f(x) polinom valds & gyokét ugy valasztjuk
meg, hogy f(x) a K, osztdlyhoz tartozzék. E célbdl adjuk az f(x) polinomnak
a kovetkezd alakot:
_Pi(®)

)= 8 o ex—D)
Pix) . _Pix)_

P;. (X)

és rendezzik a ———=5 ¢é polinomokat x novekvdé hatvanyai
(x—c) X—a
szerint:
P ’"(x) . n-1 PE(x) — ) ]l
(x (4)2 = Po-+p1X-+ + Por X1, ﬁ'—bo‘l‘blx‘i""“‘bnx .

Minthogy Pi(x)/(x— ) = Pi(x) ¢(x) a P(x) polinomnak egy alacsonyabb foku
polinommal val6é szorzata, azért ez a szorzat a K, osztdlyhoz tartozik, kovet-
kezésképp
by 40,4+ -+ .0, =0.

Masrészt

M=copo+cipr+ -+ +CotPu-1+ €0
zérustdl kiilonboz6 (mégpedig pozitiv), hiszen Pi(x)/(x—«)® nem valt jelet
és a (2) faktorsorozat normalt (v. 6. az I. tétel utani kovetkezménnyel). Annak
feltételét tehat, hogy az

‘n-1

f(x) —Z by x" +(u—E)Z X" 4 ex—ek

polinom a K, osztilyhoz tartozzék, az
(a—’g‘)M—{—cls—cosE:O

egyenlet fejezi ki, amely még igy is irhat6:
E— ) M =& (x’—8),

ha x’-vel a P(x) polinom c,/c, gyokét jeloljiikk. ¢ >0, M >0 és (4. alapjan)
@ <x’ <@ miatt az utdbbi egyenlet azt mutatja, hogy & e-t6l x'-ig novekszik,
mikdzben & O-t6l -+ oo-ig novekszik. Ezzel bebizonyitottuk, hogy ¢ < ¢’ < x’
esetén létezik a K, osztdlyba tartozé (11) polinom, amely csak az x =«
helyen tiinik el, egyébként az egész valos tengelyen zérustdl kiilonbozik.
Hasonl6 okoskodds mutatja, hogy létezik a K, osztdlyba tartozé olyan

2) A =9 PO

polinom, amelynek egyetlen, az (x', 8) intervallumba esé és #-+0 esetén g-hoz
tartd valés § gyoke van. Ha még figyelembe vessziik, hogy P,(x)=c,x—c¢,
is a K, osztalyba tartozik és egyetlen gydke x = x’, akkor a fenti meggon-

(>0

23* .
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taldlhat6 a K, osztdlyban olyan f(x) polinom, melynek egyetlen valds gyoke &.

dolasokbol adodik, hogy barmely az («,8) intervallumba es6 & szamhoz

Ebbdl kovetkezik azonban a definicié alapjan, hogy a Pi(x) (k= n _g 1) poli-

nom széls6 gyokei altal hatarolt (¢, ) intervallum az egyetlen minimalis
intervallum a K, osztalyra nézve.

V. TETEL. Legyen n=2k—2 2-nél nagyobb pdros szdm. Ha e, &
(€< B) a P(x)= Pu(x)+cPi_1(x) polinom szélsé gyikei, ahol c tefszbleges
valos dllando, akkor (e, 8) minimdlis intervallum a K, osztdlyra nézve.

Ennek a tételnek a bizonyitdsa a IV. tételéhez hasonldan végezhetd, azzal
a kiilonbséggel, hogy most (11) és (12) helyett

1) = (=Y —8) | e ¢ (:>0)

alakt polinomokat tekintiink.
Az n—1 és n= 2 eset teljesen elemien elintézhetd.
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