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" Bevezetés

A valdsziniiségszamitas axiomatikus megalapozasa, melyet A, N. KoL-
MOGOROV adott meg 1933-ban megjelent munkajaban (1], uj korszakot nyitott
meg a valosziniiségszamitas fejlddésében é€s rendkiviil fejlesztéleg hatott a
valosziniiségszamitasra és annak a kiilonbozd természettudomanyokban valo
alkalmazasaira, tovabba lehet6vé tette a valosziniiségszamitisnak a matematika
kiilonboz6 fejezeteiben vald alkalmazasat is. Az alkalmazdsok soran azonban
felmeriiltek olyan problémak is, melyek vagy egydltaldn nem, vagy csak igen
bonyolultan targyalhatok a KOLMOGOROV-féle axiomatikus felépités kereteiben.
‘Gondolunk itt elsdsorban arra, hogy a fizikdban (pl. a kvantummechanikdban
€s masutt), tovibba a valdszinliségszamitds elméleti problémaival kapcsolat-
ban, pl. a MARKOV-lancok és a sztochasztikus folyamatok elméletében és a
valosziniiségszamitisnak az integralgeometridban, a szamelméletben és egye-
biitt valo alkalmazdsainal gyakran el6fordulnak olyan valosziniiségeloszlasok,
amelyek ,nem normalhatok“*, vagyis nem korldtos mértékek Iépnek fel. Ilyen
eloszlasok a KOLMOGOROV-féle elméletben nem értelmezhetSk: példdul nincsen
értelme az egész n-dimenzios euklideszi térben egyenletes valOsziniiségelosz-
lasrdl beszélni; hasonloképpen nincsen értelme annak a kijelentésnek, hogy
»taldlomra valasztunk egy természetes egész szamot ugy, hogy minden termé-
szetes egész szam egyenld valOszinliséggel jon tekintetbe.“ Elsé pillanatra
ugy tiinik, hogy ezen nem is lehet valtoztatni, hiszen 1-nél nagyobb valészi-
niiségeknek elvileg nincs értelme. Ez kétségteleniil igy van, azonban itt arrol
van sz0, hogy a szGbanforgd — valojaban értelmetlen — nem-normalhatd
eloszlasok segitségével bizonyos feltételes valosziniiségekre teljesen észszerii —
a fizikai alkalmazdsokban a tapasztalatokkal megegyezd — értékeket nyernek.
Ez az oka annak, hogy ilyen nem-létezd eloszlasokat hasznainak és igy fel-
meriil annak a sziikségessége, hogy a valdsziniiségszamitds elméletét oly mo-

* A fizikai szakirodalomban meghonosodott az a nem szerengsés szokas, hogy a valo-
szinfiség-eloszlasok stirliségfiiggvényét nem normaljdk, vagyis csak egy konstans faktortol
eltekintve hatarozzak meg. Amennyiben ennek a fliggvénynek az egész térre kiterjesztett
integralja véges, ugy "ezzel elosztva a nem normalt sirdiségfiiggvényt, azt normalhatjuk,
vagyis ilyen mddon a tényleges stirfiségfiiggvényt nyerjiik. Ha azonban a ,siriiségfiiggvény*
integralja nem véges, akkor ,nem normalhaté“ és igy igy nem tekinthetd a kozonséges
értelemben vett valosziniiség-siirliségfiiggvénynek: az emlitett szokds miatt egyes szerzoknek
ez néha elkeriili a figyelmét, - o
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don fejlessziik tovabb, hogy az emlitett szdmitdsok jogossagat (ahol az valo-
ban fenndll) meg tudjuk alapozni.* Jelen dolgozat kisérletet jelent ebbe az
iranyba. Mindenekelott két elvi jellegii megjegyzést kivanunk tenni. El6szor
is hangstlyozni kivanjuk, hogy a jelen dolgozatban kozolt elmélet felépitésénél
nem KOLMOGOROV-t6! eltérd uton jarunk, hanem ugyanazon az tdton igyek-
sziink egy szerény lépéssel tovabb menni.** Axiomatikus elméletiink KOLMO-
GOROV elméletét mint a legfontosabb specidlis esetet tartalmazza. Mdasik meg-
jegyzésiink, hogy az 1nj elmélet még igen tavol all attdl, hogy Dbefejezett,
lezart elmélet legyen; ennek ellenére, ugy hissziik, nem felesleges jelen for-
majaban mar ismertetni, mivel az 1j elmélet kidolgozasa koézben néhany olyan
részleteredményre jutottunk, amelyek onmagukban — az 6j elmélett6! elvonat-
koztatva — is bizonyos érdeklddésre tarthatnak szamot. Gondolunk itt példaul
a valosziniiségszamitas centrdlis hatareloszlastételének bizonyos gyengén fiiggé
valtozésorozatokra valo kiterjesztésére, amivel a 3. § foglalkozik, tovabba
BOREL normalis szimokra vonatkozo tételének egy dltalanositésara, amelyet a
2. §-ban kozliink. Tovabbi alkalmazasi lehetdségeket a Markov-lancok elméleté-
ben és a sztochasztikus folyamatok elméletében a 4. §-ban emlitiink meg. Az
1. §-ban kifejtett elméletben az alapvet6 fogalom a feltételes valosziniiség fogalma;
ennek megfeleléen modositjuk a valdsziniliségszamitds KOLMOGOROV-féle
axiomatikus elméletét. KOLMOGOROV elmélete, mint ismeretes, abbol indul ki,
hogy adva van egy tetsz6leges H absztrakt halmaz, amelyet eseménytérnek
neveziink, tovdbba adva van H részhalmazainak egy T BOREL-féle halmazteste,
amely tartalmazza elemként magat a H halmazt, és amelynek elemeit esemé-
nyeknek nevezziik, végiil pedig adva van egy, a T halmaztest elemeire értel-
mezett P(A) nem negativ és teljesen additiv halmazfiiggvény (P(A) az A ese-
mény valoszinlisége), amelyre P(H)=1. A H halmazt a T halmaztesttel és
a P(A) halmazfiiggvénnyel egyiitt KOLMOGOROV-féle valdsziniiségi mezdnek
nevezziik és roviden [H, T, P(A)]-val jeloljiik. KOLMOGOROV elméletében az A
eseménynek a B eseményre vonatkozd P(A|B) feltételes valdsziniisége a

1) P(A|B)P(B)— P(AB)
Osszefiiggéssel van definidlva (P(B) ill. P(AB) a B esemény valosziniiségét,

* Tobbszor elofordult a matematika torténetében, hogy mate’matikai_lag nem szabatos
eljarasoknak, melyek a fizikdban bevaltak, a jogosult voltdt egy 1j matematikai elmélet
kidolgozasaval sikeriilt kimutatni. Ezt tette pl. L. Scuwartz a Dirac-féle J-fiiggvénnyel.

** Jelen dolgozatban foglaltakat eldadtam 1954. jiin. 28-4n a Pragaban rendezett mate-
matikai statisztikai konferencian is. A konferenciidn résztvett B. V. Gnyecvenko professzor,
aki volt szives kozolni velem, hogy néhdny évvel ezel6tt A. N. KoLmocorov egy eléadasiban
felvetette azt a gondolatot, hogy kivanatos volna a valosziniiségszamitasnak egy olyan axioma-
tikus elméletét kidolgozni, amelyben a feltételes valosziniiség az alapvetd fogalom. A. N.
KoLmoGorov azonban erre vonatkozd gondolatait nem publikalta. B. V. Gyyecyenkonak ebbdl
a kozlésébol utolag értesiiltem, hogy az altalam kidolgozott és jelen dolgozatban foglalt
axiomatikus elmélet nemcsak, hogy KoLmocorov elméletének logikus tovabbfejiesztése (ami-
nek elozéleg is tudataban voltam), hanem olyan uton jar, amelyet maga Kormocorov jelolt ki.
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illetve A és B egyiittes bekovetkezésének valosziniiségét jeloli). Az (1) Ossze-
fiiggés a valosziniiségszamitds KOLMOGOROV el6tti elméletében féfelként szerepelt.
Ugyanez az osszefiiggés, kissé altalanositott formdban, az 1. §-ban kifejtett
elméletben mint axiéma szerepel.*

Az 1. §-ban kozolt axiomarendszer a P(A|B) feltételes valdsziniiségre,
tehat egy kétvaltozos halmazfiiggvényre vonatkozik. Természetszeriileg felmeriil
a kérdés, milyen feltételek mellett allithato el6 ez a fiiggvény a P(A|B)=
_ P'4B)
- PB)
az A és B halmazok koz0s részét jelenti). Erre a kérdésre valaszolnak — bizo-
nyos feltételek mellett — a 13. és 14. tételek. Ezeken tilmendleg a kérdést
CsAszAR Akos messzemenden tisztia és erre vonatkozolag sziikséges és
elégséges feltételeket adott meg.

Arra, hogy nem normalhaté val6sziniiségi mez6k el6fordulnak az alkal-
mazasokban és ezekre vonatkozoOlag a valdsziniiségszamitds egyes tételei atvi-
hetdk, az utébbi id6ében tobb szerzd (pl. DOOB [3] 80. o.) rdmutatott, de nem
vonta le ennek a konzekvencidit.

Feltételes valdsziniiségekre vonatkozd axidmarendszert tudomasom szerint
H. REICHENBACH [15] adott meg elsének; az & axidmarendszere azonban egy-
részt nem halmazelméleti, hanem logikai jellegli (eseményeknek nem halma-
zokat, hanem A4llitisokat feleltet meg), masrészt ndla a teljes additivitds nincs
feltéve és elmélete er6sen MISES hatdsa alatt all. Ennek kovetkeztében a valo-
szinfiségszdmitds szabatos matematikai megalapozdsira REICHENBACH elmélete
nem alkalmas; ezt csak KOLMOGOROV elmélete képes megadni. Eppen ezért
dolgozatunkban KOLMOGOROV elméletét kovettiik, és azt igyekeztiink egy tijabb
lépéssel tovabbfejleszteni. Ugyanakkor REICHENBACH elméletében a feltételes
valdsziniiség csak formalisan primér fogalom, ugyanis olyan eseteket, ahol
kozonséges valdsziniiségekrél nem is lehet beszélni, REICHENBACH nem targyal.
Ez vonatkozik tudomdsunk szerint az Osszes tobbi szerzore is, akik a felté-
teles valosziniiség fogalmat axiomatikusan vezették be.

Az 1. §-ban kozoljitk az axidmdkat, és azok kozvetlen kovetkezményei-
vel foglalkozunk. A 2. § a nagy szdmok torvényeinek altalanositaséval foglal-
kozik; ez a fejezet fényt vet a feltételes valdszinliség és a feltételes relativ
gyakorisadg kapcsolatdra, és ezen keresztlil az axiomaknak a valdsaghoz vald
viszonyara. A 3. § a centrdlis hatareloszlastéte! altalanositasaval, a 4. § az
ij elméletnek a MARKOV-féle lancok és a sztochasztikus folyamatok elméleté-
ben val6 alkalmazdsaval foglalkozik. Az elmélet tovabbi kidolgozasara vissza
kivanunk még térni.

alakban egy P*(C) egyvaltozos halmazfiiggvény segitségével (AB

* A matematika torténetébein nem ez az elsé eset, hogy tételek iddovel axidomakka
valnak; gondoljunk pl. a Desarcues- ill. Pascai-féle tételekre (a geometria Hiert-féle
axiomatikus felépitésében) vagy ProLemaeus tételére (a metrikus terek elméletében).
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CsAszAR Akos és LipTAK TAMAS voltak szivesek a dolgozatot atnézni és
tobb értékes megjegyzést tettek, amelyekért ez uton is koszonetet mondok.

Kivanatos volna a valdszinliségszamitds olyan tankonyvének megirasa,
amely konzekvensen a jelen dolgozatban foglalt elméletre épiil fel. Jelen dol-
gozat szerzdje tervbevette, hogy ,Valosziniiségszamitas® c. tankonyvét [5] egy
késobbi id6pontban ilyen értelemben atdolgozza.

1. §. Az axidmarendszer és kizvetlen kivetkezményei.

A kovetkezokben ha A és B két halmaz, egyesitésiiket A -} B-vel,
kozos résziiket. AB-vel, az A, A,,..., A,... halmazok egyesitett halmazat

ZA,, nel jeloljiik, az tires halmazt O ]eloll az A és B halmazok halmazelmé-

let1 kiilonbségét, tehat A azon elemeinek halmazat, melyek B-nek nem elemei,
A— B-vel jeloljiik; azt, hogy az A halmaz részhalmaza B-nek, a kovetkezs-
képpen jeldljikk: AS B. A kovetkezo definiciokbol €s axidmakbo! indulunk ki:

Legyen adva egy H haimaz, melyet eseménytérnek neveziink, tovdbbd H .
részhalmazainak egy T; BOREL-féle halmazteste, melynek elemeit nagy betiikkel:
A, B, C...-vel jeloljiik, és eseményeknek nevezziik. A H— A halmazt A-sal jeliil-
Jiik; feltételezziik, hogy H€Ty; legyen tovdbbd adva egy T, halmazrendszer,
amely T,-nek része, és tegyiik fel, hogy értelmezve van egy P(A|B) kétvdltozis
halmazfiiggvény, hacsak A€T, és B€T,. A P(A|B) szdmot az A eseménynek
a B eseményre, mint feltéfelre vonatkozo feltételes valosziniiségének nevezziik.

Tegyiik fel, hogy teljesiiinek a kovetkez0 axiomak:

I. P(A|B)= 0"¢s P(B|B)==1, ha A¢T, és B¢T,..

II. P(A|B) rogzitett, To-hiz tartozé B mellett az AcT, halmaznak tel-

Jjesen additiv halmazfiiggvénye, vagyis, ha A€T, (k=1,2,..)) és A; A, =0
ha j==k (j,k=1,2,...), akkor

® | o
P(};Ak|3):gp(Ak|B).

[lIl. P(A|BC)P(B|C)=P(ABIC), ha A€T,, B€T,, C<T, és BCET,.

Az L. 1L és lll. axiomdk teljesiilése esetén a H eseményteret a T, BOREL-
halmaztesttel és a T, halmazrendszerrel, valamint az azokon értelmezelt P(A|B)
kétvditozos -halmazfiiggvénnyel egyiitt feltételes valosziniiségi mezdnek nevezziik
és roviden [H, T, T,, P(A|B)}-vel jeloljiik.

Nyilvanvald, hogy ha P*(A) egy, a T, BOREL-féle halmaztesten értelme-
zett teljesen addihv és nemnegativ halmazfiiggvény, melyre P*(H)=1, vagyis
ha [H, T, P*(4)] egy KOLMOGOROV-féle valosziniiségi mezb és P*(A|B) —

P'(AB)
RGN
halmazat, amelyekre P*(B) >0, egy [H, TI,TQ,P*(A|B)] feltételes val6szinii-

hacsak P*(B)>0 akkor T;-gal jelolve T, azon B “elemeinek -
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'ségi mez6t nyeriink, amelyet a [H, T,, P*(A)] KOLMOGOROV-féle valoszintiségi
‘mez6 altal generalt feltételes valdsziniiségi mezbnek neveziink.

Néhany egyszerii tételt fogunk bebizonyitani. Mindig, amikor a tételek-
ben bizonyos A ill. B halmazokra P(A|B) szerepel, feltessziik, hogy A€ T, és
BET,.

1. TETEL:

P(A|B)y=P(AB|B).

BizonyiTAs: Legyen lll-ban C= B, akkor I-b6l az 1. tétel alhtasa azon-

nal kovetkezik, figyelembe véve, hogy BB = B.

2. TETEL. Ha BE B, akkor P(AB’'|B)=P(A|B).
BizonyiTAs. Az 1. tétel kétszeri alkalmazasaval kapjuk, hogy
P(AB''B)—P(AB'B|B)=P(AB|B)—=P(A|B).

3. TETEL:

PAIB)=1.
BizonyiTAs: Az 1. tétel szerint P(A|B) = P(AB|B); Il. szerint P(AB|B) -+
+P(AB|B)=P(B|B), mivel AB+AB=B ¢s AB-AB=O; tekintve, hogy
I. szerint P(ABIB) =0 és P(B|B)=1, a 3. tétel allitasa kovetkezik.
4. TETEL:
P(O|B)=0. o
BIZONYII‘AS . szerint P(AlB)—P(ATO|B) =P(A|B)+P(O|B) és ' -
igy P(O|B) =
5. TELEL:. Ha AB=Q, akkor P(A]B)_:O
BizONYiTAs: Az 1. tétel szerint P(A|B)=P(AB|B), tehit ha AB=0O,
akkor P(A|B)=P(AB|B)=P(O|B) és 1gy a 4. tétel szerint P(A|B)=0.
6. TETEL: Ha ASB<EC, akkor
P(A|B) = P(A|C).
BizonyiTAs: a llI. axiéma szerint -
P(A|BC)P(B|C)=P(ABC).
Mivel itt BC=B és AB= A, kovetkezik, hogy
| P(A[B)P(B|C)—P(4[C),
S 1gy a 3. tétel szerint valoban '
P(4[B) = P(A[C). ST
‘ KOROLVi:ARlUM':" tetszoleges A € T, esetén, hacsak ACEBCSC,
o | P(A|B) = P(A|C).
BizonviTAs : minthogy ekkor AB=AC, a fenti relacxo az 1. fetelen
keresztiil kozvetleniil kovetkezik a 6. tételbol. '

L -
[ LT

/
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7. TETEL:
P(AIBC)P(B|C)=P(B|AC)P(AC).

BizoNYyiTAS: A 7. tétel kozvetleniil kovetkezik I1I-b6l, ha abban A és B
szerepét felcseréljiik €s a kapott reldciok baloldalait dsszevetjiik (természetesen
a 7. tétel csak abban az esetben érvényes, ha nemcsak C és BC, hanem AC
is T, -hoz tartozik).

8. TETEL: P(H|B) =1.

BizonyiTAs: P(H|B)=P(HB|B)=P(B|B)=1 az 1. tétel és . kovet-
keztében. '

9. TETEL: Ha ASB,B, és A,CB,B,, tovibbd B,€T, B,€T, 6
B\B;€T,, akkor*

(1) P(A\|B))P(A:|By) = P (A B)P(A:| B).
BiZONYITAS : .

2) P(A\|B,B,)P(B.|B;) = P(A,B,|B,) =P(A,|By)

és

3) P(A;|B,By)P(B:|B,) =P (A:B:|B,) = P(A,|B,).

Szoritkozhatunk arra az esetre, amikor P(A;|B,B,) >0 és P(A,|B,By) >0,
tovabba P(B,|B;) >0 és P(B,|B;) >0; ellenkezd esetben ugyanis (1) mindkét
oldalan O &ll. Ez esetben a (2) és (3) egyenlOséget elosztva egymassal, nyer—
jiik, hogy
@) P(A\B) _ P(A B By

P(A:|By) . P(A:BiB)’
Hasonloan kovetkezik, B, és B, szerepét felcserélve, hogy

®) P(A\|B) _ P(A B B)
P(A;|B;))  P(A|BBy)’
és igy (4) és (5)-bol kapjuk, hogy

P(A|B) _ P(AB)
P(A;)B;))  P(A)B) -

Ezzel a 9. tételt bebizonyitottuk. '

10. TETEL: Ha a CE&'T, halmazt rogzitjiik, akkor a ‘T, halmaztest elemei’
az azokon értelmezett P*(A) = P(A|C) halmazfiiggvénnyel egy KOLMOGOROV--
Séle valdsziniiségi mezdt alkotnak. Ha B T, -nek olyan eleme, amelyre P*(B) >0,
tovdbba BCET,, akkor ebben a valosziniiségi mezdben értelmezve (a szokdsos

* Ha P(4,|B)) és P(A;|B,) pozitivek. (1)-et a kovetkez6 attekinthetdbb alakba irhatjuk.
) P(A,|B)):P(A;|By) -~ P(A;| B;):P(4;| By)
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mddon) a P*(A|B) = BI;S?TB))
P(A|BC)-vel.

BizonyiTAS: A tétel elsd allitdsa nyilvanvald; hiszen P*(A) nemnegativ
és teljesen additiv halmazfiiggvény, amelyre a 9. tétel szerint P*(H)=1.
A tétel masodik allitdsa Ill. egyenes kovetkezménye, hiszen III. szerint
P*(AB) _ P(AB|C)

P'(B)  P(B|C) —=P@AIBC).
11. TETEL. Ha HE'T,, akkor a T, halmaztest a P*(A) =P (A|H) halmaz-
P*(4B)

P*(B) ’

feltételes valosziniiséget, P*(A|B) megegyezik

P*(A|B)=

fiiggvénnyel KOLMOGOROV-féle valosziniiségi mezdit alkot és P(A|B) =
hacsak P*(B) > 0.

MEGJEGYZES. Lehetséges, hogy T. olyan. B halmazokat is - tartalmaz,
amelyekre P*(B)-=0, viszont T, nem feltétleniil tartalmazza mindazokat a B
halmazokat, amelyekre P*(B) > 0, tehat [H, T,, T,, P(4|B)] nem sziikségképpen
azonos a [H, T,, P*(4)] KOLMOGOROV-féle valdsziniiségi mez6 altal generalt
feltételes valdsziniiségi mezdvel.

BizoNyiTAS: A 11. tétel a 10. tétel spec1ahs esete.
Sziikségiink lesz még a kovetkezd tételre, amely a teljes valoszmuseg
tételének megfeleldje. :

12. TETEL: Ha CS D Bi=Bés ACB;By=0, ha j=tk (j, k=1,2,...),
':l
akkor
P(AlC)zkz_;P(AlBkC)P(Bk‘IC),

feltéve, hogy CET, és B,C€T, (k=1,2,...).
BizonyiTAs: 1. szerint
P(A|B:C)P(B:{C)=P(AB:|C),
és igy

Sp(aBOPEIC) - SP@ABIC) P[4 BIC)-PUBCO-PAIO.

Most elégséges feltételt adunk arra, hogy a P(A|B) kétvaltozés halmaz-
Q(AB)
Q(B)

fiiggvény mikor Allithatd eld
halmazfiiggvény segitségével.

13. TETEL: Tegyiik fel, hogy T,-ben megadhato egy olyan By, B, ..., B, ...
halmazsorozat, hogy

1. B.EB EB,S...C€B,C...;

2. P(By|B:)>0 (n=1,2,...);

3. T, minden B eleméhez van olyan B,, hogy B& B, és P(B|B.)>0.

alakban valamely egyvdltozds Q(C)
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Az 1.—3. feltételek mellett létezik egy olyan nemnegaliv és teljesen additiv*
Q(C) halmazfiiggvény, melynek értelmezési tartomdnya T, mindazon C elemei-
bol dll, melyekhez van -olyan B,, amelyre CS B,; ezenkiviil T, minden B
elemére Q(B) >0 és a P(A|B) kétvdltozds halmazfiiggvény Q(C) segitségével
kifejezhetd a

Q(AB)
P(A|B) —
alakban.

BizoNyiTAs : - Jel6ljiik T;-mal azoknak a C<€T, halmazoknak az Osszes-
ségét, amelyekhez van olyan B, hogy C< B.. Nyilvanval6, hogy T,ET; S T,.
Legyen A€T, és legyen n egy olyan egész szam, amelyre A< B,; definialjuk
Q(A) értékét a kovetkezOképpen :

v P(AIB,)

©) - WD=pEBy |

Nyilvanvald, hogy Q(A) definicidja nem fiigg n értékének valasztasatol, ugyanis,
ha A S B, < B,, akkor lL.-b6l kovetkezik, hogy

P(A r Bn Bm) P(Bn I Bm) = P(A Bn ‘ Bm)
P (B“ | Bn Bm) P (Bn 1 Bm) = P (BOBn ‘ Bm)-

Figyelembe véve, hogy AB,— A ¢és B,B,=B,, tovabb4, hogy B,B, = B,,
nyerjiik, hogy

és

) P(A|B,)P(B.|Bn)=P(A|B.)
és '
(8) | P (B, B.)P(Bx|B) = P(By| Bu).

. Mivel feltevésiink szerint P(B,|B.) >0, eloszthatjuk egymassal a (7) és (8)

egyenleteket és igy nyerjik, hogy
P(A|B.) P(A|B.)
P(B/[B) — P(B[B)’
amit bizonyitani akartunk. A (6) alatt definialt Q(A) halmazfiiggvényre valo-

ban teljesiil a P(A|B =—9—(éB—) elgallitas. Ugyanis (6)-bol, ha B& B, és
’ QB

P(B|B,) >0, akkor ABS B, és igy
Q(AB) P(ABB,) P(BB) _ P(AB|B,)
Q(B) P(B,|B,) P(B|B,) P(B|B,) ’

* [tt és a kovetkezdkben, ha egy Q(A) halmazfuggvenyrol azt mondjuk, hogy teljesen

additiv ezen azt értjiik, hogy ha A;A;= O, ha i+j ésaz A; halmazokra valamint a 2 A=A

=1

halmazra Q(A) értelmezve van, akkor ZQ(A;) = Q(A).

i=1
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s ebbdl a Ill. axioma és a BS B, relacio alkalmazdsdval kapjuk a kivant
elddllitast. Konnyen belathatjuk azt is, hogy Q(A) teljesen additiv halmaz-
fliggvény és hogy Q(B) >0, ha B€T,. Ezzel a 13. tétel be van bizonyitva.
Legyen Z B,=H". A 13. tétel feltevéseibdl kovetkezik, hogy minden
n==0
T,-hoz tartozd6 B halmazra BS H*, ennélfogva a 2. tétel szerint

P(A|B) = P(AH*|B) = P(AH'| BH").

Ezért, ha H* nem volna azonos H-val, tekinthetnénk azt, az adott feltételes
valdsziniiségi mezdvel izomorf mezét, amelyben A-nak AH* és B-nek BH*

felel meg, és amelyben mar teljesiil, hogy ZBn a teljes eseménytérrel azo-
n=0 .

nos. Ezért nem jelent megszoritast, ha feltessziik, hogy H*=—H. Ez esetben
Q(A) a T, halmazrendszerben értelmezett teljesen additiv és o-véges mérték,
hiszen H befedheté a B,B..; halmazokkal, és Q(B,ﬁn_l) véges. T; nyilvan-
valoan halmaztest, azonban nem sziikségképpen BOREL-féle halmaztest. Legyen
T, a T, halmaztest legszitkebb BOREL-féle bovitése. Egy ismert tétel szerint
(. [2] I § 13. 1. tétel) Q(A) értelmezése kiterjeszthetd T,-re oly modon,
hogy teljesen additiv, nemnegativ és o-véges maradjon. Az igy kiterjesztett
halmazfiiggvényt tovabbra is Q(A)-val jeloljiik. Mivel T, tartalmazza a
D B,—H halmazt is, két eset lehetséges: vagy Q(H) <+ oo, vagy

n=0

Q(H)—+oo Mindkét esetben Q(H) =1im Q(B,). Mivel Q(B,): Q(B.n),

n-—>xn

tehat Q(H) <oo vagy Q(H)—oo aszerint, hogy Q(B,) korlatos, vagy sem.
Mivel tovabba Q(B,) = gggﬂlig”)) P Blo By tehat Q(B,) korlatos vagy
nem, aszerint, hogy a P(B,|B.) monoton csokkend sorozatnak a hatarértéke
pozitiv, vagy 0. Konnyen beldthato tovabba, hogy T, azonos T,-gyel. Ugyanis
T, ST, és T, BOREL-féle halmaztest, tehat mindenesetre T,&T,. Masrészt
legyen A egy tetszdleges eleme T,-nek, akkor

A AH—AZBN—ZABanI;

n=0

(itt B.1 =O per def.) és igy, mivel az AB,B..1 = (AB,-1) B, halmazok mind
Ts-hoz tartoznak, az A halmaz T-hez tartozik; tehat T, < T,, vagyis T,=T,.
Jelentse T; azoknak a T,-hez tartoz6 B halmazoknak az osszességét, ame-
lyekre Q(B) > 0. Mivel a 13. tétel szerint T, minden B elemére Q(B)>0,
tehat T, < T;. Nyilvanvald, hogy P(A|B) érteimezése Kiterjeszthetd barmely,
a T; rendszerhez tartozd B halmazra is a kovetkezokeppen ha B€T;, legyen

P(A|B) — QQ((B)

zetve a P*(A) _ Q) jelolést, nyilvdnvaloan fenndll a kovetkezd Osszefiiggés:.

Q(H)

) Vizsgdljuk most azt az esetet, amikor Q(H) <oc; beve- l
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P*(AB)

P(B)

ahol P*(A) a T,=T, BOREL-féle halmaztesten értelmezett mérték, melyre
P*(H) = 1. Ezzel bebizonyitottuk a kovetkezd tételt:

14. TETEL. Ha fenndlinak a 13. tétel feltételei és ezen kiviil teljesiilnek
a kovetkezo feltevések :

P(A|B)—

x

4) Z B, = Hr
n=0
5) lim P(By| B.) > 0,

akkor megadhato olyan, a Ti-en értelmezett P*(A) meérték, amelyre P*(H)=1,
és amelynek segitségével P(A|B) a kivetkezoképpen dllithato eld:
__P(AB)

Ugyanezen Osszefiiggés segitségével, Ti-gal jelolve azon halmazok dsszességét,
amelyekre P*(B) > 0, P(A|B) értelmezése kiterjeszthetd arra az esetre, amikor
BET,. Az ilyenmddon nyert [H, Ty, Ts, P(A|B)} feltételes valdsziniiségi mezd
azonos a [H, Ty, P*(A)] KOLMOGOROV-féle valdsziniiségt mezd dltal generdlt
Seltételes valdsziniiségi mezdvel.

Jelentse most a a H halmaz egy tetszOleges elemét és legyen &=E&(a)
egy a H halmazon értelmezett valos ériékii fiiggvény, amely T,-re vonatkozo-
lag mérhet6, vagyis amelyre azon a elemek A, halmaza, amelyekre &(a) < x,
ahol x egy tetszbleges valos szam, T,-hez tartozik. Egy ilyen §=&(a) fiigg-
vényt valdsziniiségi valtozonak neveziink. Nyilvan T,-hez tartoznak mindazon
A9 halmazok is, amelyek H azon a elemeibdl allnak, amelyekre &(a)€ 3, ahol
&N egy tetszOleges BOREL-halmaz a szdmegyenesen. Nyilvanvald, hogy &(a)
egy feltételes valésziniiségi mez6t indukdl a szdmegyenesen: ha @ és & két
BOREL-halmaz a szdmegyenesen és {-nak (ill. $#-nek) &(a)-ra vonatkozd
»Osképe“, vagyis azon a elemek halmaza, melyekre E(a)€d (ill. &(a)€ &)
T,-hez (illetve T,-hoz) tartozik, akkor a

§(A|®) = P(A|B)

osszefiiggéssel definialt halmazfiiggvény (ahol A a £(a)ed és B a E(a)€ & fel-
tételeknek eleget tevd a elemek halmaza), eleget tesz az I.—IIl. axiomdknak.
Ha & olyan halmaz, amelynek &sképe T,-hoz tartozik és d = . a (—oo, X)
intervallum, gy a &(d.|B)= F(x|B) fliggvényt a & valoszinliségi véltozod
feltételes eloszlasfiiggvényének nevezziik, a §(&|B) kétvaltozos halmazfiigg-

-

vényt pedig & feltételes valdsziniiségeloszlas-rendszerének. Hasonldképpen
értelmezhetd a H téren egy n-dimenzios E— (5.(a), &(a), . . ., & (a)) valdszinii-
ségi vektorvaltozd, amelyrél tehat azt tessziik fel, hogy a H térnek mérhetd
leképezését létesiti az R, n-dimenzids euklideszi térre. Ha H maga az &.
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n-dimenzios euklideszi tér és T, tartalmazza &, Osszes BOREL-halmazait, ugy
a &(a) = a fiiggvény, amely az &R, teret azonosan képezi le 6nmagara, szin-
tén val6szinliségi valtozdé és igy P(A|B) nem mds, mint a &(a) = a valtozo
feltételes valdsziniiségeloszlas rendszere. Ennélfogva ebben az esetben feltételes
valosziniiségi mezd helyett feltételes valdsziniiségeloszlds rendszerrdl fogunk
beszélni. Ezt a kifejezést altalanosabb értelemben is haszndlni fogjuk.

Nyilvanvald, hogy két valdsziniiségi véltozéra vonatkozolag értelmezhetd
a feltételes fiiggetlenség fogalma: a £==§(a) és 1 — n(a) valdsziniiségi valto-
zokat a C feltételre (C€T,) vonatkozdlag fiiggetlennek nevezziik, ha
P(A.B,|C)=P(A.|C)P(B,|C), x és y minden valos értékére, ahol A, jelenti
af(@<x é B, az n(a) <y feltételekkel definidlt halmazt. Hasonloképpen
€rtelmezhetd tobb valdsziniiségi véltozo fiiggetlensége is.

A &(a) valdsziniiségi véltozoé B-re (B€T,) vonatkozd felteteles vdrhato
értékét a kovetkezOképpen definidljuk:

©) M(E(B) :J £(a)dP(A|B)

-ahol (9) jobboldaldn a rogzitett B mellett vett P(A|B) mértékre vonatkozo
LeBESGUE-integral all. HasonlOképpen értelmezhetdé a feltételes szords, a fel-
tételes magasabb momentumok, & feltételes eloszldsdnak karakterisztikus fiigg-
vénye, stb.

Vannak a valdszinfiségszamitdsnak olyan tételei, amelyek érvényesek
abban az esetben is, ha Q = Q(A) egy nem normélhaté6 mérték. Ha ugyanis
Q(A) egy tetszOleges mérték, akkor be lehet vezetni az

J(E|H) = | E(a)dQ

integralt és J(§|H)-ra hasonld tételek ervenyesek, mint a varhato értékre (1. pl.
[3] 80. 0.). Ezzel a fogalommal mi itt nem foglalkozunk.

Vizsgaljunk most meg néhany példat:

1. Legyen H az &, euklideszi tér, H pontjait jeloljiik x-szel,
(x=(x1, X, . .., Xx)); legyen Ty a H= &, tér mérheto részhalmazainak osszes-
sége, legyen f(x) egy mérhetd, nemnegativ fiiggvény H = &.-ben, amely &,
minden korlatos résztartomdnydban integralhato; jelentse T, az &, azon mérhetd

B részhalmazainak osszességét,amelyekre ‘ f(x)d(x) pozitiv és véges, és legyen
B
JRCL

§(Q @)= W’

akkor [R., Ty, T, (4, B)] egy felteteles valoszmuseg1 mezd. Ha ‘ f(x)dx <o,
%ﬂ,
akkor egy KOLMOGOROV-féle valdsziniiségi mezd daltal generalt feltételes
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valosziniiségi mez6t nyeriink, ezzel szemben, ha J f(x)dx = oo, akkor nem..

R
Specidlisan, ha f(x)=1, akkor a kapott feltételes valdsziniiségeloszlas rend--

szert az egész R. térben egyenletes feltételes eloszladsrendszernek nevezziik; ez.
esetben ’
m(a M)
m(;)
ahol m(C) a C halmaz LEBESGUE-féle mértékét jeloli.

2. Legyen H_a természetes szamok halmaza, T, H Osszes részhalma--
zainak Osszessége, pi, s, ..., Pk, ... egy tetszéleges, nemnegativ szdmokbot
allé szamsorozat, tovabba T, alljon H Osszes olyan B részhalmazaibol, ame-
lyekre 2 Pr pozitiv, és véges, és legyen

$(A|B) =

-l

2
P(A|B) =28

2

kERB

P

.akkor [H, T,, T,, P(A|B)] egy feltételes valoszmusegl mez6. Ha > pk kon--
vergens, ligy egy KOLMOGOROV-féle valoszmuseg1 mezd altal generalt fe]teteles

valosziniiségi mez6t nyertiink, ha D p divergens, akkor viszont nem. Ha
k=1

specidlisan p,=p,=--- =py=--. =1, akkor
' vy(AB
P@IB) = "\

ahol »(C) jelenti a C halmaz elemeinek szamat. Ha most a &=E(a) valé-
sziniiségi valtozot ugy értelmezziik, hogy &(a) =a_(a=1,2,...), ugy & jelle-
mezhetd a kovetkezOképpen: & egy taldlomra valasztott termeszetes egész szam,
amely egyenld valdsziniiséggel vehet fel minden természetes egész értéket.
Pontosabban ezen azt kell érteni, hogy akdrhogyan valasztjuk is H-nak egy
véges, nem iires B részhalmazat, azon feltevés mellett, hogy £¢ B, & egyforma
valosziniiséggel veszi fel B Osszes elemeit.

3. Legyen H az &, n-dimenzios euklideszi tér, &, legyen &, BOREL-
halmazainak osszessége, legyen tovabba 5 &, azon S€§, részhalmazainak
6sszessége amelyeknek m; (&) k-dimenzios mértéke* pozitiv és véges, és legyen
§,= > §9. Nyilvanvalo, hogy a §5 és §9 halmazrendszernek nincs kozos.

k_,
elemiik, ha 1 =j<k=n. Ha marmost $¢€§,, akkor tehat van egy olyan
egyértelmiien meghatarozott k pozitiv egész szam, (1 = k =< n), hogy B€FY,
ez esetben legyen '
’ _ mk(&c@

§@ .G

* Lasd pl. [18] 106. o.
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Konnyen beldthato, hogy [R., 5, o, §(A|B)] feltételes valosziniiségi mezd,
vagyis hogy az I.—IIl. axiomak teljesiilnek.

Legyen példaul [H, T, P(A)] egy KOLMOGOROV-féle valosziniiségi mez6
és legyenek §&,&, ..., &, valosziniiségi valtozok, amelyek egyiittes eloszldsanak
siirliségfiiggvénye f(xi, X,, ..., X,), az egész &R, térben pozitiv és folytonos.
Az ezen valtozok &R.-beli valdsziniiségeloszidsa altal generdlt feltételes vald-
sziniiségeloszlds kiterjeszthetd oly médon, hogy létezzék a §(|R) feltételes
valoszinfiség, ha & példaul a & = x,8,=x,...,& =xx (k<n) felté-
tellel definidlt (n—k)-dimenziés halmaz, & pedig egy tetszleges BOREL-
halmaz &.-ben. Ez a példa mutatja, hogy el6fordulhat, hogy H Ty-hoz
tartozik és a [H, T,, T,, P(A|B)] feltételes valosziniiségi mez6 mégsem azonos
a [H, Ty, P(A|H)] KOLMOGOROV-féle valosziniiségi mez altal generdlt feltételes
valosziniiségi mez&vel, mivel T, olyan B halmazokat is tartalmaz, amelyekre
P(B|H) = 0. Altaldban igaz a kovetkezé tétel: .

15. TETEL: Legyen H egy ftetszdleges halmaz, T, legyen H részhalma-
zainak egy BOREL-féle halmazieste, T, legyen részhalmaza T,-nek, tovdbbd
teljesiiljon az aldbbi feltétel : :

1. T, felbonthaté
T,= Z T‘IY)
yel

alakban elemidegen osztdlyokra iugy, hogy a y indexek I' halmaza rendezett
halmaz és minden y€l indexhez tartozik egy Ti-en értelmezett u™(A) meérték,
amely a + oo értéket is felveheti, tigy, hogy ha B¢ TS =TT., akkor
0<uM(B) < + oce.

2. ha a I' halmaz rendezési reldcidja szerint « < g és u®(A) < + oo,
akkor u®(A)=0. :

Ezen feltételek mellett a
£ (AB)
M(v)(B)
reldcioval értelmezett halmazfiiggvény feltételes valosziniiségi mezdt alkot a
H halmaz T, illetve T, részhalmaz-rendszerein. '

P(A|B)— ha BeTY

BizonyiTAs: Az L. és Il. axioma nyilvan teljesiil. Vizsgaljuk meg a I1I. axiomat.
Ha C€T® és BCETY, két esetet kell megkiilonbdztetniink. Az elsé esetben,
mikor «=_g, Ill. trividlisan teljesiil. Ha viszont e==pg, csak @<« johet
szdmitisba; ugyanis nyilvan u@(BC) = u®(C) < + o az « definicidja szerint
s igy abban az esetben, ha « < g lenne, a 2. feltétel miatt u®(BC)=0 és
igy BCcT ® lenne. Elegendd tehat csak azzal az esettel foglalkozni, mikor
B < . Tekintve, hogy BCETY, 1P (BC) < + oo ésigy # < @ miatt u(BC)=0

()
és ezért P(B]C):%=O; tovabbd P(AB|C)=0 is fenndll, mivel

25 Matematikai és Fizikai Osztaly szleményei
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w(ABC) _ p“(BC)

@(C) = w@(0)
A p <« esetben tehat a IIl. axidmaban szerepld egyenldség mindkét oldalan
0 all és igy II. ebben az esetben is teljesiil.

A 15. tételre E. MARCZEWSKI volt szives a figyelmemet felhivni. CsAszAR
Axos megtalalta annak sziikséges és elégséges feltételét, hogy egy feltételes
val6sziniiségi mezd a 15. tételben leirt modon legyen elédllithaté egy w@®@(B)
mértékrendszer segitségével; ez a feltétel a kovetkez&: ha n tetszéleges ter-
mészetes egész szdm, A;€ 7y, B,;€ T, és AZSB B (z—- 1,2,...,n; Buu=25B,
per def.), akkor teljesiil a

P(AB|C) = =0.

~

azonossag. Ha n=2, ez az 0osszefiiggés kovetkezik a Ill. axiémébol, ha
B,B,€T, (lasd a 9. tételt). Egyébként a (10) feltétel erdsebb megszoritast
jelent a P(A|B) halmazfiiggvényre vonatkozolag, mint a Ill. .axi6ma.

CsAszArR Akos azt is bebizonyitotta, hogy P(A|B) akkor és csak akkor
llithato el P(A|B) — %?B’f)
(10)-en kiviil teljesiil még a kovetkezd (C) feltétel is:

(C) Ha B,€T, és B,T, akkor a P(B\B,|B,)) és P(B,B,|B,) szamok
koziil vagy mind a kettd O, vagy egyik sem.

n Q(AB)

Megjegyzendd, hogy ha P(A|B) eldallithato P(A|B)— m-q B)

alakban, ahol Q.(A) A-nak nemnegativ és teljesen additiv halmazfiiggvénye,
akkor a (10) 6sszefiiggés nyilvanvaloan fennall. Erre a megjegyzésre a 4. §-ban
lesz sziikségiink.

Foglalkozzunk most feltételes valoszinliségi mezbk szorzasaval. Legyen
adva feltételes valosziniiségi mezéknek egy [H®, T, TS, P“(A®1B®)] véges
vagy végtelen sorozata (k=1,2,...). Véges sok feltételes valosziniiségi mezo
szorzatat a kovetkezoképpen definialjuk: legyen H—H"#H® %...«H®) 4
HO, H®, ..., H®  eseményterek DESCARTES-szorzata, vagyis H alljon az
@M, a?, ..., a™) elem-N-esekbol, ahol a® ¢ H®. Jelentse T,a H tér azon
részhalmazainak 9sszességét, amelyek B —= BDxB® % . .. % B alakban allit-
hatok el6, ahol B®E€TY (k=-1,2,...,N) és BY*B%%...« BY H azon
(@D, a®,...,a™) elemeinek halmazat jelenti, amelyekre a® € B® (k=1,2,..., N).
Arovxdseg kedveert]elol]uk To-t a kivetkezoképpen: To — T T * ... % T
Hasonloképpen fegyen Ti= T{"*T{"*...« T{". Ha A€T, és B€T> akkor
tehit A= AD*AO% % AD &5 B— BY#B®. . *BY alaks, ahol AV TP
és BP¢ TP S TP, Definialjuk a P(A|B) feltételes valosziniiséget a kovetkezo-
képpen :

alakban, egyetlen Q(A) mérték segitségével, ha

N

P(A|B)= [/ PY(ADBY) ha . A€T, és BET,
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€s terjessziik ki a szokdsos modon a P(A|B) mérték definiciojat minden

rogzitett B mellett a T halmazrendszer T} legszilkebb BOREL-féle bovitésére.

Mas szoval adott BY, B®, ..., B™ mellett képezziik a [H®, T, P® (4% B¥)]

KOLMOGOROV-féle valésziniiségi mezok szorzatat és ezt a miiveletet BW, B,
., B®) 6sszes lehetséges valasztidsa mellett végezziik el.

Ugyanigy jarunk el végtelen sok feltételes valOsziniiségi mezd szorza-
sanal: a [H®, TV, TY, P¥ (AP | BY)] feltételes valdsziniiségi mezék szorzatat
(k=1,2,...) ugy definidljuk, hogy képezziik a H =H®#H®%  «H®«%
szorzat-teret és valasztunk egy B = B B®«% ...« B™« ., halmazt; a P(A|B)
feltételes valdszinfiséget eldszor a H tér 1. n. ,,hengerhalmazaira“ -definidljuk,
vagyis az A =A(1.)*A(2)*...*A(N>*H<N+’)*H(N+°)* . alakti halmazokra, még-

pedig a kovetkezOképpen: P(A|B) = ] ] P®(A®|B®). Ezutin Kiterjesztjiik

P(A|B) értelmezését az. Osszes A hengerhalmazok halmazanak Tj BOREL-féle
bovitésére, és ezt az Osszes szdmbajové B = BW%B® %, . halmazokra elvé-
gezziik. Nyilvanvald, hogy az igy definidlt P(A|B) fiiggvény eleget tesz az I.
€s II. axiomaknak, csak a IIl. axioma teljesiilését kell kiilon megvizsgalnunk.
Jelentse Tsaz 6sszes BV*B@« ...+ B®« ... alaka halmazok odsszeségét,
ahol BY€TY (k=1,2,...). Ha C€Te és BCET,, akkor tehat
C=CO%CO%...%CPx% .,
és
‘BC=(BC)W%(BC)@% ... *(BC)®* ...
“alaku, ahol C%® és (BC)® TS -hoz tartoznak. Nyilvanval6, hogy a [ll. axiéma
ekvivalens a :
(11) P(A|BC)P(BC|C)=P(ABC|C)
Osszefiiggéssel, mivel a PA|B)=P(AB|B) 0sszefiiggés a szorzattérben is
érvényes™; ezért Ill. helyett (11)-et fogjuk bebizonyitani. Ha most A egy
hengerhalmaz, o
A=AD% A®% . *« AMxHE D &) %
akkor definicio szerint

. P(AlBC) =.Z2P(")(A‘k’l(BC)(k)). |

Mivel a
x
py=1[PO(BC)®|C®)
k=1

* Ez ha A hengerhalmaz, kozvetleniil P(A|B) értelmezéséb6l kovetkezik; mivel
P(A|B)=:P(AB|B), ha A hengerhalmaz, kovetkezik, hogy ez az 0sszefiiggés érvényes
barmely T7T-hoz tartozé A halmazra is, mivel ha két teljesen additiv halmazfiiggvény meg-
egyezik egy halmazrendszeren, akkor megegyeznek ennek a halmazrendszernek a legsziikebb
Borel-féle bovitésén is.

25*
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szamsorozat nemnegativ és monoton nem-ndvekvd, lim p,=p létezik és két
No>w

eset lehetséges: p>0 vagy p=0. Ha p=0, akkor P(BC|C) =0 és igy
P(A-BC|C)=0, tehat (11) teljesiil; ha p >0, akkor viszont ‘

N A ®
P(A-BC|C)= TIP®A®BCY|C®). [] P®((BC)®|C®),
k=1 k=N+1
és igy
N %
P(A|BC)P(BC|C)= [] P(A®[(BCYM) [[P®((BC)®|C®)—
k=1 k=1

— ,!_Nz PO (A® (BC)®|C®) k_lzl P((BC)®|C®)=P(ABCC),

tehat (11) és igy a Ill. axidéma érvényes minden A hengerhalmazra, tehat tet-
szOleges, a hengerhalmazok Osszességének T; BOREL-féle bovitéséhez tartozéd
A halmazra is.*

' Most vizsgaljuk azt a specidlis esetet, amikor H® a valds szamegye-
nes és T %™ BoreL-halmazainak egy BOREL-féle halmazteste (k—1,2,...).
Jeldlje x=(x1, Xz, ..., Xx,...) @ H tér pontjait (H=HO«HPDx...) és defi-
nidljuk a & —&:(x) valosziniiségi valtozokat a kovetkezdképpen: & (x)=x.
(k=1,2,...). Ha most »

A=aV%AP %, . xd® ... és B=RV+BDx.. . xBO=x .

ahol @® ill. & a valés szamegyenes részhalmazai, amelyek T{"-hoz illetve
T -hoz tartoznak, akkor nyilvin

PECAIB)=8D(@AM|&M);  (k=1,2,...)

Ha tehat ¥® a valés szadmegyenes és igy FM(A®|HB*®) a szamegyenesen
értelmezett feltételes eloszlasrendszer, akkor a H térben a fenti modon értel-
mezett &, valOszinfiségi vdltozok (k=1,2,...) feltételes eloszldsrendszere
éppen §B(G™|H®). Konnyen beldthatd az is, hogy ezekre a & valtozokra

P €Ay, 5€A0, .. ., Eecd®|B)— q FE(AW| H®),
k=

vagyis a &, &, ...,&, valtozok B€T, minden vélasztisa mellett B-re nézve
feltételesen fiiggetlenek; ezt ugy is kifejezhetjiik, hogy a & valtozok T,-re
nézve fiiggetlenek.

llyen modon a kovetkezd tetelt blzony1tottuk be:

16. TETEL. Legyen §O(A®|H®) a H® valds szdmegyenes BOREL-hal-
mazainak bizonyos T Osszességéhez tartozo a® halmazokra és T bizo-
nyos TS részrendszeréhez tartozo S* halmazokra értelmezett feltételes valo-
sziniiségeloszldsrendszereknek egy tetszo"leges sorozata. Akkor, képezve a
H=%Y«HPx... térben a T, =T+ TP ... halmazrendszer Ty legsziikebb

* Lasd az eldzd oldalon lévd labjegyzetet. -
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BOREL-féle bovitését és a T,=TP « TP *... halmazrendszert, megadhato egy
olyan P(A|B) (A€ T;; B€T,) halmazfiiggvény, hogy [H, Ti, Ts, P(A|B)] fel-
tételes valosziniiségi mezdt alkot; jelolje tovdbbd x —(x,, Xxy,...) H egy tet-
sz0leges elemét és definidljuk a & = &(x) valdsziniiségi vdltozékat a kovet-
kezdképpen : E.(x) =xi; akkor a &,5,,... vdltozék Ty,re nézve fiiggetlenek
és ha B=®Y% %P %..., akkor & feltételes eloszldsrendszerét & (M| HM)
adja meg.

A kovetkezbkben sokszor fogjuk alkalmazni a 16. tételben szereplo
konstrukciot; kiilonos figyelmet érdemel az az eset, amikor a §®(A®| H®)
feltételes valdszinfiségeloszlasrendszer nem fiigg A-t6l, vagyis amikor a &
valtozok egyforma eloszlastiak. A 16. tétel értelmében konstrudlt
[H, T;, T, P(A|B)] feltételes valosziniiségi mezdt a rovidség kedvéért
[%, §:, 5., $(A|®)]>"~gal jeldljiik ;. ha a [¥®, §P, §9, §7 (AP |BM)] felte-
teles eloszlasrendszerek nem azonosak, a

[H, T3, To, P(4|B)) = 1] 137, TV, T, 8°(@% | 8")]
k=1
jelolést fogjuk haszndlni és azt mondjuk, hogy a [H,T;, T,, P(A|B)] feltéte-
les valosziniiségi mez6 a [%, TP, TS, 8 (QY|&Y)] feltételes eloszldsrend-

szerek szorzata.
Sziikségiink lesz még a kovetkezd tételre is:

17. TETEL: A By, By, ..., By, ... halmazok tartozzanak mind T.-hoz, és
legyen BB.<B,S...€B,S B, <..., tovdbbd P(B,|Bn11) >0 (n=0,1,2,...),

és legyen [ [ P(B,|B..1) konvergens. Ha a B_= > B, halmaz nem tartozik

n=0 n=l
T,-hoz, akkor kiterjesztheté a P(A|B) halmazfiiggvény értelmezése B = B -re
oly mddon, hogy teljesiiljon a

JOsszefiiggés bdrmely A€T, halmazra.
BizonyiTAs: Ha AB_S B, valamely N-re akkor a 6. tétel szerint ezen
N-t61 kezdve P(A|B,) monoton nem novekvé és igy lim P(A|B,) létezik,

tehat ha B_ nem eleme T,-nek, akkor kiterjeszthetd P(A|B,) értelmezése
olyan A halmazokra, amelyekre AB_SB,, N valamely értékére. Mivel

,ABm=ZAB,,,, tehat bevezetve az A,=AB, é A =0 jeloléseket,

n=0

AB;——- Z AnA,y 6s Z,,_IA,IBG,EB,,, tehat P(A|B_) definidlhaté barmely
n=0
A-ra a

P(4|B.) = X P(4,4.1|B,)
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osszefiiggés segitségével. Mivel tovabba, ha AS By és P(A|B_) >0, akkor
P(4IB.)=P(AIBy) ITP(BilBu),
tehat ha Ax S By (k=1.2,...) és A;Av—O, ha j==k, akkor

P(éﬁ1 Ax Bm):’gP(AHBm),

és igy, ha AW, A®  A®™ . tetszOleges halmazsorozat, amelyre A™¢T,

és AMAM™ =0, ha n=m, akkor bevezetve a ZA('O—A tovibbd az

n=1

A9ByBy.1=Aix €s B, =0 jeloléseket, kovetkezik, hogy

. P(A|Bm)=P(ABw|Bm) = %OP(ABNEN_ABOO)-—:

ZP z,N

=1

/18

w®

Z Z lleBoo)=Z llm P(A(i)BNlBoo)‘
=1 N=0 >0 .

i=1 N

E

Mivel

lim P(A®By|B.) = lim P(4® IBN) ]] P(B.|B...) = P(49|B,),

=

tehat
P(A|B,)= > P(A9|B,),
1=1

vagyis P(A|B,) teljesen additiv. P(A|B,) teljes additivitisabdl kovetkezik, -
. hogy a P(A|B,)= lim P(A|B,) osszefiiggés barmely A€T, halmazra érvé-

nyes. Ugyanis a fenti jelolésekkel egyrészt

@

fim P(A|By) = > Tim P(A.Ax IBV)—ZP(A,IAH \|By) =P(A|B,)

- No>x n=0 N> oo .

masrészt M barmely értékére

lim P(4|By) >Z lim P(A.A.-1| Bx) —Z P(AnA.1|B,)
Now #=0 N> n=0

és igy

Co lim P(A|BA)>ZP(A,,A,L 1|B,)=P(A|B,).

1)
Noo n=0

Ebbdl a két egyenl6tlenségbol mar kovetkezik, hogy lim P(A|By)=P(A|B,),
N-yo»

Bizonyitdsra szorul még, hogy P(B.|B,)=1. Ezt a kﬁvetkeiéképpen 1at-
hatjuk be:.

1

B = Bo+2, Ban 1

n=1
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és igy
P(B,|B,) = r>(30119°,,)+gj1 P(B.B..1|B,)=—
_ = P(BoIBm)+Z_':(P(Bni3m)—P(Bn-1| B.)) =\}im P(By|B.,).
Mivel

P(BVIB )—P(BNIB\) ][P(Bn‘BnH)'—]]P(B IBn+l)

n— n=N

€s a [ ] P(B.|B.+1) vegtelen szorzat feltevésiink szerint konvergens, tehat

n—=

lim P(BN|B o) =1 €és igy P(Bm}B )=1.

N-»w

(Abban az esetben, ha H P(B.|B.-1) divergens, vagyis

lim [IP(B7L|Bn+1)—

No>ow n=0

a B_ halmaz azért nem csatolhaté T,-hoz, mert P(A|B)-nek azonosan 0-nak
kellene lennie, ami ellentmond a P(B|B,)=1 feltevésnek).

Konnyen beldthat6, hogy a lll. axiéma is teljesiil. Ezzel a 17. tételt
bebizonyitottuk.

Még egy fontos fogalmat kell beveze’miink—: feitételes valdsziniiségi
mezok bedgyazdsdnak fogalmat.

Legyen [H, T;, T,, P(A|B)] egy feltételes valdszinliségi mezd. Ha H egy
olyan halmaz, amelyre HEH’, tovdbba T{ a H’ részhalmazainak egy halmaz-
teste, amelyre T, & Ti, hasonléképpen T; Ti-nek egy olyan részhalmaza,
amelyre To ST} és végiil P’'(A’|B’) egy olyan kétvaltozés halmazfiiggvény,
hogy [H', Ti, T5, P’ (4, B)] egy feltételes valosziniiségi mez6 és ha AeT és
BETZ akkor

P'(A|B)=P(A|B),

ez esetben. azt mondjuk, hogy a [H, T, T,, P(A|B)] feltételes valosziniiségi
mez$ be van agyazva a [H,Ti, Tz, P(A’|B’)] feltételes valdsziniiségi mezdbe,
illetve, hogy a [H, Ti, Ts, P'(A’'|B)] feltételes valdszinliségi mez6 a
" [H, Ty, Ty, P(A|B)] feltételes valosziniiségi mez6 bdvitése. Ha [H, T,, T., P(A|B)]
a [H, T,, P(A)] KOLMOGOROV-féle val6sziniiségi mezd altal generdlt feltételes
valésziniiségi mez6, a rovidség kedvéért azt a kifejezést is hasznaljuk, hogy
a [H, T,, P(4)] KOLMOGOROV-féle valoszin6ségi mez6 be van agyazva a
[H, Ti, T3, P’(A’| B)] feltételes valosziniiségi mezdbe. Végiil akkor is bedgyazas-
rol fogunk beszélni, ha nem maga a [H, Ty, T,, P(A| B)] feltételes valosziniiségi
mez8, hanem annak egy izomorf képe van beigyazva a (H, Ti, Ts, P'(A'| BY))
feltételes valosziniiségi mezébe. Igy példaul ha [H, T(, T, P(4|B)] a
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[HO, TO, T, PO(AD|BY)] és a [HP, T, T, PP (A®| B®)] feltételes valdsziniiségi
mez6k szorzata, akkor [H®, T?, TO, PO(A®|BM)] és [H®, TP, TS, P®(A®|B®)]
(illetve izomorf képeik) be vannak 4gyazva a [H, T,, T,, P(A|B)] feltételes valo-
szinliségi mezdbe.

2. §. A nagy szdmok térvényei.

Ebben a §-ban a valosziniiségszamitds jelen dolgozatban megadott
elméletének a valdsaghoz vald viszonyaval és ezzel kapcsolatban a feltételes
relativ gyakorisignak a feltételes valosziniiség koriili ingadozdsait jellemzd
tételekkel, a nagy szdmok (feltételes) torvényeivel fogunk foglalkozni.

Egy kisérletnek, melynek kimenetele a véletlentdl fiigg, osszes lehetséges
eredményei legyenek az E,, E,,..., E,,... egymast kiziro események. A valo-
szinliségszamitds KOLMOGORov-féle elmélete abbol indul ki, hogy megadhatok
olyan p, nemnegativ szamok (n—0,1,...), amelyek Osszege 1-gyel egyenld,
ligy, hogy ha a szébanforgd kisérletet N-szer egymastél fiiggetleniil megis-
mételjiik és 5 -nel jeloljiik azt, hogy az N kisérlet koziil az E, esemény

V)

n

N
ban kozel lesz p,-hez. Ezt a tapasztalatok szdmos esetben valéban teljes

hanyszor kovetkezik be, akkor a hanyados, hacsak N elég nagy, altala-

mértékben ald is tdmasztjdk. Azonban sem tapasztalatilag, sem logikai alapon
¥)

n

N
ltalaban annal kisebbek, minél nagyobb N, tehdt minden egyes E, esemény-

nek a relativ gyakorisdga a kisérletek szamanak novelésével ,sztochasztikusan®
0-hoz konvergdl*. Azt, hogy ez egydltalin nem abszurdum, mutatja, hogy
ilyen jelenség a valdsziniiségszamitds KOLMOGOROV-féle elméiete szerint is el6for-
dulhat, ha a'kisérlet koriilményei a kisérlet megismétlései soran megvaltoznak. igy
példaul ha a &, valdsziniiségi valtozo jelenti a k-adik kisérletnél bekovetkezd ese-
mény indexét, és & POISSON eloszlasti 4, varhatd értékkel, vagyis annak a valoszi-

nem zarhatunk ki eleve olyan kisérleteket, amelyeknél a hanyadosok mind

n

niisége, hogy a k-adik kisérlet eredménye az E, esemén ,ﬁe‘xk—val egyenld,
g gy ¥ Yo 2y

és Ay— oo, akkor az E, esemény relativ gyakorisdga az els6 N kisérlet soran
n minden értékére sztochasztikusan 0-hoz konvergdl ha N — oo,

- Az azonban, hogy ugyanez a jelenség akkor is bekovetkezzék, ha a
kisérlet koriilményei a kisérlet minden megismétlésénél ugyanazok, a KoLmo-
Gorov-féle elmélettel nem fér 6ssze; a jelen dolgozatban kozolt elmélet azonban
megengedi ezt a lehetdséget is. fgy pl. az 1. §-ban vizsgalt 2. példaban leirt

* A ,sztochasztikus konvergencia“ kifejezést itt e sz6 nem matematikai, hanem ter-
mészettudomanyi értelmében haszndljuk; e kifejezés szabatos matematikai értelmet a nagy
szamok térvényeiben nyer.
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»Kisérlet esetében, amikor taldlomra valasztunk egy természetes szamot, ugy,
hogy barmely természetes szam egyenld (feltételes) valdsziniiséggel keriithet
kivalasztasra, mint latni fogjuk, éppen ez a helyzet.

Kézenfekvo az a kérdés, hogy a P(A|B) feltételes valdsziniiségek hogyan
fiiggnek ossze a gyakorisagokkal? Nyilvanvalo, hogy ha csak azoknak a
kisérleteknek a megfigyelésére szoritkozunk, amelyeknél a B esemény beko-
vetkezik, Ggy ezeknek a kisérleteknek a sorozatiban az A esemény relativ
gyakorisaga a P(A|B) szam koriil fog ingadozni, vagyis a P(A|B) feltételes
valosziniiség az a szdmeériék, amely kiriil az A eseménynek a B feltélel mel-
letti feltételes relativ gyakorisdga véletlen ingadozdsokat végez. Ezt a tényt
irjak le szabatosan a kovetkezd tételek:

Egy K kisérlet k-adik végrehajtidsanak (k==1,2,...) lehetséges eredmé-
nyeihez rendeljiik hozzd a valés szamok ¥ halmaza bizonyos BOREL-féle rész-
halmazainak egy &, BOREL-féle halmaztestének halmazait, &, legyen §, egy
részhalmaza és legyen [¥, §,, §,, (| MB)] egy feltételes valdsziniiségi mezo..
Feltessziik; hogy [, &, 8,, §(|H)] fiiggetlen k-tdl, vagyis, hogy a Kkisérlet
minden egyes végrehajtidsa azonos koriilmények kozott torténik. Képezhetjiik
a 16. tétel szerint ezen feltételes valdsziniiségi mezok [H, TY, Tq, P(A|B)] =
=[H, T, T,, §(A|HR)]** szorzatit és abban definidlhatjuk a & valtozokat tigy,
hogy T.-re nézve fiiggetlenek legyenek és & feltételes eloszlasrendszere éppen
(%, §,, 5, . értéke tehat a k-adik kisérlet eredményét jel-
lemzi. Jelolje nx(&) a &,8&,, ..., &y valtozok koziil azok szdmat, amelyek az
A halmazhoz tartoznak, ahol @ egy tetszéleges &,-hez tartozé részhalmaz,

) _ nx(@R)
akkor /N(éllés)e wED
ményre vonatkozo feltételes relativ gyakorisdgat az els6 N kisérlet soran. nx (&)
tehat azt fejezi ki, hogy a kisérlet N-szeri végrehajtisa soran hanyszor kovet-
kezett be olyan esemény, amelyet az d halmaz jellemez. A rovidség kedvéért
azt az eseményt, amelyet az & halmaz jellemez, azonosithatjuk &-val, tehat
mondhatjuk, hogy nx(&) azt jelenti, hogy az els6 N kisérlet sordn hanyszor
kovetkezett be az ¢ esemény.

Be fogjuk bizonyitani el6szor a kovetkezd két tételt:

1. TETEL: Legyen [H,Ti, Te, P(A|B)]=][%, ., 5., F(A|B)]™* (a I6.
tételhez fiizitl megjegyzés értelmében), legyen A€, és BES,, tovdbbd legyen
BESCMEF, (N=1,2,...) és C:@“’*@?) ..€Ty; legyen §(B|CM) = py

(N=1,2,...)és tegyiik fel, hogy a Z Dy sor a’zvergens Definidljuk @ H hal-

(R EF,) adja meg az & eseménynek a H ese-

mazon a & valdsziniiségi valz‘ozokaz‘ a 16. tetelben szereplé mddon, vagyis ugy,
hogy & feltételes eloszldsrendszere [X, §,, §,, §(&X|B)] legyen és a & vdlfozok
Siiggetlenek legyenek Ty-re nézve. Jelolje nx(D) a &, &, ..., Ex vdltozdk koziil

azok szdmdt, amelyek értéke D-be esik, (D € §,), és legyen 7’2\'(&’5‘)’):%—?’)
N
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(az & eseménynek H-re vonatkozo feltételes relativ gyakorisdga az elsé N kisérlet
sordn) akkor, ha &> 0 fetszdleges, fenndll, hogy

11m P(|7~(a|&)—8(@|H)|>¢| C)=0,

vagyis a C feltetel mellett 8-nak $-re vonatkozo feltételes relatzv gyakorisdga
sztochasztikusan konvergdl §(&|$)-hez.

1. 'MEGJEGYZES. Ha €™ = nem fiigg N-tol, BESC, és F(H|C) >0,
“akkor a tétel feltevései teljesiilnek. Ha € =&, a tétel a nagy szamok kozonsé-
ges torvényére redukalddik.

2. MEGJEGYZES. A Z Py = oo feltétel azért természetes, mert va je-.
AY_

lenti'a & eseménynek az egész klserletsorozat soran valo bekovetkezése1 sza-

manak C-re vonatkozd feltételes varhato értékét. Ennélfogva Z, py< oo azt

jelenti, hogy az esemény a C feltétel mellett altalaban csak véges sokszor
kovetkezik be és ebben az esetben a relativ gyakorisag - hatarértékér6l nem
érdemes beszélni.

2.a. TETEL. Ha az 1. tétel feltevései teljesiilnek, tovdbbd teljesiil még a
kovetkezd feltevés is* .

N
. n-g Pn .
M Jim e N— R
akkor
P(lim yx(Q|$)=8(@|H)|C)=1,
N->w
vagyis A-nak H-re vonatkozo feltételes relativ gyakorisiga a C feltétel mellett
1 valosziniiséggel konvergdl §(A|B)-hez.

1. MEGJEGYZES. Ha @™ = @ nem fiigg N-t6l, B S C és §(B|C) > 0, akkor

: e : 1 < o N
a 2. a. téfel feltevései teljesiilnek, hiszen log N 21, Dn =8(H|C) g N —
Ha &=C, akkor a 2.a. tétel a nagy szamok kozonséges erds torvényére
redukdlédik. :

Az 1. Es 2.a. TETELEK BIZONYITASA. Azt az eseményt, hogy az eis6 N
kisérlet koziil a B esemény az i-edik, i-edik, ..., i,-edik kisérleteknél és csak
ezeknél kovetkezett be, jeloljik D). ., -nel. Afo‘?2 . feltétel mellett

Sut Stk b

73(a|B) =

* Az (1) feltevés nem sziikséges a 2. a. tétel allitdsanak teljesiiléséhez; lasd a 2.b.
tételt.
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ahol a $(k=1,2,..., N) valosziniiségi valtozok fiiggetlenek és az 1 illetve O
értéket veszi' fel, aszerint, hogy a k-adik kisérletnél az & esemény bekovetke-
zik-e vagy sem; ennélfogva 3, az 1 ill. O értéket §(A|H) ill. 1—F(G|B) valo-
- sziniiséggel veszi fel; bevezetve a p=&(d|MB) jelolést, annak a valdsziniisége, .

7x(@|8)—S(@IR)| > ¢ legyen, éppen By(ep)= > (F]pu1—p)*

[—-p\>

hogy

Ilyen médon a 12. tétel szerint

P(|75(A|#)—8(d|#)|>¢|C) ZB(&P) Z P(fovt) in| C),

ahol a belsé 6sszegezes az 1,2,...,N szamok kozul kivalaszthaté Osszes.
lehetséges (iy, &, ..., i) n-edrendii kombinacidkra terjesztendd ki. Konnyen
belathato, hogy

P(DY.. ,nIC)—H (1—p)- 17 lf’},

Sziikségiink lesz a kovetkezd egyszerii segédtételre:

1. LEMMA* Legyen O0<p <1, g=1—p, e>0 és

akkor .
Bn(& p) < 29n:
pPq

ahol o =o(¢, p) nem fiigg n-t6l és 0 <o <1, ha 0<8<7'

B1zONYIiTAS :** Mivel

;(Z]PkQ” F P = (pet +q)" R

tehat .
( Z (k)pkq'n L) ren <(pe _|_q)n —pAn
1—p: £>0
és
( Z ( )pkan) pLen<(pey.+q)n p;m
%—p<-£<0
tehat : ;
M Bu(e,p) < (pe" g€ Y 4 (pe " 4 ge Y,

ahol £ >0 és u>0.

* Ez a lemma, valamint e § tobbi lemmaja kozonséges valdszinliségszamitasi téte--
leket fejeznek ki, mig a § tételei az wj axidmarendszerre vonatkoznak.
** Ennek a bizonyitasnak a gondolatmenete Sz. N. BernsTeIN-t0l szarmazik. 1. [4].



392 RENYI ALFRED

Valasszuk most meg 4 és p értékét - igy, hogy az (1) jobboldalan allo
els6, ill. masodik tagot minimalizaljuk. Nyilvanvalo, hogy ez akkor kovetkezik,
be, ha*

T RL:
A=log p és w=1log p
1 —— 1——

q p

fgy azt kapjuk, hogy

) )

Figyelembe véve, hogy ha & <p3 akkor

q q-& p pte 32
| ) =-
o8 (q—s) pte 3pq

p p-€ q qte 82
] (e
Og(l?—s) q+¢ 3pq

B.(s, p) < 20",

n ‘ pte '1+5."
ik GE)
\ p+e g-+e )

B"(S) p) <

lIA

&

kovetkezik, hogy

ahol .
' O<o=c¢e 3 < | (O<e<%q)

A fenti lemma segitségével nyerjiik, hogy

P([7x(]8)— 3(a|35)| >8|C) < ZH(l—PJ(l —0)),

-ahol O<po < 1.
Felhaszndlva az 1—x = e~* egyenlétlenséget, kovetkezik, hogy
(’)ZPn
(2) P(I7x(@|®H—S(@IH)| >e[C) <2¢ =

N .
Mivel feltevésiink szerint Z Dn—oo, ha N—oo, (2)-b6l az 1. tétel allitdsa

azonnal kovetkezik. A 2. a. tétel bizonyitasadhoz egy ]ollsmert bizonyitasi
gondolat szerint elegendd kimutatni, hogy a

ép(lrw(alﬁ)—g(a@)l >¢|C)

sor az & >0 szam minden valasztisa mellett konvergens. Ez azonban nyilvan-
valdan teljesiil, ha

* log mindeniitt a természetes logaritmust jelenti.
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Z Pn

1\]71—>ou10g N

Ezzel a 2. a. tételt bebizonyitottuk.
Konnyen belathatd, hogy elegendd, ha a & &™) felteves Nz= N,-ra

teljesiil, nem sziikséges, hogy No==1 legyen.
A 2.a. tételben az (1) feltevés valojaban felesleges: a tétel érvényes.

pusztin azon feltétel rhel]ett, hogy 2 p. divergens. Ennek bebizonyitdsdhoz.

sziikségiink lesz a kovetkezd segedtetelre

2. LEMMA: Legyenek &,,&,, ..., &., ... teljesen fiiggetlen valoszmusegt vdlto--
20k, M(E,)=0¢és DE) =D, (n=1,2,...), legyen tovdbbd A, (n=1,2,...),
egy olyan pozitiv tagu, monoton novekvo sza’msorozat, amelyre lim A, = oo,
An+1 n—>w

=¢, ahol ¢>1 dllando és

A,
& D,
2 d o0,
(2 = <o
legyen tovdbbd .
(3) Cn=§1+§2+'“+§n—
Akkor :
d (,HmAn = O)I I
BizonviTAs: A KoLMOGOROV-féle egyenlGtlenség* szerint, ha & >0, akkor
N
- >'D;
@) P(max L] =8 ==
I=n=N €

Ennélfogva, ha N, < N, <---< Ni <--- tetszbleges pozitiv egész szamokbol

allé szamsorozat és & > 0, akkor
’ Nis1

. ZD..
(5) P(N max 5] >s)<P( max |G| = edy,) = S5

S"<Nk+1A N=Np AN,‘ :

Most valasszuk meg az N, szamsorozatot tigy, hogy teljesiilnek az A;c* < Ay, =

=c"*A (k=0,1,2,...) egyenlttlenségek; hogy ez lehetséges, azt teljes

indukcioval lathatjuk be. Mivel A; < Az = cA;, tehdt No-nak valaszthatjuk az

No=2 értéket; ha mar Ny, Ny, ..., N; értékeit megvalasztottuk, akkor, mivel
ANk+1 =cAy, = 2 A,

tehat vannak olyan n értékek, amelyekre n >N, és A, =2 A;; legyen
n= N4 a legnagyobb szam, amely ezekkel a tulajdonsagokkal bir, akkor Ay

k+1_

* Lasd pl. [5]. XI. fej.
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=0RA 1 €8 Ax > c*2A;; ebb6l azonban kovetkezik, hogy Ax  , = c*A,
. +1 . .

mert ha ANk+1 < A;c¥1! yolna, akkor ——— > ¢ volna, ami ellentmond felte-

véseinknek.

Legyen S,— > Dj; konnyen beldthat, hogy
, =

. < Sx
(6) 2 A2k+l <og;
=1 Nk
ugyanis .
001 SNk+1 _ a;Dg( N 1 )
k=0 A;fk = N;+1,:7A12\'
és ha N <j= Ny 41, akkor
1 1 &1 c? 1 c® 1 ¢ 1
2 é—_zzcm“ _1 A T 142 =21 A2
V=i © N L=k N1 J
tehat ,
6 o« 2
Shm g g 3D
2 - ) P
s k= Aj' —1/= Aj

“Ennélfogva tetszéleges o >0 szamhoz talalhaté olyan r==r(d), hogy
< S k+1 .
> A2 <0 és igy

k=r

18] ) S ( 14 ) S SNur

Plap 5 8ol Bled= S5
vagyis ,
(7) ' P (113; j = o) =1.

A 2. lemma egy masik lehetséges. blzonyltasa az alabbi ]. HAJEKtOl szarmazd
egyenl6tlenségen alapszik*:

2. b. LEMMA: Legyenek &,&,,...,8., ... fiiggetlen valdsziniiségi vdltozok
ME) =0, D(&%) =Dy, A, legyen egy pozitiv és monoton ndvekvd szdm-

‘)

sorozat és tegyiitk fel, hogy A, —oc tovdbbd, hogy Z
L= +E+ - +E és s>0 akkor

D 3 2
P (Sup |C1\ l 8) - % F + -1 DA.
k=n k7 & ;)L k=n+l Ai

* |. Hajex ezt az egyenlGtlenséget az 1954. jiniusdban Pragaban tartott Matematikai
Statisztikai Konferencian kozolte velem, és azt szives hozzajarulasaval kozlom; az itt adott
bizonyitds Hajek eredeti bizonyitdsanal egyszerdbb.
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A 2. b. LEMMA BIZONYITASA: Legyen

1
Nu= 'L ( )
k%n’ Ak Al\+1

Akkor ' -
- ( ﬁDl% ) ® D2

1) M (n,) = =L X ko,
| () = e +k=%+1 e

ok

szamok koziil
Ax |

Jelolje E,(m=n,n+1,...) azt az eseményt, hogy a
;m

az elsd, amely nagyobb (vagy egyenls) mint &. Legyen

(k=n,n+1,..))

E= D E,. Akkor

m=n

M(n.) :é M (11a| En) P(En) +M (1| E) P(E) = Z M (| Ew) P (En).

Mivel

- M@u|En)=M (Zg"( Al Azﬂ)

k=n

)z Im@ie (4 — ]

k=n

Masrészt, ha k= m, Cy="Cn+5i —Cn, €5 igy
M (G5 En) = MG+ 2 (G — &) + G — Gu)° IE,,,) =

- = M G+ 2 8 (Ge— Eu) | Enm)-
- Mivel & — G, fiiggetlen ‘a &, &, ..., &, valtozoktol, tehat 5— L, fiiggetlen
C.-tol, a csak a &, ..., &, valtozdk értékeire vonatkozd FE,, feltevés mellett is,
ennélfogva M (5, (& — Cn)|En) =0 és igy _

‘ M@G|E)=M@GI|E) . ha k=m.
Masrészt az E,. feltevés mellett |5,.| = An ¢ és igy
M@G|E)=MEE)= AL,

Ilyenmaodon .
2 .9 =B 1 1 o
M tin Em = E—A-‘m . (—) —— ) — &
(1 i ) k%z AZ A):4_1
tehat .
() M)z > P(Em)zs“’P(E)z.s-P(sup S >8)
m=n =n

‘(1)-bdl és (2)-bdl a 2b. lemma allitisa mar kovetkezik. Flgyelembe véve, hogy

ha S0k L e Avs o, akicor lim 3Dk 4 2b. lemmabol a 2.
p——1 k #n-» o k=1 k

lemma allitasa mar kovetkezik.
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A 2. lemma segitségével el6szor kimutatjuk, hogy
. Tm(é’?’)
,.% Pn

Ez a kovetkezoképpen lathato be: a C feltétel mellett nx(R)=m 4+ na+ -+ + 1w,
ahol az = valtozok fiiggetlenek és Py ==1)=pi, P (i =0)=1—p;; tehat

M (1) = px. Legyen nt = nu— px; akkor M (72) =0 és D (nz) = V px(1— py)-

Az 73 valtozdkra alkalmazhatd a 2. lemma, ha abban A,= Z Dx; ugyanis
k=1

n
feltevésiink szerint A, = Z P —> o0 és A1 = A,, masrészt
k=1

1 1

A,
végil pedig

Q; Di__ < pn(l —"‘pn) - CE’ pn . '30(
ng_l’ A‘i _ngl' Aﬁ :nzl 'AnAn-l M; An—l
tehdt a > Dz:' sor valoban konvergdl; ennélfogva
n=1 n ’ .
2 '
P |lim —L—=0/{C|=1.
n-»w Zpk
Mivel
Z Nk Z Nk
P| lim *=22—=o0|C|=P| lim ——=1|C
Yy 2. P
k=1 k=1
=P (lxm '211_(0@=1{C)’
“tehat
®) P(lim ﬂﬁ:l)(:):l.

7> 0 "
Zpk
1

Hasonloképpen lathato be, a 2. lemma segitségével, hogy

9) : P(lim _ﬂ@ﬁN)__t] c)=1
N> w» —
SEA[B) 2 P

An+l___ Pn N
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(8)-bol és (9)-bol azonban kovetkezik, hogy

(10) P(Nl;mﬂ—";f%is)~8’(a1$)‘c —

llyenmodon a kovetkezd tételt bizonyitottuk be:

2.b. TETEL. Az 1. tétel feltevései mellett
P(lim yx(a|B) =
Now®

vagyis &-nak B-re vonatkozo feltételes relativ gyakorisiga a C feltétel mellett
1 valdsziniiséggel konvergdl f-nak $-re vonatkozo feltételes valosziniiségéhez,
hacsak C=CMW % C® % ... B[BSEM (N=1,2,...) és

(11) é@(@\@tm):w.

MEGJEGYZES. A bizonyitasbol latszik (lasd (8)-at), hogy a (11) feltevés
azt jelenti, hogy a & esemény a kisérletsorozat sordn 1 valOsziniiséggel vég-
telen sokszor kovetkezik be; ebben az értelemben a (11) feltétel természetes,
hiszen, ha (11) nem teljesiil, akkor a B esemény a Kkisérletsorozat sordn 1
valosziniiséggel csak véges sokszor kovetkezik be, és igy a feltételes relativ
gyakorisag hatarértékérdl tulajdonképpen nem érdemes beszélni, mivel a
(| B) (N=1, 2,..) szamsorozat 1 valdsziniiséggel valahonnét kezdve allando.
Nyilvanvald tovabbd, hogy a 2. b tétel allitdsa kiilonosen abban az esetben

figyelemreméltd, amikor lim - Z p.‘=0; ez esetben ugyanis

N—»oo
=1

. 1x(B)
P(lsllnoo N =0

vagyis a B esemény relativ gyakorisdga 1 val6sziniiséggel 0O-hoz tart, és igy
a feltételes relativ gyakorisigra vonatkoz6 allitds nem poétolhaté a kozonséges
relativ gyakorisdgra vonatkozo allitassal.

Erdemes megemliteni a 2. b. tétel egy szamelméleti kovetkezményét.

Ismeretes, hogy a. (0, 1) intervallumban fekvé x valoés szamok el6dllit-
hatok az

[+ <)
x = N Sn(x)
n=1 (]1(]2 <o n
- CanTOR-féle sorokkal,* ahol ¢, = 2 egész és &.(x) a 0,1,...,g,—1 értékeket

veheti fel; az &.(x) szdmok egyértelmilleg meg vannak hatarozva, kivéve, ha

N
x raciondlis szam, amely el&allithaté x = > i 8”(x) alakban (s.(x) >0);
n=1 1 2
ez esetben lehetséges az

& E(x) n ex(x)—1 . gn—1
=1 q19s.-.Qn ¢19s... 9~ n=nsl GGz .. Qx
* L. pl. O. Perrox, Irrationalzahlen, W. de Gruyter, Berlin, 1921, 111—116.

X =

26 Matematikai és Fizikai Osztaly Kozleményei
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eloallitds is; allapodjunk meg, hogy ez esetben mindig a véges elBallitast
valasztjuk. Jeldlje nx(x; ki, ke, ..o, k) az &(x), &(%), ..., en(x) szamok koziil
azok szamat, amelyek a ki, k., ..., k., nemnegativ egész szamok valamelyiké-
vel egyenl6k. A 2.b. tétel kovetkezményeképpen adodik, hogy ha teljesiilnek
a kovetkezd feltevések:

1) : gnz=max (k, ks, ..., k), ha n=n,;

és ‘

)8

2)

akkor majdnem minden Xx-re

1
o=t

H

' P’ nx(x; ki) 1

(12) l}l_r)nm nv(xik, oy k) S
vagyis a ki, ks, ..., ks szdmok feltételes relativ gyakorisdgai majdnem minden
valos szdm CANTOR-féle sordban hatdrértékben egyenldk, feltéve, hogy telje-
siilnek az 1) és 2) feltevések.

Ez nyilvdnvaléan BOREL hires tételének* az altalanositisa: ha g¢,=—gq
nem fiigg n-tol, akkor specidlis esetként nyerjiikk a BOREL-tételt.

Az el6bb bebizonyitott tételek messzemenden daltalanosithatok, amennyi-
ben érvényes a kovetkezd:

(i=12,...,9)

3. TETEL. Legyenek &,8, ..., &, tefszbleges, egyforma ['JC, F1,9,, 8(A|M)]
feltételes eloszldsrendszerii, ezen -eloszldsrendszerek [H, T3, Ts, P(A|B)] vég-
telen szorozatterében a 1. §. 16. tétele értelmében T,-re nézve fiiggetlen
valdsziniiségi vdltozok. Legyen SEF, és jelolje M(E|B) a & vdltozdk (kozis)
feltételes vdrhatc értékét a & feltétel mellett; legyen C=CH x+CP %, €T,
(C® €§,) tovdbbd BSCH (k=1,2,...). Legyen px = F(B|CX) és tegyiik

fel, hogy teljesil a >’ p; — + oo feltétel. Jelilje Gy (E|S §2,....,§N vdl-
n=1

tazok $-re vonatkozo feltételes empirikus kizépértékét, vagyis legyen

& +&+ - +&,
- - (n = nn(B))

ahol &,8,,...,5, Jjelentik a &,&,..., v vdltozok koziil azokat, amelyek
érteke B-be esik. Ha a & vdltozok korldtosak, |&| = K és ¢ >0, akkor

lim P(|x (5] #)—

a3 Cn(E|B) =

4.a. TETEL: A 3. tétel feltetelet mellett ha meg teljesiil a
Z Pn=

* E. Borel, Les probabilités dénombrables et leurs applications arithmétiques, Rend.
Circ. Math. Palermo 27 (1909), 247—271.

\—»mlog N
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feltétel is,
P(lim Ex(E[B) - - ME[B)[C) = 1.

MEGJEGYZES: Ha a &, vdltozok csak a O és 1 értéket veszik fel, akkor
a 3. és 4.a. tétel specidlis eseteként az 1., ill. 2. a. tételek adodnak.

BIZONYITAS : Lényegében ugyanazzal az (Sz. N. BERNSTEIN-t6] szdrmazo)
gondolatmenettel, amellyel az 1. lemmat bebizonyitottuk, belathato a kovet-
kezd segédtétel is:

3. LEMMA: Ha a &§,&, ..., &, ... vdltozdk egyforma eloszldstak, teljesen
fiiggetlenek és korldtosak, M(&) =M, |&—M|{ =K (k=1,2,...) és szordsuk
D (&) = D véges, akkor '
p(. §1+§2-i;1-~ + &

B
—M|> s) < 20",
ahol ' _

&2
K. 2

o=e¢ > (7 *35) | ha &< pg.
A 3. lemma bizonyitasa megtalalhato pl. [5]-ben (XI. fejezet 4. §.)
A 3. lemma segitségével‘a 3. és 4. a. tételek ugyantigy bizonyithatok, mint az
1. lemma segitségével az 1. és 2. a. tételek, ezért a bizonyitést nem részletezziik.

A 4. a. tételben szerepld lim —— Z D= oo feltevés nem sziiksé-
N<«w 10g Nn_.

ges a télel allitdsanak teljesiiléséhez, s6t a & vdltozok korlatossaga sem sziik-
E|B) és D(E|MB) léteznek, vagyis érvényes

a kovetkezd

4.b. TETEL Az 1. tétel feltevései mellett (kivéve a &, korlatossagara vonat-
kozo feltevést) ha M(E|®B) és D(E|B) letezik, akkor

P(lim £.(6|®) = M(E®)[C) — 1.

BIZONYITAS: Legyen 1,=1, ha §, €& és n,=0, ha &€&, tovabba
legyen & = n,8,, akkor M(&)) = p.M(§|B) és

DQ(:N)—puD"(EIfB)ern(l —P) M (E|B).

Ennélfogva, ha A, — 2, P, akkor az A, = An, lim A, = oo, A/;’” =1+

\* 9
+A— = ¢ feltételek teljesiilnek és teljesiil a =D (E )< + oo feltevés is; vagyis
1

alkalmazhaté a & = & —M(&)) valtozokra és az A, sorozatra a 2. lemma,
és igy kapjuk, hogy

;Y‘
>

Pl lim =

No>ow N
2 P

n—

=0|C| =1,

26¢ -
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vagyis
&
(14) ‘ Pl lim ' = ME &) |C|=1.
N->»@® <
Dn
n=1
Mivel a (8) szerint
(B \
(15) P ( lim "‘:v(“) = b ic) ==1

AN Zp” i

n=—1

(14)-bo6l és (15)-bol kovetkezik, hogy

ZE
P(\“’f‘m )}f\(%) B M@"‘B)‘ =1

(16)
z g
'ZA(%)
Nyilvdnvalo, hogy ha @M=& (N=-1,2,...), akkor a 4.a, ill. 4.b.
tételek specialis eseteként a nagy szamok kozénséges torvényeit kapjuk. Ha &,

csak az 1 és O értékeket veszi fel, mégpedig & —=&.(@)=1, ha aeﬂ akkor
a 4.b. tétel a 2. b. tételre redukalodik.

Ezen § tételeit mind feltételes valdsziniiségi mezbk szorzataira mondot-
tuk ki, mivel a tételek feltételei igy a legszemléletesebbek, és e fogalmazas
egyben evidenssé teszi, hogy a szObanforgd tételek feltételeinek megfeleld
valosziniiségi mezOk valoban léteznek. E tételek -érvényességéhez azonban
egyaltalan nem sziikséges, hogy a szObanforgo valosziniiségi mezd ilyen mo-
don legyen megkonstrualva. E tételek bizonyitdsanal ugyanis ez a tény nincsen
lényegesen kihasznalva. llyenmddon e § tételei mind altalanosithatok. Nyilvan-
valdan elegendd a 4.b. télelt kimondani ebben az altaldnos alakban, mivel
az e § Osszes tobbi tételeit tartalmazza. A 4. b. tétel szobanforgo éltalanositasa
a kovetkez6:

Tekintve, hogy {nx(§|H) = ezzel a 4. b. tételt bebizonyitottuk.

4.c. TETEL: Legyen [H, T:, Ty, P(A|B)] egy feltételes valdsziniiségi mezd,
legyenek §,,&,,...,E., ... ezen a mezon értelmezett, és Tyre nézve fiiggetlen
valdsziniiségi valtozok amelyek ugyanazzal a [X,§,,5,, §(Q|B)] feltételes
eloszldsrendszerrel birnak, legyen $€S,, és legyen B,€T, az a halmqz, ame-
lyen E.€3. Legyen C€T,, fegyiik fel, hogy B.€C (n=1,2,...); legyen

Pa=P(B.|C) és tegyiik fel, hogy teljesiil a Z Prn=- o0 felz‘elel Tegyiik fel,
hogy M(E!Bi) =M (& E€B) =M és D& BI.~ ) == D (§:| &€ B) léteznek. Akkor
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3,
EkEQ}
P| lim =& "1 =M|C|=1

fl—)Cﬁ

g€y

=k=n .
MEGJEGYZES: Ahelyett, hogy B.SC (n=1,2,...) elegendd feltenni,
hogy ha &S &H és B, az a halmaz amelyen &.€&', akkor P(B,|B.C)=,
=P(Br|Bs) (n=1,2,...). Ha igy fogalmazzuk meg, a 4.c. tétel specidlis
esetként ftartalmazza a 4. b. téfelt. ‘

A 4. b. tétel bizonyitasabdl az is lathato, hogy ha a valtozok feltételes
eloszldsrendszerei nem azonosak, de egyébként a 4.c. tétel feltételei teljesiil-
nek, kivéve azt, hogy D(&|®)= D, nem fiigg k-tol, akkor a 4.c. tétel alli-

Dr Dk )

(30

J=l1

‘tadsdnak érvényessége abban az esetben mutathaté ki, ha a Z sor
konvergens. llyen modon tehat érvényes a kovetkezd

4.d. TETEL. Ha a 4. c. tétel feltevései teljesiilnek, kivéve azt, hogy a &
vdltozok egyforma Jeltételes  eloszldsrendszerrel  birnak, M(E:|B)=M és
D (&|B) = Dx, akkor a 4. c. tétel dllitdsa ervenyben "marad, hacsak teljesiil
még a

k”_l——k 5 <+ 20 -
" (a)
feltétel.

3. §. Hatdreloszldstételek

El6szor a kovetkezd tételt bizonyitjuk be:

1. TETEL: A [H, T, T.P(A|B)] =[%, §,, §,, (& |B)]™* feltételes valo-
sziniiségi mezén a 16. tétel értelmében értelmezett &,,5,, ..., &, ... valdszini-
ségi vadltozokrol, amelyek tehdt egyforma [X,3,, T, $(A|RB)] feltételes eloszlds-
rendszerrel birnak, és Tyre nézve fiiggetlenek, tegyiik fel, hogy M(E.|B)=0
és D(E.|®B)=D véges (n=1,2,...); tovdbbd legyen :

C=0C%C% O™y, . €T2,

ahol $SC® (N=1,2,...) §(B|C™) = py és >p,, +4oo. Akkor ké-

pezve a

Z 95 (&)
Z D

In(E| @) =
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vdltozot, ahol
x, ha xeB

Fp0=] o, ha xE8
(tehdt 513%(&) a &,5, ..., & vdltozdk koziil azok osszegével egyenld, ame-
lyek érkt;;ce B-be esik), érvényes a | |
Jim PCx(5|8) < x|C) = P(x)
reldcio, ahol )

. 0

(D(x)zl—/—zl_:[eédt (—oo<$c'<+oo).

BizoNYITAS: Legyen F(x)==F(x|$) a & valtozok felteteles eloszlas-
fiiggvénye a B feltétel mellett, és F,(x) az F(x) fuggveny dnmagaval valo

n-szeres kompozicidja; legyen a rovidség kedvéért > Dn=Qxy (N=1,2,..);

N-—-

akkor Cx(§|B) eloszlasfuggvenye

Z sy F,,(xD]/Q_N) (Fo(x)=1 per. def.)

n=xA}

A za—vk) = ]](l—p,)

annak a valosziniisége, hogy a§,, &, .. .,§N -valtozdk koziil pontosan n-nek
az értéke esik M-be. Jelolje ywx(¢) a Fn(E| R RB
tételes) karakterisztikus fiiggvényét és ¢(f) a & véltozok & feltétel melletti
(feltételes) karakterisztikus fﬁggvényét akkor :

s el

n=0 DV QN J

w0~ 12l =)

ahol

és igy -

Mivel feltevés szerint ¢’(0)=0 és (‘p"(O)———% és lim Qny = oo, tehat
: Now

\ : - 2o
L Yx(t)=e ="
€es 1
gy "
lim ‘!p;x(t)—_—e 2 .
N>w»

Ebb6l a tétel allitaisa mar kovetkezik. :

A centrilis hatareloszlastétel érvényességéhez nem sziikséges az a fel-
tevés, hogy a & valtozok (feltételes) eloszlasai megegyezzenek. Ervényes
ugyanis a kovetkezd
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2.a. TETEL: Legyen a [H, T3, Ty, P(A|B)] feltételes valosziniiségi mezd a
[x®, g0, g9, 8%@QP | BY)] feltételes valdsziniiség-eloszidsrendszerek szorzata,
és a & vdltozokat értelmezziik a 16. tételnek megfelelden, (fehdt &. feltételes
eloszldsrendszere [H®,§P, 8%, 8PP |&%)] és a & vditozék Tyre nézve
fiiggetlenek). Legyen C—=CP % C®% .. .€T,, ahol BSEM¢FW (N=1,2,...),
tovdbbd §(B|CM)=py, M(E|B)=0 és D(&|B)=D,. Vezessitk be a

M(|&P| &) = L}

Jelolést, és tegyiik fel, hogy

X
o 3
> pili

Jm
(‘_, pLD;)
k=1
Legyen
¢ \x, ha x€&
) %(x)—k 0, ha x€&
akkor
N
2 938
lim P | X2 <x|C|=®(x).

N> JL
2
Vz P D

k=1

BizoNYITAS: A 9q5(&) (k=1,2, ...) valtozok nyilvanvaléan C-re nézve

fiiggetlenek egymastol, tovabba

M(IE)C)=0

D (a3 (£)| C) = pi Di

M(|$o5E)I'|C) = puLi
és igy Ljapunov tételének Osszes* feltételei teljesiilnek C-re nézve. Ebbdl a
tétel allitasa kovetkezik.

A most bebizonyitott tétel Ljapunov tételének egyenes éltalanositasa fel-
tételes valosziniiségi mezokre. Ez az édltaldnositas Lindeberg tételére vonatko-
z0lag is elvégezhetd. Lindeberg tételének ezt az dltalanositisit ugy fogalmaz-
zuk meg, hogy fiiggetlenitjiik a sz6ban forgd val6sziniiségi mezd szorzatként
valé konstrukcidjatol, ami itt ugyanigy nem sziikséges a tétel érvényességé-
hez, mint a nagy szamok torvénye esetében. Igy nyerjiik a kovetkezd tételt:

2.b. TETEL: Legyen [H, T;, Ty, P(A|B)] egy feltételes valosziniiségi mezd,
legyenek &,&,,.., 5, ... ezen értelmezett és T,-re nézve fiiggetlen valdszinii-
ségi vdltozok, . feltételes eloszldsrendszere legyen [X™,§P,§9,8%(Q|M)).
Legyen & egy BorEL-halmaz, amely az Gsszes §%° halmazrendszerekhez hozzd-
tartozik, jelélje &, a (—oo,x) intervallumot és legyen Fi(x|B)= §®(J.|H)
(—o0 < x < ) & feltételes eloszldsfiiggvénye HB-re nézve. Tegyiik fel, hogy

* Lasd pl. [5]. XIIL. fej.
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M(&:|#R) =0 és D(&|¢
- amelyen &€ és tegyiik fel, hogy [[B.SC. Legyen P(Bi|C)=p; és ve-
. k=1

= D, létezik ; legyen C€T,, jelolje By azt a halmazt,

zessiik be az

Jelolést. Legyen C,— Z &.. Akkor annak szukseges s elegseges Jeltetele, .

§€DB
l<k<n
hogy é" C-re vonatkozo feltételes eloszldsa a standardizdlt normdlis eloszlds-

hoz konvergdljon, az, hogy minden pozitiv s-ra teljesiiljon a

~

lim — Z D J X dFy(x|B) =

n->»m@ " = I [> ES"

Seltétel. :
Ellentétben a 2. a. tétellel, (amelybdl az 1. tétel nem kovetkezik, hiszen
az 1. tétel feltételeibdl M(|&:[}|P) 1étezése sem kovetkezik), a 2. b. tétel tar-
talmazza specidlis esetként az 1. tételt. Ugyanis ha [H,T,, T,, P(A|B)=

—[X,5,,5,,9(A|B)]™ b C=CU+Cx..., akkor a J[ B.SC feltétel
k=1

azt jelenti, hogy BESC® (k=-1,2,...), tovdbbd p;==P(Bx|C)=&§(H|C")
D= D&|B)=D és Fi(x|® = F(x|B) nem fiigg k-tol és igy

Sn:D ;th"

Ennélfogva ha & >0, akkor

—*Zpk J J X dF(x|B)—0

n k=1
|w]|>e8, |} &8y,

mivel §,— co. Az 1. tétel tehat igy is bizonyithatd. A kozvetlen elemi bizo-
nyitds, amelyet fentebb adtunk, azonban nyilvdnvaléan egyszeriibb.
v Tegyiik fel, hogy a kovetkezbkben a szdban forgo feltételes valdsziniiségi
mérték tokélefes, vagyis eleget tesz a kovetkezd feltevéseknek:*

1) Ha A, S A; és A,€T,, tovdbbd BET, és P(A4,|B)=0, akkor BA1€T1
(és igy P(4:B)=0).

2) Ha §=2§&(a) egy valdsziniiségi valtozo, a &(a)€d feltétellel definialt
halmaz T,-hez tartozik, és B€T,, akkor

PE(@)€d|B) -——dgfnp(ﬁ(a) €8 B)

* A tokéletes KoLmoaorov-féle valosziniiségi mezd fogalmara vonatkozolag lasd [6].
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ahol & nyilt halmaz; vagyis P(§€d|B) egyenlé a P(E€I|B) szamok leg-
nagyobb als6 korlatjdval, ha 9 végigfut az osszes, az d halmazt tartalmazé
nyilt halmazokon.

- Ez esetben érvényes a kovetkezd tétel:

3. TETEL: Ha &,5,...,&,... a [H, Ty, T, P(A|B)] tokéletes feltételes
valdszinliségi mezon értelmezett és egy C€T, halmazra nézve teljesen fiigget-

len vdltozok, &, = > &, M(L.|C) = M, és D(G.|C) = D, léteznek, tovdbbd az
k=1 . .

N = EL;—A/L’va’h‘ozo'k C-re vonatkozo feltételes eloszldsa a normdlis eloszlds-
hoz konvergdl, vagyis

lim P, < x|C) = ®(x),

és B egy Ty-hiz tartozo halmaz, amelyre B<C és P(B|C) >0, akkor az 1
vdlfozok feltételes eloszldsa B-re nézve is a normdlis eloszldshoz konvergdil.

MEGJEGYZES. Ez atétel azért is figyelemreméito, mert B-re nézve a & valtozok
altaldban nem fiiggetlenek, tovabba altalaban M(G,|B) == M, és D(L.|B) == Da.

BIZONYITAS : A tétel kozonséges valosziniiségi mezOkre vonatkozolag, és
egy specidlis esetet iiletdleg jelen dolgozat szerzojétdl szarmazik ([7]); az
dltaldnos esetre nézve a tételt A. N. KOLMOGORQV bizonyitotta be ([8]). A bizo-
nyitds minden tovabbi nélkiil atvihetdé a feltételes valodsziniiségi mezdkre,
hiszen rogzitett C mellett [H, T,, P(A|C)] egy tokéletes KOLMOGOROV-féle valo-
sziniiségi mez6.

A 3. tételt felhasznalhatjuk a centralis hatdreloszldstétel gyengén fiiggd
valtozokra valo kiterjesztésének bebizonyitasara. Ha ugyanis§,,&,...,5,... a
B halmazon értelmezett valdsziniiségi valtozoknak egy olyan sorozata, hogy a
&, valtozok értelmezését a B halmazt tartalmazé alkalmasan valasztott C hal-
mazra kiterjesztve elérhetd, hogy azok a C halmazon fiiggetlenek legyenek és
alkalmazhato legyen rdjuk a centrdlis hatareloszlastétel, akkor a B halmazon
is érvényes lesz rdjuk a centrdlis hatareloszlastétel allitdsa, hacsak P(B|C) > 0.
Altalaban minél lazabb sztochasztikus kapcsolat all fenn a &, valtozdk kozott,
annal kevésbbé kell a B halmazt boviteni, hogy a bovités eredményeképpen
nyert C halmazon a wvaltozok mar fiiggetlenné tehetdk legyenek.

A szdbanforg6 konstrukcié azonban nem barmely feltételes valdsziniiségi
mezén végezhetd el, csak ha teljesiilnek az alabbi 3, 4 és 5 feltevések:

3) P(A|B) B-nek folytonos fiiggvénye, a kovetkez6 értelemben: ha
B.C B, B.€T, (n1=1,2,...) és B—=1im B, — 2;3,,, tovabba P (B,|B.+1) >0

7n-> 0

(n=1,2,...), végiil pedig [/ P(B.|B..1) konvergens, akkor, BET, és

n=1

lim P(A|B,)=P(A|B), ha A€T..

n—-> o
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MEGJEGYZES: Az a feltevés, hogy lim B,= B€T,, nem jelent erés meg-

)I—QCD

szoritast, mivel a 17 tétel szerint egy tetszbleges feltételes valOsziniiségi mez6
kiterjeszthetd olymodon, hogy T, tartalmazza az Osszes beletartozd olyan

novekvd B, halmazsorozatok osszegeit, amelyekre [ [ P(B.B.+1) konvergens.

n=1

Még két feltevést kell tenniink:

4) P(A|B) barmely B € T,-re nem-atomikus mérték, vagyis ha P(A|B)> 0
akkor van olyan A’S A halmaz, amelyre A’€¢T, és 0< P (A’|B)<P(A|B).
Ha a 4. feltevés teljesiil, hacsak AC= O, ahol C egy rogzitett halmaz,
igy azt mondjuk, hogy a 4) a C halmazon kiviil teljesiil.
_ Konnyen belathatd, hogy 4) bol kovetkezik, hogy P(A|B) bir az alébbi
4) tulajdonsdggal :

4) Ha A€T, és B€T, tovabba ACB P(A|B)>0 és py,psyee ey Puye--

egy pozitiv tagti szamsorozat, amelyre Z pi.=-1 akkor megadhaté A-nak egy
k=1

olyan A— 3" A, felbontasa, hogy A€ T, ésA; A= O haj==k (j, k=1,2,...),
k=1 :
tovabba P(A:|B)=peP(A|B)(k=1,2,...).

4') abbdl az ismert FRECHET-t6] szadrmazo tételbdl kovetkezik, hogy egy
nem-atomikus mérték barmely értéket felvesz O és értékeinek felsé hatara
kozott.*

5) Ha B€T, és « valds szdm (0 < ¢ < 1), akkor megadhaté olyan C
halmaz, hogy BE C, CET,, és P(B|C)=c.

MEGJEGYZES: Az 5) feltevés nyilvanvaloan nem teljesiilhet egy KoLMo-
GOROv-féle valdsziniiségi mezé altal generalt feltételes valésziniiségi mezd
P*(AB)

esetében, hiszen ha P(A[B)=W

és minden D€ T, halmazra P*(D) =1

* Lasd [17] és [18]. Megjegyzendd, hogy ha a 4') allitdst csak véges py,ps,...,Px
sorozatokra kivanjuk meg, ahol N rogzitett pozitiv egész szam, ez atomikus mértékekre
is teljesiilhet. Kénnyen belathaté ugyanis, hogy annak szukseges és elegseges feltétele, hogy

tetszbleges py,.ps,.., Py pozitiv szdmokhoz, amelyekre Z P, = 1 megadhato legyen a

Z r, pozitiv és monoton nem névekvé tagit és 1 dsszegil sornak egy olyan felbontisa N
k=1 - .
részsorra, hogy a k-adik részsor Osszege p, legyen, az, hogy a 2 r, sorra teljesiiljenek az

k==1
alabbi feltételek:

i8

1

= _ r n==1,2...
r*—Nk k ( )

.
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és ha BEC, tovabba P*(B) >0 akkor

‘ P*(BC) _ P*(B)

=P*(B)

€s igy, ha

O<e<P*(B)
akkor nem létezhet olyan C halmaz, amelyre B&C és P(B|C)=«. Az 5)
feltétel nyilvanvaloan teljesiil az 1. § 1. példdjaban targyalt esetben, ha
f(x, x5, ..., xy,) integralja az egész E, térre divergens.

5) teljesiil tovabba példaul ha P(AIB):QQ(TABE)), ahol Q(C) egy nem
automatikus és nem korlatos mérték.

Erdekes megjegyezni, hogy az 5) feltétel teljesiilhet egy megszamlal-
haté halmazon értelmezett feltételes valoszinliségi mezd esetében is. Példaul
alljon H a (j, k) szamparokbdl (j, k=0, 1,2,...), legyen

1 , e
p P]L='2—J (1:20,1,2,...)
és dlljon T, a H halmaz azon B nem iires részhalmazaibol, amelyekre a
> Pj:. sor konvergens; alljon tovabba T, a H halmaz 6sszes részhalmazai-
(JiWEB
bdl és legyen
Py

| J
) e e —
Pjx
(G EB
Legyen B€T, és y >0, legyen tovabba y diadikus elodllitasa
Y 3 H5)
ahol &(y) tetszbleges nemnegativ egész szam és &(y) a O vagy 1 értéket
veszi fel (j=1,2,..)). _
Mivel B a (j, k) szamparok koziil j barmely rogzitett értékére csak

véges sokat tartalmazhat, mert ellenkezd esetben > Pj divergens volna,
. (yMEB

talathaté e,(y) szamu olyan (0, k) szdmpdr, amely nem tartozik B-hez és talal-

haté j minden olyan értékére, amelyre &(y)=1, egy olyan (j, k) szampar,

amely nem tartozik B-hez. Az igy kivalasztott (j, k) szamparok halmaza

legyen D. Ekkor, bevezetve a > Pp — 8 jelolést,

G RER
14
P(B|B+D)=——;.
(BIB+D) =1
Ha most O<e<]l, és y= ﬂ(la_a), akkor b'/—‘f—p‘ = e, é':s igy bevezetve a

C = B+ D jeldlést,
P(B|C)=c¢,



408 RENY! ALFRED

vagyis a konstrualt feltételes valosziniiségi mez6 eleget tesz az 5) tulajdon-
sagnak, annak ellenére, hogy H megszamlalhato.

Most bebizonyitjuk a kovetkezd tételt:

4. TETEL: Legyen [H,T,, T,, P(A|B)] egy feltételes valdsziniiségi mezd,
amely eleget tesz a 3) és 5) feltevésnek, tovdbbd a 4) feltevésnek a B halma-
zon kiviil, ahol BET, és legyenek &,5,...,8&., ... olyan, a B halmazon értel-
mezett diszkrét eloszldsu valosziniiségi vdltozok, amelyekre teljesiil a kovetkezd
feltétel: ha az x.u (k=1,2,...) szdmok alkotjdk &, tényleges értékkészletét a
B feltétel mellett, vagyis ’

PE —xu|B)>0 (mk=1,2..) és D PE =xulB)—=1 (1=1,2,...),
k=1 ) .
akkor

(]) y s P(Ellejly §2=x2;31---,§11= xnjnlB) :
i T u = —_—
jl,jz,..gj,, [ P = Xu;, | B)PE1=xX1j,, - . ., En-1=Xu-1,5,_,| B)
véges (n==2,3,...) és '

@ 2> A

1

tovdbbd P(B|C)>0 és a &, vdltozok értelmezése kiterjesztheté C-re olymddon,
hogy a &, vdltozok C-re nézve fteljesen fiiggetlenek legyenek és &, feltételes
eloszldsfiiggvénye C-re nézve ugyanaz legyen, mint B-re nézve (n—=1,2,...).
MEGJEGYZES: Konnyen belathato, hogy 4, = 0. Ez ugyanis azt jelenti,
hogy vannak olyan ji, js, ..., j. szdmok, amelyekre
(3) P(gl:xlj,y ---,‘.Err:xprj,JB) .
P(.En == xnj“'iB)P(gl =X1jys 1+ s .Euvfl = x"'l’jn—l!B)
akdrmilyen kis pozitiv szdm is & Ezt a kovetkezGképpen lathatjuk be: ha (3)
baloldala j,, f,, ..., j. minden értékére < 1—¢ volna, akkor Osszeadva ezeket

az egyenl6tlenségeket, ji, /s, ...,j. Osszes lehetséges értékeire, kovetkeznék,
hogy 1 <1—e¢<.1, ami ellentmondas.

>1—¢ .

BIZONYITAS : Elgszor is konnyen belathato, hogy az (1) feltétel teljestilé-
séb06l kovetkezik, hogy ha A, az x; (j=1,2,...) szamsorozat tetszbleges,
nem iires részhalmaza (k=1,2,...,n), akkor

(4) P(§1€A1,§26A2,.-,EnEAnIB) '——1(&
’ P(gnéAnlB)P(gleAl) ey §7¢+16An—1 I‘B) -

Ez a kovetkezOképpen lathato be: ha az A, halmaz elemei az xi;, szamok
i=12,...,n.<oo; k=1,2,...,n), akkor, bevezetve a rovidség kedvéért a
_ P =xy,, ..., & = x,|B) o .

PE =%, BIPGE =5y B = 5oy By Ui Josesfi)
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€s ‘ ‘
P = xu;, | B)P Gi = Xyji5 -y Eomt = Xun, g, (| B) = Qu{Jt, J2s - -+ Jin)
jeldiéseket,
®) P €A, ..., 5 €A.B) _

PE.cA, |B)P(E1€A1,...,§n-1€ Anv) \

_ h=lgesl

Z 2- ]Z q"(jly--wjﬂ) Q?l(jl:""’.j")

2‘ 4\-‘ J>- Q"(.’l"' ) n)

=1 gp=1
(5)-bol (4) mar kovetkezik, mivel (4) jobboldala (1 + 4,)-nél nem nagyobb szamok-
bdl képezett stlyozott kozépérték lévén, maga sem lehet 14 4,-nél nagyobb.
Megijegyzendd, hogy az (1) feltétel nyilvanvalban teljesiil (4,-= 0-val) és igy
(2) is teljesiil, ha a &, &, ..., &, valtozok teljesen fiiggetlenek, ennél azonban
lényegesen kevesebbet kovetel meg, tehat (1) és (2) a &, valtozok kozotti
sztochasztikus kapcsolat laza voltat megkoveteld feltevésnek tekinthetd. -Ha a
&, vdltozékra az (1) és (2) feltevések teljesiilnek, azt mondjuk, hogy azok
»majdnem fiiggetlenek“ ~
A 4. tétel bxzonyltasahoz‘ szlikségiink lesz a kovetkezd segédtételre:

1. LEMMA. Legyen [H, T,, T,, P(A|B)] egy feltételes valosziniiségi mezd,
amelyre teljesiil a 4) feltevés; legyenek &,&, ...,& a B€T, halmazon értel-
mezett diszkrét és B-re nézve fiiggetlen valosziniiségi vdltozok és legyen adva
a PE=y)=p (k=1,2,...) diszkrét valosziniiségeloszlds. Akkor megad-
haté a B halmazon egy olyan v valdsziniiségi vdltozo, amelyre P (1) == y| B) = p:
(k=1,2,..)) és amelyre a k&, ...;& €5y valdsziniiségi vdltozdk teljesen
fiiggetlenek.

BIZONYITAS: Legyenek x;; (j=1,2,...) & lehetséges értékei, tehat
P& =x;|B) >0 (k,j=1,2,...). Jelolje A;;,..,;, azt a halmazt, amelyen
teljesiilnek a & = xy, (k-=1,2,...,n) feltevések, akkor '

P(A.T.ljz-ujn IB) == l.],! P(:EI‘" - XI;j | B) > 0

és igy 4') szerint megadhatd az A;;,.; halmaznak egy olyan felbontisa a
paronként idegen A}f}#_,,,_jn (k=1,2,...) T,-hez tartozé6 halmazokra, hogy
P(AY, ;)= peP(Ajj,..;,| B) teljesiilion (k= 1,2, ...). Ha most az 5(a) (a€ B)
fiiggvényt tgy definialjuk, hogy #(a) = i, ha a€ A%, ., , akkor nyilvinvaléan
71 = n(a) egy valdsziniiségi valtozo és

P =i, & = Xj,, - - o, Eusy | B) = P(AL%..;, | B) = e P (4;, .5

inlB) =
= pi 1] P& = x| B)
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és P(y=wlB)= P( 2 Al....|B) = 2 P(A}},..;,| B)=
Ji ’

s e dp Jisenda
- =p 2 P4 |B) = pP(B|B) = pi,
PITRTIE PP
vagyis a &, ...,8, és n valtozok B-re nézve teljesen fiiggetlenek.
Térjiink most at a 4. tétel bizonyitdsdra. El6szor azt mutatjuk ki,
hogy megadhaté olyan C,€T, halmaz, amelyre BS C,,P(B|C.)>0 és
amelyre az &,&, ..., & valtozok értelmezése kiterjeszthetd olymddon, hogy

azok C,-re nézve fiiggetlenek legyenek és teljesiiljon a P(B|C,) = k]_z Tllk

feltétel. Ezt teljes indukcidval lathatjuk be. Az egyontetiiség kedvéért vezessiik
ﬁ és legyen
C, egy olyan halmaz, amelyre C, S G, C,€T, és P(C|C,) = 3,. llyen halmaz
5) szerint megadhato. '

Legyen B B-nek az a részhalmaza, amelyen & == xy €s & == xy és
legyen

be a C,— B jelolést. Legyen el6szor n— 2. Legyen &, —

P(BkI‘B) == P(E‘I = X1, & = XQIIB) = P

tovabba
PE = X1k|B) == P
és
P (& — x| B) = pi".
Legyen .
’ 11_3 .
(6) gn ='——————pkp;__3;pu .o
Feltevéseink szerint g = 0 (k,[—1, 2,...); figyelembevéve, hogy
2 P = pi .
=1
és i
qul =D,
k=1
tovabba, hogy
2 2 qu= 2 pi= 2 pi =1,

kovetkezik 4')-bdl, hogy megadhaté a C,C, halmaznak egy olyan felbontisa,.
az Ay halmazokra, hogy ‘

P(Au|Cy) =(1—I)qu.
Ha most a & és & valtozok értelmezését tgy terjesztjiik ki, CyC,-ra, hogy az
A halmazon & = xi, és & = x»; legyen, akkor a C, halmazon § és &, eloszlasa
ugyanaz lesz, mint C,-en, de C,-On fiiggetlenek lesznek. Ugyanis
P& = xi| C2) = P (&1 = x| C) + (1 — F) P (&1 = x1x | G2 C1) =
=% pr; +(1 _'92) Pi=Dpi= p(gl :xlkl Cl)
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hasonloképpen
P& :x21| Co) — P& == Xz1| C1),
€S .
P& = xu; & = x21| Co) = P(Ari+ Bit| Co) = P (Axy| Co) + P(Bi:| Co) ==
== (1 —F)qu+ I pa=pipr’.

* Ezzel allitdsunkat n = 2-re bebizonyitottuk.

Tegyiik fel, hogy a tétel n-re be van mar bizonyitva. Legyen C,, az a
halmaz, amelyre B<C,, C, €T,

P@IC)= T,

€s amelyre a §&,...,5, valtozok értelmezése gy van Kkiterjesztve, hogy a
PN véltozék C.-en fiiggetlenek. Az (xuw,, Xax,, . .., Xour,) SZAm — n-eseket
(ki koo e =1, 2,...) rendezziik el tetszbleges sorrendben, legyenek ezek
koziil (xu(o xnm ooy Xu@) az s-edik (s==1,2,...) Definidljuk a § valdszinii-
ségi valtozot a kovetkezoképpen: § = s, ha teljesiilnek a &; = Xjilp (U=1,2,...,n)
feltételek. Nyilvdnvald, hogy ha egy 7 valdszinliségi véltozo’ fiiggetlen §tol
akkor fiiggetlen a &, &, ..., §, valtozoktdl és megforditva. Terjessziik ki &,y
€rtelmezését C,-re olymc’)don, hogy C.Ci-on &, és & fiiggetlenek legyenek és
&..1 eloszlasa C,-en ugyanaz legyen, mint a C, halmazon. Ez 'az 1. lemma
szerint lehetséges.
Ezutdn valasszunk egy olyan C,.1(C, < C,41) halmazt, amelyre

1
P(C,,|C11+1) 1 +;'z+1

Ez az 5) feltevés szerint lehetséges. Osszuk fel a C,,; C, halmazt az A, rész-
halmazokra olymodon, hogy
‘(7) P(Ars I Cn+1) =P (;:‘n+1 = Xu+1,r I Cn) P (E = S’ C'“) —_
— 1911+1 P(.En+l :x11+1,1‘} .E :S| Cn); ,r, S = l, 2, PR
Ez lehetséges 4') szerint, és azért, mivel feltevésiink szerint a (7) jobboldalan
allo szamok nemnegativak €s 6Osszegiikk P(CuiiCy|Ciit) =1 — 3. Ugyanis
~ konnyen belathatd, hogy
(8) P(&u-}—l == Xnt1,r, E —— Sl Cn)
P(En+l = Xntl,r | Cn) P(E = 31 Cn) -

A (8) egyenlbtlenség a kovetkezoképpen ldthatd be:

p(‘gnﬂ = Xat1,75 3::. = S[ Cn) = P(B } Cn) P('SCHH = Xatl, vy &C- = SfB)

+ (1 —"P(B[ Cn)) P(.EIH—I = xn-{»—l,r; 5 = SI C_;zgl),

1911+1

=1 +]n+1

tovabba
P(‘_En+1 == xn+1,.1~| Cn) - P(:Eu+1 = Xu+1, "| B) = P(§7‘+1 - x'.""l’ rl C” B)
és :
P(E=s|C,) =P|E=s5|B) P(BIC,)+ P(E=13|C.B) (1 —P(B|C.)),
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és igy, mivel C,B-on &1 és E fiiggetienek,
P(§n+1 = Xut1, 7, § = SIB) + ﬂ
(9) P(‘En+l = Xntl,ry E - S| Cn) X P(§n+1 - xn+1,r1B) p(§=S|B)
P(gn-i»l_xn-}-l rICn)P(g——SIC) a—'—ﬂ
ahol ¢« =P(B|C,) P(=s|B) és 8=P(y=s|C.B) (1 —P(B|C.)), tehat (9)
baloldala kisebb, vagy egyenld, mint
@ (1 4 Aust) + 8:1
a+p
ahol « és B pozitiv szamok, tehat a fenti tort értéke legfeljebb

max (1, 1 +ln+l): ] +;VII+1

Az A, halmazon legyen E.1=Xu,, és &§=x7% (j=1,2,...,n). Akkor
nyilvan §,§,,..., &1 eloszldsa C,.i-en ugyanaz, mmt a C, halmazon, tehat
ugyanaz, mint a B halmazon és a £,&,..., & valtozék a C,,; halmazon
fiiggetlenek és végiil

(¢4

1
p(Cni Cn+l) = \9n+1 == "ITZ—H‘
és igy

P(Blcn+1):gP(CIc|Ck+l) [I 1_}_)%“

Legyen méarmost C== lim Cn:-ZC,,, akkor a 3. feltétel szerint C¢€ T, és

n-» o n=1

lim P(4|C.)— P(4|C).

n-—> o

Ebbdl kovetkezik, hogy a C halmazon a §,,&,...,§,,... valtozok ugyanolyan
eloszlasuak, mint a B halmazon, és fiiggetlenek, tovabba

P(B|C)= lim P(B|C.) = ]]1_{_;%1

Abbél, hogy Zlk konvergens, kovetkezik, hogy [ [ ——

k=1 1A
pozitiv, tehdt P(B|C) > 0.
Ezzel a 4. tételt bebizonyitottuk.
A 4. tételbdl azonnal kovetkezik az

konvergens és.

5. TETEL: A [H, Ty, Ty, P(A|B)] fellételes valdsziniiségi mezorél tegyiik
fel, hogy teljesiilnek rd az 1)—D5) feltételek. Legyen & ,&,...,6.,... a BET,
halmazon értelmezett diszkrét valosziniiségi vdltozok egy majdnem fiiggetlen
sorozata; jelolje F(x|B) &, eloszldsfiiggvényét és az F,.(x|B) eloszldsfiiggvé~
nyekre teljesiiljenek a LINDEBERG-féle féfel feltételei, vagyis létezzék
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m, = | xdF,(x|B)

és
dn = [ (x—mn)Qan(X|B)
és bevezetve a D, = Z di jellést, teljesiilion a
k=1

im LS ] c—mydFx|B)—0

5
nor o D;, fm1 lz-myl - &Dn

feltevés minden pozitiv e-ra. Akkor a &, vdltozékra érvényes a centrdlis hatdr-

eloszldstétel, vagyis ha Gy—= > &, M,— Z m; = M (.| B), akkor
k=1

lim P(E—D—M“— < xtB) = D).

BIZONYITAS: A 4. tétel szerint megadhato egy olyan C€T, halmaz, hogy
BE C és P(B|C) >0, és a &, valtozok értelmezése kiterjeszthetdé C-re olymodon,
hogy a &, valtozok C-re nézve fliggetlenek legyenek és &, eloszlasa a C hal-
mazon ugyanaz legyen, mint a B halmazon. (n=1,2,...). Akkor tehat &,
vélltozc’)kra a C halmazon is teljesiilnek a LINDEBERG-féle tétel feltételei, és igy

g’ll

——" eloszlasa C-re nézve a normahs eloszlashoz konvergal. A 3. tételbol

Dll
E:L—Mn . , .
D eloszlasa a B halmazra nézve is a
n

normalis eloszlashoz konvergal és igy az 5. tétel be van bxzonyltva

Elsé pillanatra gy tiinik, hogy az 5. tétel érvényességéhez lenyeges
hogy a szobanforgd valosziniiségi mezd rendelkezzék az 1)—5) tulajdon-
sdgokkal, ez azonban nincs igy. Ugyanis a hatareloszlastétel kizarolag a
5,8, ..., 6,... valtozOk egyiittes eloszlasfiiggvényeire vonatkozo allitast tar-
talmaz és igy nem fiigg a mértéktér sajatossagaitdl. Ha tehat adva vannak a
&,&,...,&,... majdnem fiiggetlen valtozok F, (x;, X,, ..., X,) eloszlasfiigg-
vényei, akkor annak bebizonyitdsdhoz, hogy a &, valtozokra alkalmazhato a
centralis hatareloszlastétel, elegendd, egy az 1) és 2) tulajdonsédgoknak eleget
tevd tokéletes KOLMOGOROV-féle valdszinliségi mezdt és azon olyan &, valo-
sziniiségi valtozokat konstrudlni, amelyek koziil az elsé n valtozo egyiittes
eloszlasfiiggvénye F,(xi,...,X,), tovdbba ezt a valdsziniiségi mez6t beagyazni
egy olyan feltételes valoszmusegl mezBbe, amelyre a 3), 4) és b5) feltevések
teljesiiinek. Ha a &, véltozék diszkrét eloszlasiak, &, lehetséges értékei az
xue(k=1,2,...) szdmok, akkor ez mindig elvégezhet, mégpedig a kovet-
kez6képpen:

azonban kovetkezik, hogy akkor

27 Matematikai és Fizikai Osztdly Kozleményei
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Az (X1x,, X28y5 + « » Xur,, - - .) SZamsorozathoz rendeljiik hozza a (0, 1) inter-

nt "

vallum
X = 1 ]
ki -+ k-

pontjat. A (0, 1) intervallum azon x szdmokbdl &ll6 Ei, x, .. x, részhalma- .
zdhoz, amely x szdmok lanctortkifejtése ! ] -nel kezdddik, ren-

b+ ———

ky + —
%

deljik hozzd a P*(Ei i, ..1) =PE =X, ..., 5 =xu,) valosziniiséget
és az igy definialt P* valoszmuseg1 mértéket terjessziik ki a (0, 1) interval-
lum Osszes mérhetd halmazaira. Ilyen moédon nyilvanvaldan egy nem atomikus
LEBESGUE-mértéket kapunk*. Ezekutin legyen H a (—oo, - oo) szédmegyenes,
Ty a H Osszes mérhetd halmazainak 0Osszessége, T, a H Osszes olyan mér-
hetd B halmazainak Osszessége, amelyeket felbontva egy (0, 1)-ben fekvé B’
és egy, a (0, 1)-en kiviil fekvé B” részre, P*(B’) 4 m(B") pozitiv és véges,
ahol m(A)az A halmaz kozonséges LEBESGUE-mértékét jeloli. Legyen tovabba
#(A) =P (A)+m (A7)
ha A" ill. A” ]elentlk A-nak a (0, 1)-be esd, illetve azon kiviil esd reszet és legyen
w(AB)
PAD="®
Ilyen mddon egy feltételes valdsziniiségi mez6t nyertiink, amely eleget tesz az 1),2),
3) és 5) feltevéseknek**, tovabba a 4) feltevésnek is, a (0, 1) intervallumon kiviil.
Ilyen’ médon a kovetkezd tételt bizonyitottuk be:

" 6. TETEL: Ha §,§&,...,&, ... valosziniiségi vdltozoknak egy tetszileges
KOLMOGOROV-féle valoszmusegz mezon értelmezett diszkrét és majdnem fiig-
getlen sorozata, amelynek eloszldsaira teljesiilnek a LINDEBERG-féle téfel fel-
tételei, vagyis m,—M(.) és d.— D (E) [léleznek és bevezetve az

M, = Z my, Dy = VZ dh, Fn(X) P (E“ <X) és =5 +E +-- +"5n(n ),

jeloleseket minden pozitiv ¢-ra fteljesiil a

lim — J (x—m)dFi(x)=0

|&-mp | > eDn

Eﬁ% eloszldsa a standardizdlt normdlis eloszldshoz konvergdl.
n

* A LeersGue mértékek elméletére nézve I. Rouin [9] dolgozatat.

** Konnyen beldthatd ugyanis, hogy minden, nem atomikus Rouuin-féle értelemben
Lesescue-féle mérték tokéletes és ebbdl allitasunk kdnnyen kovetkezik.

reldcio, akkor
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A 6. tétel kiterjeszthetd tetszbleges valoszinliségi valtozokra is, vagyis
nem lényeges az a feltevés, hogy §&,&,...,&,,... diszkrét valdsziniiségi
véltozok legyenek. Ennek bizonyitdsdhoz sziikséglink lesz még két lemmara.

2. LEMMA: Legyen Fi i, ... i (Xis Xiys -+, Xi,), ah0l iy, 0y, . . ., I, tetszdleges
n kiilonbozo természefes egész szdm (n=1,2,...) folytonos eloszldsfiiggvé-
nyeknek egy kompatibilis rendszere, vagyis legyen F; ., .. i, (Xi, Xipy -+« Xi,)

invaridns az i, 1, ..., i, Szdmok tetszdleges permutacidja’val szemben és legyen
Bx:izy ceeyin (Xil, xig? v oy Xiks + OO0, s aey + oo) - i,,...,.,:;,.(x;l, e ey x,-k).

Akkor megadhato a v = (v, vy, ..., 0, ...) Végtelen szdmsorozatok V terépen
O=wv.=1,n=1,2,...) egy tokéletes KOLMOGOROV-féle valdsziniiségi mez0
és azon valésziniiségi vdltozéknak egy olyan &, =E&,(v) sorozata, hogy
&, &, ..., &, egyiitfes eloszldsfiiggvénye az i,, i ..., 1, index bdrmely vdlasz-
tdsa mellett Fi i, ... ., (X, Xiy, - -, Xi,) legyen.

BIZONYITAS : KOLMOGOROV alaptétele ([1] 27.0.) szerint megadhat6 az
U==(Uy, Uy ..., Un,...)(—oo<u, <+ o0, n=1,2,...) szdmsorozatok U terében
egy olyan mérték, hogy ha &, (u) = u,, akkor &,&,,..., &, egyiittes eloszlas-
fiiggvénye éppen Fi, i, ..., 0. (Xi), Xiyy o0, Xiy). RYLL—NARDZEWSK! egy tétele [10]
szerint ez a mérték (ha teljessé tessziik), tokéletes. Képezziik le az U teret a
V térre a kovetkezd £ leképzéssel: az U-beli u=(u, s, ..., u,,...) pontnak
feleltessiik meg a V-beli v= (v, 1y, ..., vx,...) pontot, ahol v, = F,(u,).* Ez
a leképezés egy mértéket indukdl a V térben. A §, =E,(¢) valésziniiségi val-
tozokat kovetkezOképpen definidljuk: ha v az u pont képe az L leképezésnél,
vagyis v=L(u), akkor legyen &, (v)=v.. Ez esetben a lemma Osszes fel-
tételei teljesiilnek. Megjegyzendd, hogy az ilyen modon definidlt valosziniiségi
mérték nem mas, mint egy, a (0, 1) intervallumon definidl ROHLIN-féle érte-
lemben LEBESGUE-féle mértéktér onmagaval vald megszdmldlhaté sokszori
DEsCARTES-szorzata.

3. LEMMA: Legyen [H’, T1, Tz, P'(A|B)} egy felte’teles valosziniiségi meza,

H” jelentse az (e, b) intervallumot, §7 jelentse I’ mérheté részhalmazainak
Osszességet, §4 jelentse W’ pozitiv merteku részhalinazainak 0Osszességeét €s
m(a.8)
 m(R)
mértekét  jeloli. Legyen [H',T,,T,,P(A|B)] a [H,Ti, T5, P (A|B)] és a
(37,857, 55,87 (L|$h)] feltételes valdsziniiségi mezék szorzata. Legyen &

legyen §" (A , ahol BETY és m(€) a € € §{ halmaz LEBESGUE-

* A v=L(u) leképezés nem egy-egyértelmii, hiszen ha F.(x) az a<<x={b inter-
vallumban Aallando, Fu(x)=:c, ha a< x=b, akkor az 0Osszes olyan u= (uy,...,Un,...)
U-beli pontoknak, amelyekre a<<u,=<b, az a V-beli v=_(v,,...,vx,...) pont felel meg,
amelyre wvn=:c. llyenmodon a v=:L(u) leképezés inverze nincs egyértelmiien definidlva,
azonban &(v)=un ugyanazt az értéket veszi fel minden u pontban, amelyekre L(u)==vés
igy & (v) definicidja egyértelmdi. : .

27*
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egy tetszoleges valdsziniiségi vdltozo, amely a H' téren van értelmezve és
G(x|®") egy tetszdleges feltételes eloszldsrendszer (% €§%). Ha x= (x', x"),
ahol x' €H és x” € K", akkor legyen

E=E(x) =5 |
Ez esetben megadhaté a H esemény téren egy olyan n= y(x)=n"(x") valo-
sziniiségi vdltozo, amely Ty-re nézve fiiggetlen &-t6l és amelynek feltételes
eloszldsrendszere G(x|&").

: A 3.lemma bizoriyitésa igen egyszeril. Legyen ugyanis BE€T,, B=B &'
ahol B €T, és & €§;, tovabba legyen G(x)= G(x|X") és jelolie G '(x}
G(x) inverz fiiggvényét. Legyen most

,Ir{(xu):Grl (3;_—0)’ ‘

a
akkor

PO <yIB =P (X =2 < 6)I& |~ GolE)

és nyilvanvaldéan
PE<x,n<y|B)=PE <x|B)P(y’ éy[vﬁ?a”).

Ezek utan réatériink a 4. tétel kiterjesztésére nem diszkrét valtozdkra
A §,&, ..., 8, ... valosziniiségi valtozokat realizdljuk a V téren, a 2. lemma
értelmében. Legyen a V téren a 2. lemmanak megfelelen konstrualt KOLMO-
GOROV-féle valdsziniiségi mezd 4altal generdlt feltételes valdsziniiségi mez6
[V, Ti, T3, P*(A|B)]. Legyen %™ a valos tengely, §” a % mérhetd halma-
zainak Osszessége, §3”a H™ véges és pozitiv mértékii halmazainak osszessége
. oo _ m(A&)
és legyen §W(4|RB) = “m(®)
mértékét jelenti. Legyen [H, Ty, To, P(A|B)] a [X®, §(", §57, (A1) felté-
teles valdsziniiségi' mez6k DESCARTES szorzata. RYLL-NARDZEWSKI emlitett
tétele szerint [H, Ty, T,, P(A|B)] eleget tesz az 1. és 2. feltételeknek, tovabba
eleget tesz a H*=3JdW *J % ... halmazon kiviil (ahol J™ a (0, 1) intervallum)
a 4. feltételnek és [V, Ty, T3, P*] a [H, Ty, T, P] feltételes valosziniiségi mezobe
bedgyazott feltételes valosziniiségi mezd. Ha mérmost teljesiil a kovetkezd fel-
tétel a [V, T1, Pla] KOLMOGOROV-féle valosziniiségi mezon értelmezett &, valo-
sziniiségi valtozokra:

su - P*((1<§n<b|§1=X1,...,gn.,l‘,:an) .
WP P (a<E.<0)

ahol m(€) a € halmaz kozonséges LEBESGUE-

léln (ﬂ:2,3,...)

@
minden a és b>a-ra és > 4, <oo, akkor a &, valtozok sorozatit majdnem

n=2:=

fiiggetlennek nevezziik. Ez esetben konnyen belathaté, hogy a &, valtozok
értelmezése  kiterjeszthetd H egy olyan C halmazara, amelyre VS C
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¢és P(V|C) <0, tugy, hogy azon a &, valtozok fiiggetienek legyenek. Ezt
teljes indukcioval bizonyitjuk. Legyen x, tetszéleges, P (& < x,) = Fy(x,) és
P < x|& =1x)= F:(x|x;). Legyen

1 . _F2(x2)—'92F2(x2|x1)
=177 és G (x)= 1—3, ,

akkor G (x,) egy eloszlasfiiggvény és a 3. lemma szerint megadhaté az
1 =x, = 144 intervailumon egy olyan &(x;, x;) valtozo, amelynek eloszlas-
fiiggvénye G, (x,). llyen modon kiterjesztve & értelmezését az (1, 1+ 4,) inter-
vallumra, &, fliggetlen lesz §-t6l, mivel C,-gyel jelolve a [,x/, halmazt, és
Cy-vel az I, %(0, 1 +2,) halmazt

P& <yl&=x, C) = F(y[x) %+ G, (3) (1 —F) = Fa(3)-
Ezt az eljarast folytatva, kiterjeszthetjiik a &, valtozdk értelmezését a
C=(0,1)*(0,142)*---%(0,144,) % --- halmazra, tigy, hogy azok fiigget-

lenek legyenek; mivel P(C1{C)=][T_T1_T>O ezzel be van bizonyitva a

9,

kovetkezd -

1. TETEL: A 6. tétel érvényes azon megszoritds nélkiil is, hogy a &, vdl-
tozok diszkrét eloszldsuak.

4.§. Alkalmazdsok a MARKOV-Idncok és a sztochasztikus folyamatok
elméletében

Az el6zdkben kifejtett elméletnek érdekes alkalmazasi lehetdségei vannak
a Magrkov-ldncok elméletében. Homogén, megszamlalhatéan végtelen sok alla-
pottal bir6 MARkov-féle lancok egy altaldnos tipusanal a sz6 kozonséges
£€rtelmében vett stacionér eloszlas nem létezik, azonban létezik nem normdlhato
stacionér eloszlds. Legyenek a MARkov-lanc éllapotai Ax (k=1,2,...) és Py
jelentse az A; allapotbol az A, allapotba valé dtmenet valosziniiségét. Akkor
mondjuk, hogy MArkov-lancnak nem normadlhaté stacionér hatdreloszlasa van,
ha megadhaték olyan Q.(k=1, 2,...) nemnegativ szamok, amelyekre telje-
siilnek a '

kangP,- (k=1,2,..)

egyenletek és > Qy=-oco. Erre a legegyszeriibb példa a kovetkezd*: egy
k=1

rendszer lehetséges allapotait az 1,2,...,n,... szamokkal jellemezziik, P

jelentse a rendszernek a j-edik allapotbol a k-adik allapotba egy lépésben

* Lasd T. E. Harris és H. Rossins [11] tovabbd C. Derman, Proc. Amer. Math. Soc.
5 (1954) 332—334.
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valé atmenetelének valosziniiséget és legyen a
11 =P

végtelen matrix duplan sztochasztikus, vagyis nemcsak sorosszegei, hanem
oszloposszegei is legyenek 1-gyel egyenlék. Ilyen példdul a kovetkezd matrix:

€, Cs Ch 8Os Co O Co vivn
AT O
N G e

o 0 o B 2 STt P
IH=|lccaccacee...
Co 6 G G s BB
60 o Ci G C Gl ko

Cg C7 Cg C5.C4:C3 Co €4 ..

o0 e iy

ahol ¢, =0 és D c,—1.

n=1

Akkor ha py. >0 (j,k=1,2,...), az

Xy 2 XD
j=1
egyenletrendszernek nem lehet olyan megoldasa, amelyre x, =0 és > x. — 1;
k=1

ezzel szemben x, —c¢ >0 (k=1,2,...) egy megoldas; ugyanis, ha > x.—1,
R=1

akkor x.—0 €s igy van az x; szamok kozott maximélis. Ha x, egy ilyen,
akkor ez csak tugy lehetséges, ha x,.=x.=c¢ (k=1,2,...); ez valéban

megoldds, de nem tesz eleget a > x,— 1 feltételnek.
k=1

Ebben az esetben az osszes édllapotok t. n. visszatérd ritka éallapotok
(. pl. [5] XIV. fejezet), tehat ha P’ jelenti a j-edik allapotb6l a k-adik
dllapotba n lépésben vald atmenet valdsziniiségét, akkor :

lim PR’ =0 (j,k=1,2,..)

és bar barmely allapotba eldbb vagy utébb a rendszer 1 val6sziniiséggel
visszatér, a visszatérés idétartamanak (Iépésszdmanak) varhat6 értéke végtelen.
Ez esetben tehat kozonséges. értelemben vett stacionér eloszldas nem létezik,
de létezik nem normalhaté stacionér eloszlas, mégpedig az, amelynél az Osszes
Qx szamok egyenloek.
‘ A nem normalhaté stacionér eloszlas bizonyos értelemben a MARKOV-lanc
feltételes hatareloszlasrendszerét szolgéltatja, abban az esetben, ha a

Q= g Q) Pix
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egyenletrendszernek eleget tevd pozitiv Q. szdmokra teljesiilnek a kovetkezo
Osszefiiggések is:

(n) .
lim ﬁ;ﬁ,) :% Gok=1,2..; i—1,2,..)
n—>w ik 13

Ez esetben a MARKOV-lanc feltételes hatireloszlasrendszere
@B — L&Y
> Q

a—
j€n

-

ahol & a természetes szamok egy tetszOleges részhalmaza, B pedig a termé-

szetes szdmok halmazénak olyan részhalmaza, amelyre Z;ij>0.
j€

Vizsgaljuk meg példaként kozelebbrdl az egydimenziés bolyongas pél-
dajat. Egy, az egyenesen bolyongd pont koordinatidjat a f=n id6pontban
jelolie &, (n=20,1,2,...); tegyiik fel, hogy a & =8, —8t (n=1,2,...)
valosziniiségi vdltozok teljesen fiiggetlenek és egyforma eloszlasuak; ebben az
esetben a ¢, vditozok idében homogén additiv MARKOV-lancot alkotnak. Tegylik
fel, hogy a &, valtozék lehetséges értékei mind egész szamok és a &, valtozok
szimmetrikus eloszlasuak. Jeloligk k&, + /4, ..., T k;,... azokat az egész
szamokat, amelyeket &, pozitiv valdsziniiséggel felvesz és legyen

pr=PE=k)=PE=—k)(r=1,2,..);
tegyiik fel, hogy a k. és p, szamsorozatokra teljesiilnek a kovetkez6 feltételek:
1. a k, szamok legnagyobb k6zds osztdja 1;

2. a k, szamok koOzott van paros szdmy
3. D’E)=2 D p ki =D’ < oo.
r=1
Legyen
o(t)=2 > p,cosk.t
r=1
a &, valtozok karakterisztikus fiiggvénye, akkor a feltevéseink szerint ¢(0)=1;
lp()|<1 ha t==0mod 27,
¢ (0)=ME)=0, ¢”"0)=—D* és @(t+21)=q¢(l).

Mivel §,—& =& +&+ -+ +E&, L. karakterisztikus fiiggvénye a {, =/ felté-
tel mellett ¢*(f)e® és igy

M PP —PEG=ka=)= g [ 70 cos e—prat

Marmost egy LAPLACE-16] szarmazo modszerrel a jobboldalan &llo integ-
ralok aszimptotikus kifejezése egyszeriien megadhaté (1. pl. [5] V. fej. 1. §
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1. tétel) és igy azt kapjuk, hogy

1
P~ —
YT
és igy
P
2 lim =1
( ) n—> Qo P](l")

J, k és [ tetszoleges rogzitett értékeire.* (2)-bol kovetkezik, hogy bar §,-nek a
hatdreloszldsa nem létezik, létezik C, feltételes hatareloszlasa, amennyiben
P(Cn:km|€0=j) :i '

r

’g P(gkzkh]Cu:j)

akarhogyan is valasztjuk a ki, &y, ..., k- egymastol kiilonbozd egész szamokat.
(3) azonnal kovetkezik (2)-bol, mivel ’

3) lim

n—> oo

(m=1,2,...,r)

lim ?(g,'l_ wS=0 _ _ jim B gy lp(") - Z%
n‘—>oo Zp(gn:kh|§0=]) N> ZP},?} n->0 Z ,7(121/; 1
h=1 h=1 =1 ijm h=1

Eredményiink interpretdldsdra vezessiik be a feltételes ergodicitds fogal-
mét. A &, valosziniiségi valtozok alkossanak MARKOV-lancot, és legyen

§(A|2) =P(.€AlL=2)
ha Q¢§, ahol §, a L, valtozok H értékkészletének azon részhalmazaibol
allo BoREL-féle halmaztest, amelyre vonatkozolag a L, valtozok mérhetdek.
Ha megadhato §,-nek egy olyan &, részhalmaza, hogy -amennyiben &€,
Red, és z€H akkor

()
FUEAB|2) _5(a|9)
n—»aow gj\“")(a‘jﬂz)
ahol §(Q|$) nem fiigg z-t6l, és [X, 5., 5,, F(A|B)] egy feltételes valoszinii-
ségi mez6, akkor azt mondjuk, hogy a {£.} MARKOV-ldnc feltételesen ergodikus, és
a §(G|B) feltételes eloszldsrendszert a MARKov-ldnc feltételes hatdreloszldsrend-
szerének nevezziik. A fentebb targyalt példdban ¥ az egész szdmok halmaza,
J, a ¥ halmaz osszes részhalmazainak halmaza, &, pedig H Osszes véges

és nem tires részhalmazainak halmaza és §(4|B)— v,(?jf;) ahol »(C) jelenti

a € halmaz elemeinek szamat.

Megijegyzendd, hogy ha egy MARKov-lanc feltételesen ergodikus, akkor
feltételes hatareloszlasrendszere mindenképpen el6allithaté a 1. §. 15. tételben
szereplé modon. Ez kovetkezik az 1. §-ban CsAszAR Akos tételéhez fiizott

* Erpds PAL és K. L. Cruna [19] munkajukban (2) érvényességét altalanosabb fel-
tételek mellett mutattak ki: ndluk a valtozok szorasanak létezése nincsen kikotve.
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- megjegyzésbdl. Bizonyos feltételek mellett ennél tébb is igaz, mégpedig
s@ QA RN)

alakban, ahol Q(&) egy nemnegativ és teljesen additiv halmazfiiggvény és
Q($)>0 ha B€F,. Ez az eset all fenn példaul a fentebb tdrgyalt bolyon-
gasi problémaknal. CsAszAr Akos emlitett masik tételébdl kovetkezik, hogy
példaul ha a Markov-lanc dllapotainak ¥ halmaza megszamialhats, §, %
osszes részhalmazaibdl, §, pedig ¥ Osszes nem iires részhalmazaibédl all, és

$) eldallithatd egyetlen Q() mérték segitségével §(X

S(@|®)>0 ha S, és AB nem ires, akkor §(A|B)— 9@%’?.

Bizonyos megszoritdsok mellett kimutathaté a feltételes ergodicitas tobb-
~dimenzids bolyongési problémdk és altalanosabb, nem additiv Markov-lancok
esetében is. _

Ugy latszik, hogy itt igen sok fontos osszefiiggés var még feltarasra.

Stacionér MARKoOv-lancokndl mas értelemben is beszélhetiink feltételes
hatreloszlasrol. Tegyiik fel, hogy a &, (n=0,1,2,...) nemnegativ. egész
értékii valtozok stacionér MARKov-lancot alkotnak, amely irreducibilis és
amelynek Osszes allapotai visszatérk, és jelentse rnn(Q) azt, hogy a
8o, iy .., Cn valtozok értékei koziil hany esik a- nemnegativ egész szamokbdl
all6 & halmazba és legyen yﬁ(&\éj}):%,hangv(&)>0ésyﬂ&|3}):o,
ha nn(B)=—0, vagyis jelentse yx(d|H) az & eseménynek a B eseményre
vonatkozo feltételes relativ gyakorisagat a MARKov-lancot alkot6 kisérletsoro-
zat elsé N kisérlete soran, azon feltevés mellett, hogy L,=i. K. L. CHUNG
-egy tételébodl [17] kovetkezik, hogy )

P(lim 7x(3|®)) =8B = 1,

ahol
j QZ;%EU
Sl AR AL
2 Ej

JjeB

n
QN
Z P Ji

k=0

és

[

@ L :nlin; p®
= n

€s ezek a hatdrértékek mindig léteznek és pozitivok *; ha az osszes allapotok

~* A fentebb targyalt bolyongasi problémaknal E;; = 1. (4)-re vonatkozélag lasd A. N.
Kormocorov [20] munkajat, tovabba W. Doesuin [21] munkdjat és végiil K. L. Chuna [22]

kdzleményét, amely felhivia a figyelmet arra, hogy a lim P}]'.‘)/P,(‘.’i) hatarértékek letezésének
H—>Q
kérdése az altalanos esetben nincsen elddntve.
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visszatéré gyakori allapotok, akkor aZE,-j sorok konvergensek és igy a.

j=i
MARkKoOv-lanc hatdreloszlasa létezik és §(&|MB) az ezen hatareloszlas altal szar-
maztatott feltételes eloszlasrendszer; ha az Osszes allapotok visszatérd ritka
allapotok, akkor a > E; sorok divergalnak és igy a §(A|R) feltételes el-
=1 .

oszlasrendszer nem generalhatd egy kozonséges eloszlas altal.

K. L. CHUNG azt is bebizonyitotta, hogy az Ei szdmok mindig eleget
tesznek az '

Ep— 21 E;; P
J=

egyenletrendszernek, vagyis az Eux (k=1,2,...) szdmok a YEj= -+ o eset-
ben a MaRrKOv-lanc nem-normdlhatd stacionér eloszidsat alkotjak.

Nézziink most egy példat a sztochasztikus folyamatok elméletébdl felté-
teles hatareloszlasokra vonatkozolag. Vizsgéljunk egy olyan folyamatot, amely-
ben &=§, L=&+&,..., Lu="&+&+ -+ &+ -+ iddpontokban torténik
egy-egy esemény, ahol &,&,...,&,, ... egyforma F(x) eloszlasfliggvényii nem-
negativ és fiiggetlen valosziniiségi valtozok. Legyen ©>0 és legyen §,_1 <t <G,
tovabba {,—7 = 9(t). Marmost a = pontot valasszuk ki talalomra a (0, )
intervallumon, vagyis legyen 7 a (0, /)-ben egyenletes eloszlast valoszinfiségi
valtoz6 és legyen d,= $(r). Szamitsuk ki d, eloszlasfiiggvényét. W. FELLER
kimutatta, hogy ha

x x

~|'XdF(x) :JQ(I_F(X))dx == 1M

véges, akkor #(f) és J, hatdreloszlasdnak eloszlasfiiggvénye, ha {— oo

x

He) — %[ (1—F () du.

0

TakAcs Lajos [13] mutatott rd arra a paradox jelenségre, hogy ha o az F(x)
eloszlasfiiggvény szdrdsa:

0% = f(x—— m)*d F(x),

m2+02

2m
lehet, ha o>m, sOt, oo is lehet, ha o0 =oc. Ezzel szemben, abban az eset-
ben, ha m =<, d-nek a hatareloszlasa nem létezik, pontosabban P (d; < x) -0,
ha 0<x<oco és t—oo. Ezzel szemben d, feltételes eloszlasdnak Iétezik a
hatérértéke, mégpedig fenndll a kovetkezo

a H(x) eloszlasfiiggvény varhato értéke , vagyis m-nél nagyobb is
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1. TETEL. Legyen G(x):J‘(l——F(z‘))dt, és tegyiik fel, hogy
[}]

xG'(x)
lim =0.
x>0 G()
Akkor
G(x) ha O<x=y.

lim P(J ) = 7
fim PO <x[0 <)) =Gy

BIZONYITAS: Legyen Fn(u) az F(u) figgvény n-szeres kompozicidja és

é , Fo(u) = @ (u),

akkor

P (d, < x| 6, <y)—“”8

ahol
a.x(t):_[ Buwydu & B.(u)= | {(Fo+x)—=F(v)} d, ®(u—).

Szamitsuk ki 8,(u) LAPLACE-transzformaltjat, amelyet y.(s)-sel jeloljiink. Legyen

oo

#(5) = | e dF()
akkor

o x

b= [ e g at=g() <+ 104 Jeera—Fwyan,

ennélfogva 1, (s) — oo, ha s— 0, feltéve, hogy m=oco. Mivel 8.(f) = 0, a.(f)
monoton novekvd és

Yals) = | e Bty dt = | e dau(d).
© 0 ¢
Nyilvanvalo, hogy ha s> 0, vy.(s) pozitiv és monoton csdkkend fiiggvény.
Legyen wx(s):%Lx (%), ekkor egy ismert TAUBER tipustt tétel szerint
(lasd : HARDY [14] 7. fej. 11. §. 108. tétel) ha teljesiil az
L.(c2)=L:(2), ha ¢>0 és z— o0
feltétel, akkor kovetkezik, hogy
a.(f) = L.(f), ha t > oo.
xG'(x)

“)
i)

Az L.(c?) = L.(2) feltétel teljesiil, ha lim

&T->» o

=0, Ugyanis

G(x
LL((CZ))~ [ ((
V4
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masrészt viszont .

® _t .
L) |(1—F(t))e” 7 at
2

0

c [‘14—4;0 (?1-2-)] 0Jt:c’(l —F(t))ekzt;dt

és igy .
A 1) e *G'(A):z
e _ 1“"’(7) e
ch’(A)e_g—c[l— (L) B e—f—z |
14 - v

GA)
- ahol A >0 tetszéleges.

Legyen A—=¢2z és végezzikela z — oo hatérétmeﬁetet; figyelembevéve,

hogy feltevéseink szerint lim AG (A)ZO, kovetkezik, hogy
4> G(A)

) ol
e = lim i :

Mivel &> O tetszleges, kovetkezik, hogy
1

. ‘-‘P('z)
lim :

“elisfz))

llyen médon valéban teljesiil az L.(cz) = L.(2) feltétel, ha ¢>0 és z— oo,
és igy az emlitett TAUBER-tétel szerint «.(f) = L.(f). Hasonloképpen lathaté
be, hogy e,(f) = L,(f). Ennéifogva

a,(f) o L.(H)
ay(t) L8’
. L) G
lim ==,
t>w Ly (t) G (y)
tételiink allitasa azonnal kovetkezik.

=1.

és mivel

Megjegyzends, hogy abban azaesetben, ha m = fx dF(x) = G(o0) Ié-
0
tezik, akkor G(x) korlatos és mivel

x(1—F(x)) = 2 f(x —F(u)) du,

2
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tehat
lim xG'(x) =0,

x> o

és igy a lim ’Mzo feltétel teljesiil; mivel tovdbbd ez esetben G(oo)=

s G(X)
=m—=——¢’(0), tehat a fenti bizonyitadsbol kovetkezik, hogy ebben az esetben
' _6x® |
hm L.(t)y= p
és igy
' . G
fim () = =5

vagyis specidlis esetként nyerjilk az ismert FELLER-féle eredményt.*
MegijegyzendS, hogy az el6bb alkalmazott TAUBER-tétel alkalmazhato.
magara @(f)-re is. Abbdl, hogy
1 1
estd(t (p(s) ——L(—)
J 0= T—eg(s) s
ahol

LRy=—F———F—== ¢ L(2)~L(z), ha ¢>0
;(1~¢(%))) és L(cz 2), ha ¢

és z — oo, tovabba figyelembe véve, hogy @(f) monoton nemcsokkend, kovet--

kezik, hogy
1

D) = —
1—o()
Mivel az is beldthato, hogy lim p((lz; (t)u)__ 1, ha u tetszéleges rogzitett pozi-
Wr o

tiv szdm, kovetkezik, hogy

11m jg(u) Dg(t)u)du == Jg(u) du,

\

ha g(u) nemnegativ és integrathaté fiiggvény, amelyre f g(u) du véges.
0

* Abban az esetben, amikor G(x) véges, tobb is igaz, mégpedig az, hogy
G(x)

lim ﬂ,(t)_——— feltéve, hogy F(x) nem racsos eloszlasi. Az m = oc esetben ennek meg-
T 0

felelo tétel ervényessegenek eldontése igen érdekes volna.
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Figyelembe véve, hogy
/

thF“+”_$@”m¢w~dpu=Jiﬂ*+”_FW»¢““wd%

kovetkezik, hogy

tllm P <x)- (D(t) = G(x),
tehat ’
P <xy~ OO0 G

o ld)

lim P(d:<x)=0

t> o

és igy valoban

ha

G(oo):oo,
tehat d; kozonséges hatareloszlasa nem létezik. ~

Megijegyzends, hogy ebbdl a meggondolasbol egy tjabb bizonyitast
nyerhetiink az 1. tételre.

Magyar Tudomdnyos Akadémia
Alkalmazott Matematikai Intézete
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HOZZASZOLAS

CSASZAR AKOS
a matematikai tudomanyok doktora :

A feltételes valésziniiségi mez6krol

Legyen H tetszbléges halmaz, 7, a H halmaz részhalmazaibdl allé Borel-
féle halmaztest, 7, pedig 7;-nek egy részhalmaza. A P(A|B) kétvaltozos hal-
mazfiiggvény legyen értelmezve A€ Ty, B€ T, esetén.

RENY! ALFRED a kovetkezd hdrom axiomat teszi fel:

I. P(A|B)=0 és P(B|B)=1.
II. Rogzitett B¢ T, mellett P(A!B) mint A fuggvenye teljesen additiv.
M. A¢T,, CeT,, BeT,, BC¢ T2 esetén

P(A|BC) P(B|C) = P(AB|C).
, Rogton lathatd, hogy . és II. alapjan Il egyenértékii a kovetkezd ket
axiémaval:
Ill;. A€T,, BET, esetén P(A|B)—= P(AB|B).
Il,. AcT,, B¢T,, B¢T,, AcBc B esetén

P(A|B) P(B|B")—= P(A|B).
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A tovdbbiakban mindig feltessziik (anéikiil, hogy kiilon emlitendk),.
hogy I., 1I. és HI,. fennall.

Vezessiik be a kovetkez0 elnevezést: azt mondjuk, hogy a 7; halmaz-
testen értelmezett mértékek {u.} rendszere az adott feltételes valdsziniiségi
mez6t generdlja, ha B€T, esetén legalabb egy a-ra O<u.(B)< 4o és
A€T,, B€T,,0< pe(B) <+ o esetén P(A|B)=u.(AB)/u.(B). .

1. TETEL. 1IL,. sziikséges és elégséges ahhoz, hogy létezzék az adott
feltételes valdsziniiségi mez6t generald mértékrendszer.
A tovabbiakban nagy szerep jut a kovetkez6 formulénak:

(L) P(AB) P(A,|By)...P(A,|B)) = P(A\|B,) P(A:|B;)... P(A.|B),

ahol A;€Ty, B,€T,, Aic BB (i=1,...,n; B.s1=B,)). Azt a kikotést, hogy
az utobbi feltételek mellett az (L) formula mindig fenndll, IV. axiomanak
fogjuk nevezni.

A mértékek egy {u.} rendszerét dimenzidszeriien rendezeffnek mondjuk,.
ha az {e} indexek rendezett halmazt alkotnak és a < 8, u.(A) <+ oo esetén

ue(4)=0.

2. TETEL. V. sziikséges €s elégséges ahhoz, hogy létezzék az adott fel-
tételes valdsziniiségi mez6t generdlo dimenzioszerlien rendezett mértékrendszer.

Az ilyen dimenzidszeriien rendezett mértékrendszer még igen sok mér-
tékbol allhat s az indexek halmazanak rendtipusa igen bonyolult lehet. Arra
a kérdésre, hogy mikor lesz ez a rendtipus adott véges rendszam, a kovetkeZO»
tétel ad valaszt:

3. TETEL. Ahhoz, hogy létezzék az adott feltételes valosziniiségi mezot
generdlé legfeljebb N mértékbol 4ll6 dimenzidszeriien rendezett mértékrendszer,
sziikséges [V. és a kovetkezd feltétel teljestilése: B¢ T,(i—1,...,n),
P(B:Bi1|B)>0 (i=1,...,n—1) esetén az i indexnek legfeljebb N—1 érté-
kére lesz P(BL‘B,:H !B[H) =0.

Ebbdl specidlis esetként adodik a feltételes valosziniiségi mezdk legfon-
tosabb tipusat jellemzd

4. TETEL. Ahhoz, hogy létezzék az adott feltételes valoszmusegi mezot
general6 egyetlen mértékbdi 4l mértékrendszer, sziikséges és elégséges IV.
és a kovetkezd feltétel teljesiilése: B,€T,, B,€T, esetén vagy P(B,B.|B) =
= P(B,B,|B,) =0, vagy P(B,B,|B))>0, P(B,B;|B;) > 0.

Ha az (L) formula fennallasat csak bizonyos megszoritdsok mellett kivan-
juk meg, olyan feltételeket nyeriink, melyek biztositjak az adott feltételes valo-
sziniiségi mez6t generdlé és a dimenzioszeriien rendezettségnél valamivel ke--
vesebb megszoritast jelento feltételeknek alavetett mértékrendszer létezését.

Ha II. helyett a kovetkezd axiomat tessziik:

Il,. Rogzitett B€ T, mellett P(A]B) mint A fiiggvénye végesen additiv,.
akkor az Osszes tételek érvényben maradnak azzal a médositdssal, hogy mér-
ték helyébe mindeniitt végesen additiv mérték teendo.
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