ELENf! BIZONYITASOK A RENDEZETT MINTAK
ELMELETENEK NEHANY ALAPVETO OSSZEFUGGESERE

HAJOS GYORGY r. tag és RENYI ALFRED lev. tag

Legyen &,&,...,& egy F(x) folytonos eloszlasfiiggvényii statisztikai
sokasagbol vett n-elemil minta, mas széval legyenek §,,&,, ..., &, teljesen fiig-
getlen és kozos F(x) folytonos eloszlasfiiggvénnyel bir6 valdsziniiségi valto-
z0k. Legyen &, &, ..., &, a fenti valtozok nagysadg szerint novekedoleg elren-
dezett sorozata, azaz legyen

=R, &, ..,8)  (k=1,2,...,n)

ahol Ri(x;, x5, ...,X,) az Xy, X, ..., X, Szdmok nagysag szerint novekedoleg
elrendezett sorozatiban a k—adlkat jelenti.*

Ez a dolgozat a &, &, ..., 5, valdsziniiségi véltozokkal, tehat a rendezett
mintdk elméletével foglalkozik. Egyszerii modszerekkel fogunk bebizonyitani
bizonyos ‘alapvetd 6sszefiiggéseket. Kifejezetten arra toreksziink, hogy keriiljitk
az analizis eszkozeinek haszndlatdt és minimdlisra redukaljunk minden sza-
mitdst. Eredményeinket sokféle mas tton is lehet szamolassal igazolni. Erre
itt nem fogunk kitérni.

A dolgozatban szerepld tételek ]oreszt ismertek, bar néhdnyat koziiliik
nem taldltunk meg explicit alakban az irodalomban. Cikkiinkben f6leg arra
torekedtiink, hogy a rendezett mintdk elméletének elemi és rendszeres targya-
lasat adjuk. Dolgozatunknak tehat f61eg médszertani érdekessége van. Az iro-

[4] dolgozatara utalunk

1. Abbol a célbol, hogy eloszlasmentes eredményekre jussunk, azaz olyan
eredményekre, melyek nem fiiggnek az F(x) eloszlasfiiggvénytol, bevezetjiik az
= F(&) (k=1,2,...,n) valosziniiségi véaltozékat. Ha feltessziik, hogy az
y == F(x) fliggvény szigorian monoton novekvd x azon értékeire, amelyekre
0< F(x)< 1 és folytonos, az x— F '(y) inverz fiiggvény is ilyen és igy**

POp<x)=PE<F '()=FF '(x)=x O=x=1)

Ebbél kitiinik, hogy az 1y, 4, - .., 5. vdltozok egyenletes eloszldsuak a (0, 1)
intervallumban. Az ri=F(&) (k=1,2,..., n) jeloléssel:

ni=FE)=F(R:(&, &, ..., &)= RA(F(‘:l) FE), ..y FE))= Ri(ityy 12y -5 1),

* Amennyiben az xy, X,, ..., X» Szamok kézﬁtt egyenl0k is vannak, minden szam

annyiszor szamlalandd, ahanyszor eléfordul.
** P(A) az A esemény valosziniiségét jelenti.
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Az o1, 13, ..., 1 valtozokat tehat gy tekinthetjiik, mint a (0, 1) intervallum-
ban egyenletes eloszlasu StatlSZtlkal sokasagbol vett n-elemii rendezett minta
elemeit. :

A kovetkezékben az 13, 13,..., 1, rendezett minta vizsgélatéra szorit-
kozhatunk: eredményeink konnyen atfogalmazhatok az eredeti :I, &, ..., &)
rendezett mintara vonatkozo osszefiiggésekké.

2. Az i valtozok nem fiiggetlenek, mint azt az 15 < ),;, ha j <k, rela-
ciokbol lathat]uk

Az 13, 08, . .., 0 vdltozok egyiittes siiriiségfiiggvénye:
) S, Xy, o, )= n! O=x=x=--=x,=1)

Valdéban, ha £ a O0=x,=x,=---=x,=1 egyenlStlenségekkel definialt
n-dimenzids szimplex tetszéleges mérhetd részhalmaza, akkor

2 PO, 12,00 0)EE)Y=2XP (0, liys -+« -, 13,) EE),

ahol az Osszegezést az 1, 2, ..., n szdmok 08sszes iy, 16, ..., I, permutacidira kell
kiterjeszteni. Mivel az 1, ¥i,, ..., 1,;, valtozok egyiittes siirliségfiggvénye a
0=x.=1 (k- -1,2,...,n) egyenldtlenségekkel definialt egységkocka tetszé-
leges (x,, Xa, ..., x,) pontjdban 1-gyel egyenls, (2)-bol (1) egyszeriien kovet-
kezik. . ' .

Vizsgaljuk most azt az esetet, amikor az 1i==cp, 3.1 == Cir1, .. ., hn="0u
értékek rogzitve vannak O =c.=cu=---=c, =1). Ekkoraz 13, 53, ..., 15+
vdltozékat a (0, c.)-intervallumban egyenletes eloszldsu statisztikai sokasdgbol
vett k—1-elemii rendezett minta elemeiként foghatjuk fel. Az 1;==c, ..., ;n=c.
esemény ugy valdsulhat meg, hogy az xy, 1, ..., 1, valtozok koziil tetszéleges
n—k-1 valtozot kivéalasztunk és azoknak a c¢;,...,c, értékeket adjuk, a
tobbi k—1 valtozora pedig csak azt a megkotést tessziik, hogy egyikiik se
legyen nagyobb ¢-nal. fgy a kivalasztott k=1 valtozé mindegyike egyenletes
eloszlasi-a (0, ¢;) intervallumban. .

Ennélfogva (1) szerint az 3, ..., yi vdltozok egyiittes feltételes siiriiség-
fiiggvénye az i ==cu, ..., hn==c, feltételek mellett: '

k—1)! >
(3a) f(xi, x,, e Xt 1€y e, C) (_C.;T O=x=-=x.1=c).

Hasonloképpen lathaté be, hogy ha az »i==ci,..., yi= ci értékeket
rogzitjiik, akkor az 1%, ...,y vdltozékat a (c., 1) intervallumban egyenletes
eloszldsu statisztikai sokasa’gbdl vett (n—k)-elemii rendezett minta elemeiként
foghatjuk fel és az i, ..., . vdltozok egyiittes feltételes surusegfuggvenye
Az 1i==Cly..., ji =0 feltetelek mellett:

n—k)!
Bb)  Fts oyt ooy ) — —BTRL
(1 —CA-)
Minthogy a (3a) és (3b) siiriségfiiggvények csak c¢. értékétdl fiiggnek,
a fenti két allitds akkor is igaz, ha csak az 1= ¢, feltételt tessziik fel, azaz a

(CI.* g Xk+1 § e = Xa é 1).




ELEMI -BIZONYITASOK A RENDEZETT MINTAK ELMELETENEK 469
NEHANY ALAPVETO OSSZEFUGGESERE

(3a) és (3b) egyenletek az f(x, ..., xi-1|cr) €S f(Xus1, ..., Xu|cx) feltételes siirii-
ségfiiggvényeket is megadijik, tovabba ugyanezeket a feltételes siiriiségfiiggvé-
nyeket nyerjik akkor is, ha a bennitk nem szerepl6é valtozokra vonatkozdlag
tetsz6leges mas feltevést tesziink. Ebbo! kovetkezik, hogy az »; =c; feltétel
mellett az (11, ..., 5i-1) valtozok fiiggetienek a (yi.y, ..., 1%) valtozoktol. Mas-
szoval: a rendezett minta elemei Markov-Idncot alkotnak.*

3. Az yia, o (1 =0 < k= n) vdltozok egyiittes eloszldsdnak siirfiség-
fiiggvénye: .

n! n-k ’
@) falxin, oy i) Ta—R! Xu(l=x)"™  O=xn = =x=1)
Valoban, az »3,..., ii, i, ..., tjn valtozok egyiittes feltételes siiriiség-
fiiggvénye az : v
©€) . 4 N =Xty v e, hh= X,

feltételek mellett nyilvan:

S, x)

f,-k(x,-ﬂ y ey x,..) )

Masrészt a Markov-tulajdonsdg miatt az (i, ..., 7) valtozok fiiggetienek
az (yist, ..., i) valtozoktol a (C,) feltétel’ mellett, tehat

f(xl‘, ...,x,-,xk+1,...,x,lix,;“, ...,X/,-) ==

f(x,, ey Xiy Xigly o v ey x,,‘x,‘+1, ey x;,)=
F0, oo Xl Xinty ooy X)Xty o ooy X1 Xivty oo vy Xi):
Az (1), (3a) és (3b) egyenleteket figyelembe véve megéllapitasaink (4)-et adjak.
Az i+ 1-—=Fk specidlis esetben (4)-bdl 1} siiriiségfiiggvényét kapjuk:

®) - =g 1)!n(!n—k)! X (1=20)"" = Buw(x)

A rendezett minta elemei tehdt béta-eloszldsiiak.
Az wii, ...,y vdltozok egyiittes siiriiségfiiggvénye

ﬂl‘r Kas ey "'r(x"'ﬂ e x"‘r') =
- n!- Kyl

=) o—bi— 1)1 - (ho— by — 1) (A — )T
. (xkr_xkr;l)kr—kr_l l(l—xl- .)u~7.',~ .
A bizonyitds a fentihez teljesen hasonlo a kovetkez6 modositasokkal: (C,)
helyett a
<) T R
feltételt tekintjiik, a (0, 1) intervallumot az x;,, .. ., x,, osztépontokkal r+1 rész-
intervdllumra osztjuk, és figyelembe vessziik, hogy a Markov-tulajdonsag miatt

a kiilonboz6 részintervallumokba es6 i} valtozok a (C,) feltétet mellett fiig-
getlenek.

(xl. x)r el

* Ezt elsonek A. N. Kowmocorov jegyezte meg [1] dolgozataban.
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4, Vezessiik be egyszeriiség kedvéért az 15=0 és 1;.1=1 jeloléseket
és defintdljuk a
')kz’jz_’AZ—l (/{21,2,...,1‘!—}—1)

valosziniiségi valtozokat. Minthogy a d,,d,,..., 0, valtozokat az 1,..., i
- valtozOkbol meértéktarto linearis transzrormacmval nyertiik, egyuttes siiriiség-
fliggvényeik a megfeleld pontokban megegyeznek egymdssal. A d,,0,,...,0,

valdsziniiségi vdltozok g(y,, ..., y.) egyiittes siiriiségfiiggvényét tehét (1)-bodl az
=Xy, Yi = X — X1 (k=:2,...,n)
transzformacidval nyerjiik:

6) g,y y)=n! (3z0; k=12, ptp+ - +p=1).
A (6) relaciobdl kovetkezik, hogy a d,, ..., 0, valtozok azonos eloszld-
suak. Minthogy az egyes n valtozok eloszlasa szimmetrikus az %— peontra vo-
natkozolag, az (1%, ..., 1) valtozok egyiittes eloszldsa is ilyen. Specidlisan
0, =1 €s d,;1==1—1, azonos eloszlasnak. Végiil is arra a kovetkeztetésre
jutunk, hogy a d,,9,,...,0,,0,. vdltozok valamennyien azonos eloszldsuak
és kozos siriiségfiiggvényiik i sliriségfiiggvényével azonos (lasd (5)-0t a
a k=1 esetben). Kozds vdrhatd értékitk a O,+ --- 4 dy1==1 relacié miatt:

(7) M(d)) = (k=1,2,...,n+1)

1
n41
5. 0y, ..., 0, nemcsak azonos eloszlasu, hanem egyben ekvivalens valdo-
- sziniiségi vdltozok is, azaz egyiittes eloszlasuk invaridns a valtozdk tetszéleges
_permutalasaval szemben. (6)-bol ugyanis lathatjuk, hogy a d,, ..., d, véltozok
egyiittes siiriiségfiiggvénye a valtozok szimmetrikus fiiggvénye, a 0y, ..., 0w
valtozok egyiittes eloszldsa pedig invaridns a (di, ..., Ows1) = (Dust, . .., O1)
permutacidéval szemben: ezt a két tényt szukcesszive alkalmazva azt kapjuk,
hogy a (()‘1,..., Oui1) véltozék egyﬁttes eloszlasa invaridns valtozdinak tetszd-

e g

Kovetkezésképpen az
'}ak - ’1? =01+ -+ O (O =Zi<i4tk= Il)
kiilonbség eloszlasa csak k-tol fiigg, tehat megegyezik pl. 15 (B) alatti elosz-.
lasaval és varhato értéke (7) szerint _fl -gyel egyenld.
Speciéliéan a minta A==, — 11 terjedelmének siiriségfiiggvénye
B, - 1(x) =n(n—1)x"2(1—x) O=x=1,
és varhato értéke
—1
M=
6. Mint lattuk, az nt =cx, ..., 31 =c, feltételek mellett az 1; (1 = i<k =n)
valtozot ugy tekinthetjiik, mint a (0, ¢;) intervallumbol vett (k—1)-elemii rende-
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- hanyados feltételes eloszlasa ¢,-tol sem
ik )

fiigg, tehat ugyanaz marad, barmilyen értéket is vesznek fel a 7z, .... 5. val-

tozdk, s igy stiriiségfiiggvénye (5) szerint gy.i;i(x). Tehdt a rendezeft minta

elemeibol képzett kiilonbségek és hdnyadosaik is béta-eloszldstak.

zett minta i-edik elemét. Igy az

Az r’:"' (k==1,2,..., n) vdltozék teljesen fiiggetlenek. Val(’)ban, a fen-
[le+1
tiek szerint az 137 vaitozd eloszldsa nem fiigg az Nt ..., 4y valtozok

* *
Al W M e Y 7 e A s
felvett értékeitsl, tehat —~— fiiggetlen az &, o, 2 valtozoktol.
"l.‘Tl 1k+7 '[n+1
A

z,_( li ) (k- 1,2,....n)

'1A+1 J
vdltozok egyenletes eloszldsiak a (0,1) intervallumban* Valdban, 1} eloszlas-
fliggvénye:

POp<x)=[[POp<x)=x (O=x=1).
k=1
Minthogy az "% valtozét ugy tekinthetjiikk, mint a (0, 1) intervallumban
h+1
egyenletes eloszlasu statisztikai sokasagbol vett k-elemii réndezett minta k-adik
elemét, kapjuk, hogy

*

pl

RR/IES!

<x).—x’ O=x=1),

amibo6l

P& < x)- P( "" <7/§):-x O=x=1),

és éppen ezt akartuk beblzonyltam.
7. Bevezetjiik a _
(8) %, ——log L, — —k log —& (k- 1,...,n)

hh+1
valosziniiségi valtozokat. El6z6 eredményeink szerint ezek teljesen fiiggetlenek

és azonos eloszlastiak, mégpedig kozos eloszlasfiiggvényiik:
P(9<x)==P@E.>e)=-1—e€" (x=0)

tehat %, exponencidlis eloszlasu valdszinliségi valtozdé (k=1,2,...,n) és

varhato értéke 1. A (8) egyenletbdl :

n

) miygg=—22"L (k—=1,...,n)
=k J

A rendezett minta elemeinek logaritmusai tehat nemcsak Markov-lancot, hanem
additiv Markov-lancot alkotnak, azaz teljesen fiiggetlen valdsziniiségi vaitozok
sorozatanak szukcessziv részletosszegeiként allithatok elo.

* Ez D. van Dantzic és S. Maimquist tétele [2].
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A (9) egyenlet segitségével a rendezett minta elemeit fiiggetlen és azo-
nos eloszlasi valosziniiségi valtozok 0sszegeinek egyszerii fiiggvényeiként lehet
eloallitani. Ebbo! a ténybdl kiindulva a rendezett mintdk elméletének hatdr-
eloszldstételeit a valdsziniiségszamitas centralis hatareloszlastételei segitségével
egyszerit és kozvetlen tton lehet bebizonyitani. Ezzel foglalkozik RENY! ALFRED
[4] cikke.
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