
ELEMI BIZONYÍTÁSOK A RENDEZETT MINTÁK 
ELMÉLETÉNEK NÉHÁNY ALAPVETŐ ÖSSZEFÜGGÉSÉRE 

HAJÓS G Y Ö R G Y r. t ag é s RÉNYI A L F R É D lev. tag 

Legyen | 2 , . . . , £„ egy F(x) folytonos eloszlásfüggvényt! statisztikai 
sokaságból vett л-elemü minta, más szóval legyenek % £>,.. . , % teljesen füg-
getlen és közös F(x) folytonos eloszlásfüggvénnyel bíró valószínűségi válto-
zók. Legyen ÇÎ, a fenti változók nagyság szerint növekedőleg elren-
dezett sorozata, azaz legyen 

Ж (4 = 1 , 2 , . . . , n) 
ahol Rk(xu x 2 , . . . , x„) az xu x2,..., x„ számok nagyság szerint növekedőleg 
elrendezett sorozatában a 4-adikat jelenti.* 

Ez a dolgozat a ÇÎ, £2, • • - , 5* valószínűségi változókkal, tehát a rendezett 
minták elméletével foglalkozik. Egyszerű módszerekkel fogunk bebizonyítani 
bizonyos alapvető összefüggéseket. Kifejezetten arra törekszünk, hogy kerüljük 
az analízis eszközeinek használatát és minimálisra redukáljunk minden szá-
mítást. Eredményeinket sokféle más úton is lehet számolással igazolni. Erre 
itt nem fogunk kitérni. 

A dolgozatban szereplő tételek jórészt ismertek, bár néhányat közülük 
nem találtunk meg explicit alakban az irodalomban. Cikkünkben főleg arra 
törekedtünk, hogy a rendezett minták elméletének elemi és rendszeres tárgya-
lását adjuk. Dolgozatunknak tehát főleg módszertani érdekessége van. Az iro-
dalomra vonatkozóan S . S . W I L K S [3] cikkének bibliográfiájára és RÉNYI A L F R É D 

[4] dolgozatára utalunk. 

1. Abból a célból, hogy eloszlásmentes eredményekre jussunk, azaz olyan 
eredményekre, melyek nem függnek az F(x) eloszlásfüggvénytől, bevezetjük az 
>jk - : F(Bk) ( 4 = 1, 2 , . . . , n) valószínűségi változókat. Ha feltesszük, hogy az 
y F(x) függvény szigorúan monoton növekvő x azon értékeire, amelyekre 
0 < F ( x ) ' < 1 és folytonos, az x = F \y) inverz függvény is ilyen és így** 

P ( 4 < x ) P ( £ , ; < F '(*))== T ( F ' (x))==x ( O g j s l ) 

Ebből kitűnik, hógy az t n + változók egyenletes eloszlásúak a (0, 1) 
intervallumban. Az rjl = F (ÍV) ( 4 = 1 , 2 , . . . , « ) jelöléssel: 

4 = E<$) = fe,..., L)) = Pk(F(£j), F(£2),..., F(lt))= Rk(,h, щ,..., r]lt) 

* Amennyiben az xu x.,,..., x„ számok közöt t egyenlők is vannak, minden szám 
anny i szo r számlá landó , ahányszor e lőfordul . 

** P ( A ) az A e s e m é n y va lósz ínűségét jelenti. 
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Az TjÍ, >!*,..., >*, változókat tehát úgy tekinthetjük, mint a (0, 1) intervallum-
ban egyenletes eloszlású statisztikai sokaságból vett л-elemü rendezett minta 
elemeit. • 

A következőkben az /,*, • • - , >]*. rendezett- minta vizsgálatára szorít-
kozhatunk: eredményeink könnyen átfogalmazhatok az eredeti i*, 
rendezett mintára vonatkozó összefüggésekké. 

2. Az i*k változók nem függetlenek, mint azt az < r f , ha j < k , relá-
ciókból láthatjuk. 

Az t j , Tjo, ...,),*, változók együttes sűrűségfüggvénye: 
(1) / (x 1 ;x 2 , . . . ,x„) = n\ 

Valóban, ha E a ^ 1 egyenlőtlenségekkel definiált 
л-dimenziós szimplex tetszőleges mérhető részhalmaza, akkor 
(2) Р((тД, r ^ E ) ^ E P ( ( n i l , . . . , V i j m , 

ahol az összegezést az 1, 2 , . . . , n számok összes iu U,..., i„ permutációira kell 
kiterjeszteni. Mivel az /jtl, /;;•„ változók együttes sűrűségfüggvénye a 
0 x,,. Ш 1 (k 1,2, ...,n) egyenlőtlenségekkel definiált egységkocka tetsző-
leges (Xj, Xo,..., x„) pontjában 1-gyel egyenlő, (2)-ből (1) egyszerűen követ-
kezik. . 

Vizsgáljuk most azt az esetet, amikor az rj =..- ck, Í?*+I.= Сш/,*'=c„ 
értékek rögzítve vannak (0 - ck cM ^• • • ^ c„ ^ 1). Ekkor az i*u if2,..., 
változókat a (0, ck). intervallumban egyenletes eloszlású statisztikai sokaságból 
vett k—\-elemű rendezett minta elemeiként foghatjuk fel. Az rfk = ck,..., r*n=ctl 

esemény úgy valósulhat meg, hogy az in , . . . , rt„ változók közül tetszőleges 
n—k+1 változót kiválasztunk és azoknak a ck,...,c„ értékeket adjuk, a 
többi к—1 változóra pedig csak azt a megkötést tesszük, hogy egyikük se 
legyen nagyobb ck-nál. így a kiválasztott к—1 változó mindegyike egyenletes 
eloszlású a (0, C/,) intervallumban. 

Ennélfogva (1) szerint az rj[, ..., rjf-i változók együttes feltételes sűrűség-
függvénye az íji' = c,. , . . . , r/* = c„ feltételek mellett: 

t, I ч (*—!)! 
(3a) f(xi, ..., xk.i\ck;..., c„) = • (0 ^ x, g • • • s x,,.., â c ( ) . 

Hasonlóképpen látható be, hogy ha az r([ = Ci, ck értékeket 
rögzítjük, akkor иг r*k,.. .,r*„ változókat a (ck, 1) intervallumban egyenletes 
eloszlású statisztikai sokaságból vett (n—k)-elemű rendezett minta elemeiként 
foghatjuk fel és az гД+ь változók együttes feltételes sűrűségfüggvénye 
az rj[ = Ci,..., rf = с,, feltételek mellett: 

(3b) f(xk+\, • • Xn ICi, . . . , Сд) = TFT (c* = ++1 = ' ' ' = x„ ^ 1). 
( 1 — C A ) 

Minthogy a (3a) és (3b) sűrűségfüggvények csak ck értékétől függnek, 
a fenti két állítás akkor is igaz, ha csak az rlk= ck feltételt tesszük fel, azaz a 
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(3a) és (3b) egyenletek az f(xu ..., x,. I | O . ) és f(xk+1, ,X, , |CA) feltételes sűrű-
ségfüggvényeket is megadják, továbbá ugyanezeket a feltételes sűrűségfüggvé-
nyeket nyerjük akkor is, ha a bennük nem szereplő változókra vonatkozólag 
tetszőleges más feltevést teszünk. Ebből következik, hogy az /Д —ck feltétel 
mellett az (гД, . . . , r f , ) változók függetlenek a ( 9 % , , . . . , / Д ) változóktól. Más-
szóval: ci rendezett minta elemei Markov-laiicot alkotnak.* 

3. Az /Д.1,. . . , гД (1 g i < к g п) változók együttes eloszlásának sűrűség-
függvénye: 

(4) fik(xi+i,..., *,.) = п{п
П^ку XÍ+1(1-XA.)" 

Valóban, az >Д, . . . , /Д , /Д ь Ь . . . , / Д változók együttes feltételes sűrűség-
függvénye az 
(G) ' /Д+1 = Xí+i , . . . , /Д = x,c 
feltételek mellett nyilván: 

f(x* ; —, Xi, X t + i , . . . , x„ j x,:+ i , . . . , Xk) = Q ' ' — ü t • 
Jik\Xi+1, . . ., X;, J 

Másrészt a Markov-tulajdonság miatt az ( /Д , . . . , /Д) változók függetlenek 
az ( /Д+ ь . . . , rfn) változóktól а (СО feltétel mellett, tehát 

1 > • • •, Xi, XA-+I , ..., X„ j Xi+i, ..., XA) = 

f ( x 1, • • • , X; I X;+1, . . . , XA)/(XA+ I X„ Х;.Ц, . . . , XA ) . 

Az (1), (3a) és (3b) egyenleteket figyelembe véve megállapításaink (4)-et adják. 
Az / + 1 к speciális esetben (4)-ből /Д sűrűségfüggvényét kapjuk: 

(5) / , ( x O = k = ß„,k(Xk) 

A rendezett minta elemei tehát béta-eloszlásúak. 
Az i]l0 ..., >Д, változók együttes sűrűségfüggvénye 

Jkt, k,,..., k, (xA , , . . . , XA-,.) = 

_ ' nf l r b \'.j-lT-l 
" (ki—1)!(*2—ki—\)\-(kr—kr-i—1)!(л—кг)\ ' {Xk~Xu'' " 

• • • (xk,—xk. .i)kr '"' : ' ( 1 - -T .0" • 

A bizonyítás a fentihez teljesen hasonló'; a következő módosításokkal: (СО 
helyett a 
(Co) 7]*, — Xk,, Г*кг = XA-,. 
feltételt tekintjük, a (0, 1) intervallumot az xk,,..xkr osztópontokkal r+ 1 rész-
intervállumra osztjuk, és figyelembe vesszük, hogy a Markov-tulajdonság miatt 
a különböző részintervallumokba eső /Д változók a (C2) feltétet mellett füg-
getlenek. 

* E z t e l s ő n e k A. N. KOLMOGOROV jegyez te m e g [1] d o l g o z a t á b a n . 
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4. Vezessük be egyszerűség kedvéért az i / ( j = 0 és /;*+i = l jelöléseket 
és definiáljuk a 

<k = vt—rtli (k=\,2,...,n + \) 
valószínűségi változókat. Minthogy a d l t d 2 , . . ő n változókat az / f , . . . , / j * 
változókból mértéktartó lineáris transzformációval nyertük, együttes sűrűség-
függvényeik a megfelelő pontokban megegyeznek egymással. A d l t ő 3 , . . . , ő „ 
valószínűségi változók g(yx, ..., y„) együttes sűrűségfüggvényét tehát (l)-ből az. 

>', X,, у к = Xk—Xk-1 (k = 2,...,n) 
transzformációval nyerjük: 

(6) g(yx,y>,y„) = n\ (ytÚO; k=\,2,...,n; уг+у»-\ f y . ^ 1 ) , 
A (6) relációhói következik, hogy a d , , . . . , d„ változók azonos eloszlá-

súak. Minthogy az egyes ijk változók eloszlása szimmetrikus az ^ pontra vo-
natkozólag, az ( / ,* , . . . , r f ) változók együttes eloszlása is ilyen. Speciálisan 
d\ = rf és d 1 ( + i = l — /j* azonos eloszlásúak. Végül is arra a következtetésre 
jutunk, hogy a d\, d 2 , . . . , дл, d,i+i változók valamennyien azonos eloszlásúak 
és közös sűrűségfüggvényük rf sűrűségfüggvényével azonos (lásd (5)-öt a 
а к 1 esetben). Közös várható értékük a d, + • • • -j-d„+i = 1 reláció miatt: 

( 7 ) M(dfc) = — p y (Аг = 1 ,2 - , . . . , л + 1) 

5. d\, ...,dn+i nemcsak azonos eloszlású, hanem egyben ekvivalens való-
színűségi változók is, azaz együttes eloszlásuk invariáns a változók tetszőleges 
permutálásával szemben. (6)-ból ugyanis láthatjuk, hogy a d',, . . . ,d '„ változók 
égyüttes sűrűségfüggvénye a változók szimmetrikus függvénye, a d) , . . . ,d J 1 + 1 

változók együttes eloszlása pedig invariáns a (d ' i , . . . , d„+i) —• (d,1 + 1 , . . . , dj) 
permutációval szemben: ezt a két tényt szukcesszive alkalmazva azt kapjuk, 
hogy a (d ' i , . . . , d„ ti) változók együttes eloszlása invariáns változóinak tetsző-
leges permutációjával szemben. 

Következésképpen az 

rifk — ifi = = d i+1 + • • • + ài+k (0 Щ i <i +к Шп) 

különbség eloszlása csak Аг-tól függ, tehát megegyezik pl. rf (5) alatti elosz-

iásával és várható értéke (7) szerint , ^ -gyei egyenlő. 

Speciálisan a minta J rf — rf terjedelmének sűrűségfüggvénye 
A,lfl-x(x) = n(« —l)x»"2( 1 - х ) ( O s x l l ) , 

és várható értéke 

6. Mint láttuk, az rf -=ck,..., rf = c„ feltételek mellett az rf(\^i<k^ri) 
változót úgy tekinthetjük, minta (0, a ) intervallumból vett (/c—l)-elemü rende-
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zett minta i-edik elemét. így az hányados feltételes eloszlása a-tól sem 
>ik 

függ, tehát ugyanaz marad, bármilyen értéket is vesznek fel a r\t, r j vál-
tozók, s így sűrűségfüggvénye (5) szerint ßklii(x). Tehát a rendezett minta 
elemeiből képzett különbségek és hányadosaik is béta-eloszlásúak. 

Az 'У (k = 1, 2 , . . . , n) változók teljesen függetlenek. Valóban, a fen-
A+i 

tiek szerint az /,? /,,*.] változó eloszlása nem függ az /;*+i , . . . , >/* változók 

felvett értékeitől, tehát 'f független az ,..-., ' f változóktól. 
A+l Vk+2 Пп+1 

A 

5» = f - j M ' (* = 1 , 2 , . . . , « ) 
V rtk+l J 

változók egyenletes eloszlásúak a (0, 1) intervallumban* Valóban, rj eloszlás-
függvénye : 

11 
P(ti<x) = nP(rlk<x)^x» (0ШХШЛ). 

k=1 
* 

Minthogy az ~ ~ változót úgy tekinthetjük, mint a (0, 1) intervallumban 
A+i 

egyenletes eloszlású statisztikai sokaságból vett Ar-elemü réndezett minta Ar-adik 
elemét, kapjuk, hogy 

= ( O s x g 1), 
V '/A-+1 ' J 

amiből 

P ( 4 < x ) = p | - ^ < f x U x ( O s i x ^ l ) , 
V Цк+Í ) 

és éppen ezt akartuk bebizonyítani. 

7. Bevezetjük a 

(В) Э\ = — l o g С/, = — к l o g ( k = \ , . . . , n) 
rjk+l 

valószínűségi változókat. Előző eredményeink szerint ezek teljesen függetlenek 
és azonos eloszlásúak, mégpedig közös eloszlásfüggvényük: 

P (9k < x) ----- P (Ck > e~ ) = 1 - e - (x i= 0) 
tehát F exponenciális eloszlású valószínűségi változó (k = 1, 2 , . . . , n) és 
várható értéke 1. A (8) egyenletből 

(9) In = (k=\,...,«) 
j=k J 

A rendezett minta elemeinek logaritmusai tehát nemcsak Markov-láncot, hanem 
additív Markov-láncot alkotnak, azaz teljesen független valószínűségi változók 
sorozatának szukcesszív részletösszegeiként állíthatók elő. 

* E z D . VAN DANTZIQ é s S . MALMQUIST t é t e l e [2 ] . 
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A (9) egyenlet segítségével a rendezett minta elemeit független és azo-
nos eloszlású valószínűségi változók összegeinek egyszerű függvényeiként lehet 
előállítani. Ebből a tényből kiindulva a rendezett minták elméletének határ-
eloszlástételeit a valószínüségszámítás centrális határeloszlástételei segítségével 
egyszerű és közvetlen úton lehet bebizonyítani. Ezzel foglalkozik RÉNYI ALFRÉD 
[4] cikke. 
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