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1. §. A probléma kitiizése

Tekintsiink egy Poisson-féle sztochasztikus folyamatot. Legyen az ese-
mények eléfordulasanak stirtisége A(u), ahol /Z(w) az u id6paraméter nem
negativ, folytonos és korlatos fiiggvénye. Poisson folyamat esetén feltételezziik,
hogy kozds pont nélkiili iddintervallumokban eléfordulé események szdmai
egymastol fiiggetlenek, tovabba, hogy annak a val6sziniisége, hogy u és u -+ du
idépontok kozott egy esemény eldfordul :* A(u)du-+o(4u) és hogy tobb mint
egy esemény fordul eld: o(du).

Ezen feltevések mellett mint ismeretes a (0, ¢) idokozben eléforduld ese-
mények véarhaté szama:

(1) A(t) :fi. (W) du

és annak a valosziniisége, hogy (0O,¢) id6kozben pontosan k szdmu esemény
fordul el6

(2) . | ' P(ty k) -ng.l(f) [-_1%)_]7 .

Jelen dolgozatunkban a kovetkezd problémadval fogunk foglalkozni:
 Feltessziik, hogy az alapul vett Poisson folyamatban minden esemény, bekovet-
kezésének idOpontjdban egy véletlen jelet indit el. Az egyes jelek amplitudo-
jat a jel kezdetétSl szamitott u id6tartam elteltével irjale az f(u, y) fiiggvény,
ahol a y paraméter valdsziniiségi valtozd. Az egyes jelekhez tartozé y para-
méterekrol feltessziik, hogy egyforma eloszlasu, fiiggetlen pozitiv valdsziniiségi
valtozok kozds P(y = x) = H(x) eloszlasfiiggvénnyel. Feltessziik tovabba,
hogy az egyes jelek Osszeadddnak és a jelek Osszege &ltal leirt masodlagos
folyamatot fogjuk vizsgalat targyava tenni.
A kovetkezd eseteket fogjuk megkulonboztetm

. Tekintsiik a Poisson folyamatot 0 =< u <o idokozben és ]eloljuk
a Ponsson folyamat eseményeinek eléfordulasi id6pontjait: w, w,..., o, ...

, ISR : . 0(Ju)
* o(Ju) olyan fiiggvényt jelol, amelyre lim =0
Au—so AU




474 " TAKACS LAJOS

-val. Legyenek a Iétrehozott jelekhez tartozd y paraméter értékei rendre:
s Jare o s -+ A {y1} paraméterek egyforma eloszlasq, fiiggetlen, nem ne-
gativ valosziniiségi valtozok. Legyen a jelek értékeinek 6sszege u id6pontban
(1), azaz .
) n(@ = 2 flu—u, 7).

0= =
5(0) =0 és n(u) értelmezve van v = 0 értékekre. Jeldljiik 2, (u) valdsziniiségi
valtozo eloszlasfiiggvényét P (1 (1) = x) — G(u, x)-szel.

2. Tekintsiik azt az esetet, midén i(u) =41, azaz az alapul vett Poisson
folyamat idében homogén és tegyiik fel, hogy a Poisson folyamatban el6-
fordulé valamennyi esemény létrehoz egy jelet, és jeloljitk #*(u)-val a (—o<, 1)
idointervallumban el6fordul6 események altal létrehozott jelek Gsszegét v id6-
pontban, azaz legyen

4 W) = <Z f(u—ux, 7).
oo My .

Ki fogjuk mutatni, hogy az 7*(u) valosziniiségi valtozd altalanos fel-
tételek mellett létezik, és eloszlasfiiggvénye fiiggetlen u-t0l. Legyen ekkor
P('(u) = x) = G*(x). Konnyen belathat6, hogy ha 1. esetben az alapul vett
Poisson folyamat idoben homogén, azaz A(u)=2 ugy G*(x) = lim G(u, x).

Dolgozatunkban elsz6r azzal a specidlis esettel fogunk foglalkozni,
amidén f(u, y) = ye~*, ahol ¢ pozitiv allando. Ezt azért tessziik igy, mert
elvi szempontbol a tisztdn diszkontinuus Markov-folyamatok érdekes alkalma-
zasat teszi lehet6vé, masrészt mert gyakorlati szempontbol nagyon fontos eset
és ezzel kapcsolatban egyéb kérdéseket is targyalunk. [gy megéllapitjuk,
3j(u)-nak, illetve »*(u)-nak egy rogzitett a kiiszobértéken bizonyos id6 alatt
torténé athaladasainak varhaté szamat.

Ezen problémdak tirgyaldsa utdn a fiiggetlen valosziniiségi valtozok 6sz-
szegére vonatkozo egy ismert tétel altalanositdsat adjuk és ennek felhasznala-
sdval az emlitett sztochasztikus folyamatokat tetszéleges f(u, ) id6beli lefolyasu
jelek esetén vizsgaljuk. Ezutdn az »*(v) folyamat korrelacids fiiggvényével és
harmonikus analizisével fogunk foglalkozni. Végiil néhdny példat mutatunk be
a részecskeszamlaldsok korébol. :

A fenti sztochasztikus folyamatok specialis eseteivel az irodalomban
_sokat foglalkoztak. Anélkiil, . hogy teljességre torekednénk, megemlitjiik
N. CaMmpPBELL [1] és [2], E. N. RowLAND [3], A. JA. HINCSIN {4] és S. O. RICE
[6] munkait. Ezek koziil gyakorlati szempontbdl a legmesszebbmend S. O. RICE
[5] munkdja, azonban RICE csak az id6ben homogén esetet és f(u, y) = yf(u)
alaku jelek esetét targyalja. Targyaldsunkban a felsorolt szerzoktdl eltéré mod-
szert kovetiink és az eddigieknél egyszeriibb eljardssal altalanosabb eredmé-
nyeket nyeriink.
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Itt emlitjiik meg RENvI A. [6] munkajat, amelyben Poisson folyamat éltal
szdrmaztatott torténések folyamatat vizsgaita és megallapitotta, hogy egy adott
idépontban éppen folyamatban 1évd torténések szama Poisson eloszlast kovet.
Ez az eset dolgozatunkbol gy kaphaté meg, hogy f(u, y)-nek a kovetkezd
fiiggvényt valasztjuk: f(u, y) =1, ha 0 =u = y és f(u, y) = 0 egyébként.

2. §. Exponencidlis lefolydsti jelek esete

Ebben és a kovetkezd két fejezetben azzal a specialis esettel 'fogunk
foglalkozni, amidén a jelek iddbeli lefolyasat

®) f, p— 26" e u=0
. A7)0 ha u<O.

fliggvény irja le. Megallapitjuk, hogy milyen feltételek mellett léteznek és
hogyan hatdrozhatok meg G(u, x) és G*(x) eloszlasfiiggvények. Tovabba a
kovetkezd kérdésekkel fogunk foglalkozni : v

Azt mondjuk, hogy « id6pontban A allapotban van a folyamat, ha «
idépontban a folyamathoz rendelt valosziniiségi fiiggvény értéke < a (3(u) < a,
illetve 7*(u) < a) és B allapotban van, ha ez az érték >a (5(u) > a, illetve
"(u) > a). Itt a egy rogzitett kiiszobszamot jelent.

Kérdés, hogy (0, t) idokozben mennyi lesz a B allapotban vald tartoz-
kodas varhato idStartama. Jeloljiik ezt 1. esetben (¢, a)-val és 2. esetben
T*(f,a)-val. Tovabba kérdés, hogy (0,f) id6kozben mennyi lesz az A— B
adtmenetek varhato szama. Jeloljiik ezt 1. esetben m(Z, a)-val és 2. esetben
m*(¢, a)-val.

Nevezziik valodi eseményeknek a Poisson-folyamatban el6fordulo esemé-
nyeket és Idiszolagos eseményeknek az A — B atmeneteket. Kérdés, hogy
legalabb a 2. esetben miként lehet a latszolagos események siirliségébd! a
valodi események siirfiségére kovetkeztetni.

Mindenekel6tt azonban felemlitiink egy, az elmondottakat illusztralo fon-
tos alkalmazasi teriiletet a kisérleti fizikabol.

Példa a kisérleti fizikdbol. Targyalasunk konkretizdldsdra gondoljunk
elektronsokszorozoéval torténé részecskeszamlalas példajara. Elektronsokszorozo
katodjara beesé -korpuszkuldk vagy fotonok elektronokat valtanak ki. Egy
elektréda soron az elektronok szdma egymds utdn szekundér emisszidval sok-
szorozodik.

Ha p,(k) jelenti annak a valoszinfiségét, hogy egy beesé részecske a katddbol &
elektront valt ki és az elektronsokszorozd sokszorozo lemezeinek szama r, melyek mindegyi-
kére p(k) jelenti annak a valdsziniiségét, hogy egy beesd elektron k szekundér elektront
valt ki, és feltessziik, hogy minden egyes elektron sokszorozddasi processzusa fiiggetlen
a tobbitdl, igy a multiplikativ processzusok elméletének segitségével konnyen meghatdroz-
haté annak a valdszinlisége, hogy egy, a katodra_ esd részecske altal kivaltott elektronlavina
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az anddra érve k elektronbol alljon. Ha .pu(k)} generatorfiiggvényét f,(s) > Do (k) s%
=
jeloli és p(k) generatorfiiggvényét f(s) ) pk)sk jeldli, ugy az n-ik sokszorozéd lemezen
I.—l)

kivaltott elektronok szamdanak generatorfliggvényét g,(s)-sel jelolve fennail: g,(s) = fi(s) és
2,(8) . flgn-1(s)] (n-=1,2,...,7). Ezen rekurziv formula segitségével meghatérozhat6
2.(s) az anédra esd elektronok szama valdsziniiségének generatotfiiggvénye. A generator-
fiiggvény ismeretében meghatarozhatok maguk a valdszinlségek is.

Ha az anddra k elektron esik, ugy ezek az elektronok feltoltik az anod-
kor C kapacitdsti kondenzatorat az elektronok szdmaval ardnyos x =ke/C
fesziiltségre (e az elektron toltése). Mig £ valdszinliségi valtozo diszkrét
k=0,1,2,... értékeket vesz fel, addig x valdsziniiségi valtozo j6 kozelitéssel
folytonosnak tekinthetd. Ugyanis példaul C - - 1pF esetén Jx = il(c:-_e :%=
==1,6-10" volt. Az x fesziiltségre feltoltott kondenzator R ellendlldson keresz-
titl kisiil éspedig fesziiltsége id6ben exponencidlis mértékben xe-"¥¢ fiiggvény
szerint csokken. Az RC idoéallandd reciprok érteke megegyezik az « allandé-
val, a fesziiltséglokés nagysaganak eloszlasfiiggvénye pedig H(x).

A fentemlitett sztochasztikus folyamatokkal leirhatd ez a -jelenség. Sok
esetben példaul radioaktiv atomok bomldsandl, kozmikus sugérzasnal feltehetd,
hogy a katédra érkezd korpuszkuldk vagy fotonok iddpontjai Poisson folya-
matot alkotnak. Ekkor az események a katodra érkezd részecskék. A katoédbol
kiindulo elektronok sokszorozdsi processzusa egymastol fiiggetlen és egy 10kés
idétartama alatt érkezé ujabb részecskékre nézve az elektronsokszorozé hata-
sos marad. Az anddra érkez6 elektronlavina a kiilsé korben egy exponencialis
lefutasu fesziiltséglokést okoz, melynek amplituddja valosziniiségi valtozo.
A kiilonbozé impulzusok linedrisan szuperponalédnak.

A jelenséget egy elektroncsoves koincidencia berendezéssel észleljiik,
amely egy szamldléval all kapcsolatban. A szdmlalo jelez, ha a jelek Ossze-
gének értéke nagyobb lesz egy megadott a kiiszobfesziiltségnél és a jelfogod
-bekapcsolva marad mindaddig, amig a jelek osszegének értéke nagyobb a-nal.

Ekkor probléma, hogy mennyi lesz a jelfogéd bekapcsoldsainak varhato
szama és varhatd idotartama ¢ id6tartam alatt.

Megjegyezziik, hogy a jelfogd bekapcsolasainak véarhatdo szamat nem
érinti az a tény, hogy a jelfogd bekapcsolva maradjon mindaddig, amig a B
allapot tart. Ez csak a B allapotban vald tartdzkodds varhaté idStartamanak
illusztralasara szolgal; jollehet ez a gyakorlatban nem megvalosithatatlan eset.

Kétféle problémat kiilonboztetiink meg:

Eszlelések problémdja : Egyetlen elektronsokszorozoval torténd részecske-
szamlalas esetén azt mondjuk, hogy adott iddpontban észlelés kezdddik, ha
a jelfogd bekapcsol. Az észlelések varhatd szama ¢ idStartam alatt megegyezik
a jelfogd bekapcsolasainak varhatd szamaval. Ekkor probléma, hogy kiilon-
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boz6 a értékek mellett, azaz kiilonbozd kiiszobfesziiltségek mellett a latszo-
lagos eseménysiirliségbdl (észlelések siiriisége) miként lehet visszakévetkez-
tetni a valddi eseménysiiriiségre. Tovabba, érdekességgel bir a legkedvezdbb
a érték megvalasztdsanak kérdése.

Koincidencidk problémdja. Egylde]uleg tobb elektronsokszorozét hasz-
nalva véletlen jelenségek észlelésére, kapjuk a koincidencia-problémat. Ekkor
az osszes elektronsokszorozd Aaltal szolgaltatott jeleket egyetlen koincidencia
késziilékkel vizsgaljuk. A szamlalo jelez, ha a jelek osszege meghaladja a
bedllitott a kiiszobfesziiltséget. Ekkor probléma, hogy kiilonboz6 a értékek
mellett mennyi lesz ¢ id6tartam alatt a véletlen koincidencidk varhato szama.
Ennek ismerete akkor bir kiilonos fontossdggal, ha azt vizsgaljuk,. hogy két
vagy tobb folyamat kozott van-e korrelacid. Ekkor érdekességgel bir az a
kérdés, hogy milyen a érték mellett a legkedvezébb a korrelacié vizsgalatot
végezni.

Ez a probléma visszavezethett az elozore, ha feltessziik, hogy az egyes
elektronsokszorozokkal tortén6 szamlalasi processzusok egymastol fiiggetlenek,
és egy beesO részecske altal létrehozott fesziiltséglokés nagysaga mindegyik
elektronsokszoroz6 anddjan ugyanazon valdsziniiség eloszlast mutatja. Ebben
az esetben, ha az egyes elektronsokszorozokhoz érkezd részecskék siiriisége
(), As(u), . .., Au(u), gy az m elektronsokszorozd helyettesithetd egyetlen
olyannal, melynél a részecskék érkezésének siiriisége:

Au)y=24 W)+ @)+ -+ 2a(v).
Az er6sitd korok méretezése szempontjabol fontossaggal bir sztochasz-
tikus folyamatunk harmonikus analizisének elvégzése.

3. §. Az eloszldsfiiggvények meghatdrozdsa

Jelen fejezet célja P(n(u)=x)=G(u,x) é PO *'(u)=x)=G"(x) el-
- oszlasfiiggvények meghatarozasa f(u, y) = ye-** idobeli lefolydsu jelek esetén.
Az 7(u) és 7" (u) valdsziniiségi fiiggvények Markov-folyamatot irnak le, ugyanis,
ha egy adott u id6pontban ismerjiik 12,(u), illetve 1*(u) értékét, gy ez egy-
értelmiien meghatarozza a folyamat jov0 sztochasztikus viselkedését. Ha azon-
ban az iddtengelyt megforditjuk és egy adott u idépontt6l visszafelé haladva
a kevesebb mint 2z ideje tart6 jeleket, azaz (u—z, u) id6kodzben kezd6do jeleket
tekintjiikk, ugy az igy nyert
(6) L, 2)= X flu—uw, p)-

u—z§uk§u
fiiggvénnyel leirt folyamat ugyancsak Markov-féle marad, de &(u,2) ,jovo”
sztochasztikus viselkedése nem fiigg C(u,2) aktudlis értékétél, azaz ezzel az
eljarassal fuggetlen névekményli Markov- folyamatot nyertiink, ami viszont az
elobbinél egyszeriibben targyalhato.

31 Matematikai és Fizikai Osztaly Kozleményei
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ltt « rogzitett érték és a folyamatot z=0 idépontokban tekintjiik. Ekkor
célszerii az események siiriiségét p(2) - A(u—2z)-vel jelolni.

C(u, 2) ismeretében n(u) és 1 (u) konnyen megkaphat6. Ugyanis 2, (u)- -
={(u,u) és " (u) =1im {(u, 2), ha Z(u)y=17. Legyen P({(u, 2) = x) = F(z, x),

ugy G(u, x)-=F(u, x) és G*(x) = _lim F(z, x) feltéve, hogy A(u)=i.

Eddig nem foglalkoztunk »*(uv) létezésének kérdésével. Most kimutatjuk,
hogy 7*(u) létezik, ha M(y.) < . A fent elmondottak szerint ugyanis %" ()
eloallithato fiiggetlen valosziniiségi valtozok Osszegeként a kovetkezd alakban:

C(u) =2 4L (u, ndz), ahol - 4C(u, ndz)y=2_(u, (n+ 1)42)—L(u, n4z),
0

n=

(n=0,1,2,...). Most pedig alkalmazhato A. N. KOLMOGOROV ismert tétele
(P. R. HaLmos: Measure Theory, 1950, 199 o.), amely sziikséges ¢és
elegendd feltételt ad fiiggetlen valdsziniiségi valtozok végtelen soranak
konvergenciajara vonatkozéan. Ha M(y,) < oo 1gy elegendd kis Az és
=1 valasztds mellett a feltételek konnyen belathatoan teljesiilnek és igy
1 (1) = lim {(u, 2) hatarérték 1 valosziniiséggel l1étezik. Innen mar kovetkezik,

hogy G*(x) létezik, ha M(y.) < oo, de erre kiilon bizonyitast is adunk.

A {(u, 2) folyamat un. diszkontinuus Markov-folyamat. A. N. KoLm0oGO-
ROV [7] munkajanak a végén emlitette fel a tisztdn diszkontinuus Markov-
folyamatot, amelynél csupdn ugrasszerii allapotvaltozasok lépnek fel, és felirta
a folyamatot meghatarozé integro-differencidlegyenletet. W. FELLER [8] és [9]
munkaiban ezt a processzust behaté vizsgalat targyava tette, megadta az
exisztencia és egyértelmiiségi tételeket és megadta az integro-differencial-
egyenlet altalanos megoldadsat egyenletesen konvergens végtelen sor alakjaban.

A L(u, 2) folyamat specialis esetét képezi W. FELLER dltal targyalt folya-
matnak, amennyiben esetiinkben a valtozas bekovetkezésének és nagysaganak
valosziniisége fiiggetlen L(u,2) aktudlis értékétdl és altaldnositdsa A. Ja. HIN-
csIN [10] &ltal targyalt esetnek, amelynél a valtozds valOsziniiségei még az

-id6tol is fiiggetlenek. Folyamatunkra alkalmazhatnank W. FELLER 4ltalanos

targyaldsat, azonban célszeriinek mutatkozik éppen speciélitisidban rejt6z6
egyszeriisége miatt .kiilon targyaldst adni.

A kovetkezd tételt bizonyitjuk be:

1. TETEL. A fent definidlt C(u,z) valdsziniségi fiiggvényre vonatkozo
P(E(u, 2)=x)=F(z,x) eloszldsfiiggvény eleget tesz a kovetkezd integro-
differencidlegyenletnek :

aF(z, x)
0z

0 N P |

melynek egyetlen feltételeinknek eleget tevé F(z,x) megolddsa van. Legyen
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F(z,y) karakferisztikus fiiggvénye

@) D(z, 0) = | eord, F(z, x)
o

és legyen H(x) karakterisztikus fiiggvénye

(9) 9(0)= | eord H(x).

Ekkor fenndll ’

(10) log @(z, 0) = — | p(v) [1— g (e )] d
0

D(z, w) ismeretében F(z,x) eloszldsfiiggvény egyértelmiien meghatdrozhato.
BizonyiTAs: Fennall 42>0-ra
{11) - Flz4-4dz,x)=

- =p(2) 4z [ H(x—y)e=] d,F(z, )+ (1—p(2) 42) F(z, %) + 0(42).
0

Ugyanis az az esemény, hogy z+ 4z id6pontban {(u, z-}-42) = x legyen, ugy
johet létre, hogy L(u, 2)=y, ahol 0=y<x és (2, 2+ 42) id6kozben bekovet-
kezik egy esemény, aminek a val6szinilisége p(z)4z—+ 0(d4z) és annak a valo-
szinfisége, hogy a valtozas: {(u, 2+ 42)—L(u, 2) = x—y egyenlé H[(x—y)e*]-
vel, vagy z id8pontban £(u, 2) = x aminek a valészinilisége F(z, x) és (2, 2+ 42)
kozben nem torténik esemény, aminek a valdszinlisége: 1—p(2) 42+ 0(42).
Annak a valdsziniisége, hogy (z, z 4 4z) id6kozben egynél tobb esemény fordul
elo: o(dz). Konnyen belathatd, hogy az a kérdés, hogy (z, z-+ 42) interval-
lumban pontosan hol fordul el6 az esemény nem érinti targyalasunkat €s
igy ugy vehetjiik, mintha z pontban fordult volna el6.

(11)-bél

F(z+4dz, x)—F(z, x)

(12) _ 4z o

— p(z)fH[(x —y)e*| d,F(z, y)—p(2) F(2, X) Jro(Az)

4z2—0 hatarmenetet elvégezve

ﬁg’—ﬁ =p(2)UH[(x~ y)e¥]d,F(z, y)—F(z, x)] -

(13)
egyenletre jutunk. A fenti szdmitassal azt mutattuk ki, hogy F(2, x) z szerinti
jobboldali derivaltja 1étezik és egyenlé (13) jobboldalaval. Hasonléan meg-
mutathato, hogy F(z, x) baloldali derivaltja is létezik és az is egyenld (13)
jobboldaldval, azaz F(z, x) z szerinti derivaltja létezik és erre fennall (7).

31*




480 TAKACS LAJOS

(9) kovetkeztében
(1 4) J‘ e{u)yd H(xea:) _— J'eiw:te‘azd H(X) =g ((y)e‘“-’)_
0 0

Igy (7) egyenletb6l a karakterisztikus fﬁggvényekré attérve, tekintetbe véve,
hogy eloszlasfiiggvények kompozicidinak karakterisztikus fiiggvénye egyenld

- a karakterisztikus fiiggvények szorzatdval, konnyen adédik, hogy

APz, w)

G0)  pe)1—g(oe=) DG ).

A(u)-rol feltettiik, hogy folytonos és mint ismeretes, egy karakterisztikus
fiiggvény egyenletesen folytonos —oo < < co-ra, tehat ¢(we *) is folytonos.
Ezen feltételek mellett, mint ismeretes, differencidlegyenletiinknek egyetlen a
kezdeti feltételnek elegettevd megolddsa van. F(0, x)-re vonatkozo feltételt
tekintetbe véve @(0, w)=1 és ezen kezdeti feltétel mellett (15) linearis diffe~
rencialegyenlet megolddsa logaritmikus alakban felirva’

(15)

(16) N log D(z, ) = —j' (&) [1—p(we-)]dv.

[\]

Az, hogy (7) integro-differencialegyenletiinknek egyetlen F(z, x) megoldasa
van, amely kielégiti a kezdeti feltételt és x-ben eloszlasfiiggvény, W. FELLER
[8], [9] altalanos esetre vonatkozo tételébdl kovetkezik. Mint ismeretes, F(z,x)
eloszlasfiiggvény karakterisztikus fiiggvényének @(z, w)-nak ismeretében egy- -
értelmiten meghatdrozhat6. Lasd példaul H. CRAMER [11,93.0.].

Tegyiik fel most, hogy p(2)=4 élland6 és vizsgaljuk meg, hogy mikor
létezik lim F(z, x) = F(x) hatéreloszlasfiiggvény. Erre vonatkozoan a kovetkezd

tételt bizonyitjuk be :
2. TETEL. Abban az esetben, ha H(x) eloszldsfiiggvény dtlaga

(17) ' M= | xdH(x)

0

.véges, a (7) alatti integro-differencidlegyenletnek a kezdeti feltételiinknek ele-

gettevd F(z, x) megolddsa z-— oo esetén egy F(x) hatdreloszldsfiiggvényhez
konvergdl, amelynek karakterisztikus fiiggvényére ®(w)-ra fennall, hogy
: 1

(18) log ®(w) = —* f 1w 4,
| ;
() ismeretében F(x) egyértelmiien meghata’rozhaié.

BizoNyiTAs: Hivatkozunk P. LEvy és H. CRAMER tételére (ldsd CRAMER
konyvében [11, 96. o.]) mely szerint:

Ha adva van {F.(x)} valosziniiség eloszlasfiiggvények "sorozata és
{ d.(w)} a megfeleld karakterisztikus fiiggvények sorozata, tigy annak a sziik-
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séges és elegendd feltétele, hogy {F.(x)} sorozat egy F(x) eloszlasfiiggvény-
hez konvergaljon, az, hogy minden w-ra {®,(w)} sorozat konvergdljon egy
®(w) hatarfiiggvényhez, mely & =0 értékre folytonos.

Ha ez a feltétel teljesiil, ugy ®(w) hatarfiiggvény megegyezik az F(x)
hatareloszlas karakterisztikus fliggvényével.

Esetiinkben lim F(z, x) = F(x) hatareloszlas a feltétel szerint akkor léte-

Z2-» 00

zik, ha létezik .
(19) | lim [[1 —g(we «)]dr
. z—>006

hatarérték és ez folytonos az =0 helyen. Ekkor F(x) karakterisztikus fiigg-
vényét @(w)-val jeldlve: :

(20) o D (w) =re"“’“dF (%)

(1}
és erre fennall

1) C log D (@) =—i | [l —g(we )] d,
amely ekvivalens (18)-cal. ’

Feltettiik, hogy .
(22) M, _—:J‘xd'H(x)
véges és ekkor konnyen belathato, hogy
(23) |1—«;<w>|—| [ —ewar()| < mol.
igy

U"[l—(,n(mewv)]dq; Mo

«

1]

amib6l kovetkezik, hogy (19) hatarérték minden véges o esetén létezik és az
» =0 helyen folytonos. Igy alkalmazhatjuk LEvy—CRAMER tételét, és ezzel
allitasunkat bebizonyitottuk.

Jeloljiik most G(u, x) karakterisztikus fiiggvényét &(u, w)-val, azaz

(24) . D(u, m) = fe"”er(u X)

és G‘(x) karakterisztikus fuggvenyet i.lf*(w) -val, azaz

(25) P () = ‘[ eord G (%),
ugy fejnndll\ ‘
(26) log ¥ (u, w) = —.[/'.(ll——v)[l —gp(me™)] dr

0 .
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és M, <oc esetén :
1
(27) log ¥*(w)=— _'3_ J L((m’) dv.
«. v
Q
MEGJEGYZES: Ha H(x) eloszlasfiiggvény m-edik momentuma Iétezik,
igy, mint ismeretes

(28) M= | ¥dH(x), (j=0,1,...,m)
' .0
momentumok is léteznek és fennall H(x) karakterisztikus fiiggvényére (9)-re,

hogy
o M. .
(29) o(0)=2>) yil (i) + o(w™)
J=0 .
és igy (27) felhasznaldsaval :

n

A~ .
L () = - I (io it
(30) log #*(m) < 12.1 J! (i) +o(o™),

azaz G*(x) eloszlasfiiggvény félinvaridnsai, melyeket jeloljiink /;-vel, szintén
léteznek az'm-edikig bezardlag és ezek

@) =y | og (o)

)

——;'—ﬂjj—.,-(j: 1,2,...,m).

w=0 «

A (31) osszefiiggés kiilonosen alkalmas olyan gyakorlati feladatok meg-
oldasara, amelyeknél a H(x) eloszlasfiiggvény tapasztalatilag adott.

4. §. A vdrhato értékek meghatdrozdsa

(t, a) és *(t,a) meghatdrozdsa. u idépontban B llapotban van a rend-
“szer, ha a jelek u idSponthoz rendelt értékeinek 6sszege nagyobb a-nal.
Ennek a valosziniisége 1. esetben: 1—G(u,a) és 2. esetben: 1—G'(a).
Ekkor egyszeriien belathatd, hogy (0, ¢) iddintervallumban a B éllapotban valé
tartézkodas varhato id6tartama:

1. esetben:
t

(32) o(t,a)=| [1— G(u, @)] du.
2. esetben: ' ’

(33) (ta)— [1—G @] 1.

Az integral létezése biztositva van, mivel G(u, x) u-nak nemcsak hogy folyto-
nos, hanem differencialhato fiiggvénye is.

m(t,a) és m*(t,a) meghatdrozdsa. u és u- Adu idépontok kozott A— B
atmenet lép fel, ha u id6pontban, a jelek értékeinek oOsszege: x<a és
(4, u-+,du) kozben kezdddik egy jel, aminek a valosziniisége : A(u)du -+ o(du)
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és ennek amplitudodja (@— x)-nél nagyobb, aminek a valdsziniisége: 1 — H(a —x).
Annak a valésziniisége, hogy (v, u+ Adu) kozben egynél tobb A—»B atmenet
jojjon létre, mint konnyen belathaté: o(du).

Az elmondottak alapjdn konnyen adodik, hogy annak a valdsziniisége,

hogy (u, u-+Adu) kézben A— B atmenet jojjon létre:

1. esetben: .
(34) AMu)K(u, a)du+-o(du),
ahol K(u, a)-ra fennall: u 5
(35) " K(,a)=|[1—H@—x)]dG(u, x).

2. esetben: ’
(56) AK*(a)Ju +o(du),
ahol
(37) K*(@)= | [1—H(@a—x)]dG"(x).

0

Mint konnyen beldthatd, az (u, v+ AJu) idékozben elbforduld A—B
atmenetek varhato szamat 1. esetben (34), 2. esetben (36) szolgaltatja. A (O, t)
intervallumban eléforduld0 A— B atmenetek varhatd szamat agy kapjuk meg,
hogy a (0, f) intervallumot n szdma Ju—=1t n nagysdgu szakaszra bontjuk,
mindegyik szakaszban képezziik a varhato értékeket, ezeket Osszegezziik €s
n—oo hatardtmenetet végziink. A G(u, x) eloszlasfiiggvény wu-szerinti folyto-
nossagabol kovetkezik K(u, a) u-szerinti folytonossaga. Igy biztositva van, hogy
a hataratmenet elvégezhetd, és eredményiil azt kapjuk, hogy:

1. esetben:
t
(38) m(t, a) = . AW)K(u, a)du
és 0
2. esetben:
39) m*(t, a) = L K" (a)t.

1. MEGJEGYZES. 2. esetben (37) szerint K"(a) el6allithatd, mint két elosz-
lasfiiggvény kiilonbsége és igy létezik Fourier—Stieltjes transzformaltja. Jelol-

jiik ezt .
L

(40) R(w)= | edK*(a)
-val. (37) alapjan erre fennall ’
(a1) | R(©) =[1—¢()] " ()

és innen K(a) egyertelmuen meghatarozhato.
Hasonldan hatirozhaté meg K(u, a) is.
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2. MEGJEGYZES. A .2. esetben: t id6tartam alatt B allapotban valo tar-
tézkodas véarhato idotartama: 7*(f, @) =[1 —G*(@)]¢, és az A— B atmenetek
varhaté szdma: m*(f,a) = AK*(a)t. Jeldljiik az egymast kovet6 A—B és B—A
atmenetek kozott eltelt iddtartam atlagos hosszat 9-val. Erre nézve fennall,
hOgy ' *(t ) 1 G*(a) |

o 1. THa 11—
“2) - =M e T IR@

Ez KOLMOGOROV és PROHOROV [12] tétele segitségével bizonyithato. Az
idézett tétel a minket érdekld specialis esetben azt mondja ki, hogy ha
§,8%,...,8, ... egyforma varhaté értékii valosziniiségi valtozdk és £, =& -
+&+...+&. osszeget tekintjiik, ahol a tagok szama » maga  is valoszinii-
ségi valtozo, tovdbba n>m-re &, valdsziniiségi valtozok fiiggetlenek »=—=m
eseménytol gy M(r)<oe esetén fennall M(L,)=-3M(r), ahol 9 ==M()
(n=12,..)). '

Esetiinkben jelolije &.(n=1,2,...) (0=f<o) id6kozben az egymast
kovet6 A— B és B— A atmenetek kozotti id6tartamokat és » a (0, ¢) idokozben
eldforduld A— B 4tmenetek szamat, Gigy azt nyerjiik, hogy M(E,) = $m*(¢, a).
Itt azonban konnyen belathatoan fennéll'ilim M(E) ©°(t, @)==1 hatarérték,

ahonnan mar (42) kovetkezik. A tétel alkalmazasahoz elegendé megmutatni,
hogy a &.-ek egyforma eloszlast fiiggetlen valdsziniiségi valtozok. Ez pedig
onnan kovetkezik, hogy folyamatunk Markov-folyamat, amelynek valamely
B— A atmenet pillanatatol szamitott jové sztochasztikus viselkedése nem fiigg
a multtol és ilyen idSpontoktél szamitva a folyamat sztochasztikusan meg-
ismétli dnmagat.

3. MEGJEGYZES. A 2. esetben a valodi eseménysiiriiség : /. és a ldtszola-
gos eseménysiiriiseg (A — B atmenetek siiriisége):

(43) 7(a)— 1 K*(a).

5. §. Tetszbleges iddbeli lefolydsii jelek esete

Most altalanosabban feltessziik, hogy egy jel id6beli lefolyasat tetszole-
ges f(u, y) fiiggvény irja le, ahol u a jel kezdetétdl szamitott idétartamot
jelenti és az y paraméter valosziniiségi valtozo H(x) eloszlasfiiggvénnyel. Ha
f(u, ) a 2. §-ban targyalttol kiilonbozik, ugy a megfeleld n(u), illetve 7*(u)
valosziniiségi fiiggvények nem Markov-folyamatot irnak le. Ha azonban az
idétengelyt megforditjuk, azaz egy adott » idOponttol - visszafelé szamitva z
id6tartamon beliil, azaz (u—z, ) id6kdzben kezd6dd jelek « idépontban fel-
vett értékeinek Osszegét tekintjiik, azaz

Cu,2)= 2; flu—ui, y)

U~z =up =

valdsziniiségi fiiggvényt vezetjiik be, gy a {(u, 2) fiiggvény altal leirt folya-
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mat nemcsak Markov-féle lesz, hanem fiiggetlen ndvekményit Markov procesz-
szus lesz. L(u, z) segitségével y(u) és 1™ (u) egyszeriien kifejezhetd. Ugyanis
fennall »(u)-=L(u, u) és 1" (u)=—= 11m L(u z) feltéve, hogy A(u)=4 (allandd).

Most n*(u)= hm E(zz 2) hatarertek 1 valoszumseggel létezik, ha a (62)'

kifejezés véges. Ugyams ekkor 72;*(u)-ra a 3. §ban mondottak szordl- ~szora
érvényesek maradnak és igy A.N.KOLMOGOROv tétele alapjan konnyen elvé-
gezhetd a bizonyitds, csupan M(j.) < oo feltétel helyett (62) véges volta alkal-
mazando. Ebben az esetben természetesen G*(x) is létezik, de erre kulon
bizonyitast is adunk. »

Ennek az A4ltalanositott problémanak is érdekes fizikai alkalmazdsat
lehet adni éspedig elektroncsovek anodaram-ingadozdsanak targyaldsanal.
Mint ismeretes, elektroncstvek katodjabol kilépo elektronok id6pontjai Poisson-
folyamatot kovetnek. Legyen egy u-0 idopontban kilépd elektron altal
infludlt dram id6beli lefolyasa f(u, y), ahol yx jelenti az elektron kezddsebes-
ségét, amely valdsziniiségi valtozd. A klasszikus statisztika szerint y Maxwell
eloszlast kovet. Az egyes elektronok altal influalt aramok Osszegezodnek és
Osszegiik n(v) adja az anodaram pillanatnyi értékét. Ezzel a problémaval egy
kiilon dolgozatban fogunk foglalkozni.

Az itt targyalt £(u, 2) folyamatot a kovetkezd fejezetben kimondott tétel
segitségével fogjuk targyalni. Miként bizonyos sztochasztikus folyamatok visz-
szavezethetok fiiggetien valoszinliségi valtozok osszegének a tanulmanyozasara,
igy az itt targyalt folyamat visszavezethetd bizonyos valosziniiségi fiiggvény
integraljdnak a meghatdrozasara.

6. §. Segédtétel

Most a kovetkezd segédtételt bizonyitjuk be I(2) additiv Markov-folya-
matra vonatkozdan.

LEMMA: A 2= O -ra’ értelmezett [(2) valdsziniiségi fuggvenyre legyen
érvényes, hogy

1. {0)=

2. 2 <n=2,< 210 L(z))-——é(z,) és C(z)—C(zs) fiiggetlen valoszini-
ségi vdltozok.

3. Legyen L(z+ Az)—g(z) viltoz6 ~ karakterisztikus fiiggvénye
M {eol=+a9-L@Y, — s 1.(2, m) és dlljon fenn m-ban egyenletesen a kovetkezd dssze-
fiiggés
(44) log Ya.(z, w)= 4z log Y(z, ») + 0(d2).

Ha P(S(2) = x)=F(z,x) és {(2) karakterisztikus fiiggvénye

(45) Dz, )= | e d,F(x, 2)
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ugy fenndll
(46)  log D(z, )= "log Y(u, m)du,
0

feltéve, hogy a jobboldalon dllo integrdl létezik. ©(z, ») ismeretében egyértel-

mien meghatdrozhato F(z, x).
Megijegyezziik, hogy ha a {(2) folyamat differencidlhaté és diferencial-
h)—L(z)

hanyadosa &(z) folyamat, azaz &(z) =1lim S+ 7
h—>0

lemben) tugy a 3. feltétel teljesiil és (2, ) nem mas, mint §(2) karakterisz-
tikus fiiggvénye, azaz ¥ (z, ) = M{ei*@},
Ekkor felirhatd, hogy

(valosziniiségi érte-

(47) L2)-= | &) du.
0

BizoNYITAS. Ismeretes, hogy fiiggetlen val6sziniiségi véaltozok osszegének
karakterisztikus fiiggvénye egyenld az egyes valtozok karakterisztikus fiiggvé-
nyeinek szorzataval. Ez a tétel azonban érvényes marad akkor is, ha csak
azt koveteljiik meg, hogy a valdsziniiségi valtozok 0sszegében mindegyik val-
tozo fiiggetlen legyen a megel6zd valtozok osszegétdl. Ekkor a valosziniiségi
valtozokat tdgabb értelemben fiiggetleneknek fogjuk nevezni. (Ez a tény lehe-
tové teszi, hogy tételtink kimonddsénal a 2. koveteiményt enyhitsiik és akar-
hany valtozo-novekmény fiiggetlensége helyett csupan kettdét koveteljiik meg.)

Tételiink ennek a tételnek kozvetlen altalanositasa arra az -esetre, midon
az Osszeadandd valoszinfiségi valtozok szamanak helyére egy folytonosan val-
tozo paraméter 1ép. Az altalanositds kozvetleniil keresztiilvihet6, ha az emlitett
tételt olyan alakban fogalmazzuk meg, hogy fiiggetlen, illetve az emlitett
tagabb. értelemben fiiggetlen valosziniiségi valtozok Osszegezése esetén az
egyes valtozok karakterisztikus fiiggvényeinek logaritmusai 9sszeadodnak.

Osszuk be a (0, 2) intervallumot 2,= 0, z,, ...,’z,=2 osztopontokkal n sza-
mu 4z = 2/n nagysagu szakaszra. Legyen £(z:))—C{(zi-)) =& (i=1,2, ..., n) gy
(48) ;(2) = El +.E_)+ e +.En-
A &8, ..., & valésziniiségi valtozok tdgabb értelemben fiiggetlenek és karak-
terisztikus fliggvényeik rendre Y4.(2i-1, ) (i=1,2,...,n). Tagabb értelem-
ben fiiggetlen valdszinfiségi valtozék Osszegének karakterisztikus fiiggvénye
egyenld az egyes valtozok karakterisztikus fiiggvényeinek szorzatdval, azaz

(49) .([)(Z, (r)) B 1_{ ’l)[/Az(Z,;-],(')).

Mindkét oldal logaritmusat véve

(50) log @(z, ®)=— >'log Wa(zi1, w)= > [log W(zi-1, ®) 42+ 0(42)],
i=1 i==1

ahol a masodik egyenldség a 3. feltétel kovetkezménye.
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Ha feltételezziik, hogy logv(z, ) a (0, z) intervallumban integralhato,
ugy n— oo esetén (50) jobboldala

G1) . _|'1og w(z, ) dz
0

integralhoz konvergal és ezzel igazoltuk allitdsunkat.
Megjegyezziik, hogy ha (51) integrdl hatdrértéke z — oo esetén létezik és
w =0 helyen folytonos, iigy lim F(z, x)= F(x) hatdreloszlds is létezik, mely-

nek karakterisztikus fiiggvényét @ (wm)-val jelolve fenndll :

(52)  log D(0)= | logy(z, w) dz.
0
MEGJEGYZES. Ha létezik E(2)=LC'(2) valosziniiségi fiiggvény és m-edik
félinvariansa véges, ugy
di log (2, a))J .
(53) Ai(2)=(— )lT L, U=L2...m

félinvariansok is végesek és ekkor C(z) félinvaridnsai .f;(2)-k is léteznek az
m-edikig bezarolag:

(54) 4@ —(— )l_d—‘ot"’dﬁ—(z"’)]w:o (G—=1,2,...,m)
¢és ezekre fennall .

(55) A;(z2)y== | Li(2)dz (G=12,...,m).
Ugyanis "ekkor . !

(56) 10g (2, ) = 34D G0y +-0(0)

és innen (46) segitségével adddik (55)._

7. §. A G(u,x) és G*(x) eloszldsfiiggvények meghatdrozdsa

Tekintsiik S(u,z) valosziniiségi figgvényt. Mivel u rogzitett, célszerii
lesz az események siiriiségét p(2) ==A(zu—=z2) fiiggvénnyel jeloini. Ekkor ha
ismerjiik C(u, z) valoszinliségi valtozd eloszlasfiiggvényét P(L(u,2) = x) ==
= F(z, x)-et ugy egyszeriien megkaphaté G(u, x) és G*(x). Ugyanis fennall,
hogy G(u, x)= F(u, x), ha p(2) = A(u—2) és G*(x)=:lim F(z, x), ha p(2) =.

Most a kovetkezd tételt bizonyitjuk be: ”

3. TETEL: F(z, x) karakferisztikus fiiggvényére @(z, m)-ra fenndll, hogy

(57) log @(z, ) =— J:p(l:)[l —q¢ (v, w)] dv,
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ahol
(8 ¢ (2, m) = | elore o g H(x).
0

BizonviTas: Jeloljiik &(u, 2+42)—L(u,z) karakterisztikus fiiggvényét
- Yu(z, m)-val, azaz P4 (2, )= M{e'@Ltz+39-L0xa0) Erre fennall, hogy
(59) Y, )= (1—p(2)42) + p(2) 1z [ eore2d H(x) + 0(d2).
o

Ugyanis £(u,2) a (z,z-+42) kozben nem szenved véltozast, ha ezen kozben
nem fordul elé esemény, aminek a valosziniisége 1— p(2)42-+0(42) és ekkor
C(u, 2+ 42)—L(u,2) =0 vagy vdltozdst szenved, aminek a valdszinfisége
PR)Az+-0(42) és ha L(u, 2+ 42)—{(u, 2)=f(2, ), ahol y = x {igy ennek a
valosziniisége H(x).

igy nyerjiik (59) egyenletet.

(58) jelolés bevezetésével (59) a kovetkezd alakban irhato
(60) Wiz, ) = (1 —p(2)12) + p(2) 42 ¢ (2, )+ 0(42)
¢s innen

(61) log (2, nﬁ:lgﬂﬁ’g—“’jf_’"i:—p(z) [1—g(z, )].

Igy {(u,z)-re alkalmazhatjuk segédtételiinket. Ugyanis (1, 2) az 1. és
2. feltételt nyilvanvaldan kielégiti. Most megmutattuk, hogy a 3. feltételt is
kielégiti. Ha (58) integral létezik, tgy (57) is létezik és ezzel tételiinket
igazoltuk. ’

Tovabbi kérdés, hogy mikor létezik lim F(z, x) = F(x) hatareloszlas-

fiilggvény. Most feltessziik, hogy 4(u) =/ allando. Erre vonatkozoan a kovet-
kez6 tételt bizonyitjuk be.
4. TETEL. Ha a kivetkezd kettls integrdl létezik és véges
(62) | [
0

0

[1e, ) a9

- aigy A(u) =1 esetén létezik llm F(z, x)=F(x) hatareloszlasfuggveny és ennek
karakterisztikus fuggvenyere (I)(w) ra fenndll, hogy:

(63) log ®(w)=—7 .|' [1—g(z, w)}dz.

[

BizonyiTAs: Hivatkozva LEvy—CRAMER emlitett tételére, elegendd kimu-
tatni, hogy létezik

(64) Cdim [[1—g(@ o)dr

hatarérték és az o =0 helyen folytonos.

+
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_ Legyen
(65) M= I, %) dH ()
ugy fennall ’ . _
(66) 1=, w)| = [0 M)
és igy :
(67) IJ[I — (v, m)ldv | =|o] J,M(v:)dt'.

Innen latszik, hogy ha (62) létezik, .ugy (64) minden véges o esetén létezik
és az » =0 helyen folytonos.

Jeloljiik most G(u, x) karakterisztikus fiiggvényét ¥(u, w)-val, azaz
(68) B(u, 0) = | e d.Gu, x)

és G*(x) karakterisztikus fiiggvényét #*(w)-val azaz

o

69) W)= | e dG*(x),
dgy fenndll o
(10) log W(u, )= — | A(u—2) [1 —g (0, 2)|d2,

0
amennyiben (58) minden z-re létezik és

e 2]

(1) log &*(w) = —1 | [l —g (0, 2)]dz,
o
amennyiben (62) létezik és véges.

1. MEGJEGYZES: Ha f(z, y) = ye ** valasztassal éliink és feltessziik, hogy
x varhato értéke veges, gy a fentiek a 3. fejezet eredményeit szolgaltatjak.

2. MEGJEGYZES: Jeloljik G(u,x) eloszlasfiiggvény j-edik félinvaridnsat
A;(u)-val, azaz legyen

di log ¥ (u, w)] o
S rya— (Jj=12..).

(12 L =iy [ 1R

_Segédtételiink alapjan kimondhatjuk, hogy ha

(13) L L@=Mu—2) | [f(z, OVdHX)

létezik és (0, u) intervallumban integralhatd ugy .1;(u) is létezik és fennall:

(14) () = | 4,(2)dz.

oo
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Ha specidlisan f(z, )= xf(2) és yj-edik momentuma létezik és ez

o

(15) M;= | xdH(),
gy ’ )
(76) A (@)= M; [i(u—2) [f@V dz.

G-
Ha G*(x) eloszlasfiiggvény j-edik félinvaridnsat .1;-vel jeldljiik és ez
létezik, ugy fennall:

(1) =2 || (exYaH(x)dz
€s f(z, x)=yxf(2) specidlis esetben
(18) C =M [[f@)Vdz

Ez a fizikai irodalomban jélismert CAMPBELL-formula. Megjegyezziik, hogy
az eredeti CAMPBELL-formula, mely csupan az atlagra és szordsra vonatkozott,
idok folyamdn nagymértékben 4ltaldnositva lett E. N. RowLAND, A. JA. HINCSIN,
S. O. RICE és masok altal.

3. MEGJEGYZES: A fentiekbdl kovetkezik, hogy 7”(u) atlagértéke:

19 M@y =2 | | [ £z, 0)aHE)| dz

feltéve, hogy az integral létezik. Ugyanis »*(u) atlagértéke megegyezik az elsé
félinvarianssal.
1" (u) szdrasnégyzete

(80) D@y =4 | [ (e yar )] az
0 0

feltéve, hogy ez az integral l1étezik. Ugyanis n*(u) sz6rasnégyzete D*{n*(u)} =
=M{1*(w)}— M {i*(u)} megegyezik a masodik félinvaridnssal.

8. §. Az ' (v) folyamat harmonikus analizise,

Megmutathatd, hogy ha
(81) | | £z, 0yaH )| dz
O
integral Iétezik, ugy #"(u) egy sziikebb értelemben staciondrius folyamatot
definial. Nekiink azonban erre nem lesz sziikségiink, hanem csak arra, hogy
az *(u) folyamat fdgabb értelemben staciondrius, azaz 1*(u) atlaga €s szorasa
alland6 és korrelacids fiiggvénye nem fiigg u-tol.
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Mint az el6z6 fejezetben lattuk, fennall

w o

82 M@y =2 [ [ fex)dHE) dz=m
éS " 0 0
®) D=2 ||| (e oraH]dz—et L

feltéve, hogy ezen integralok léteznek. Ezek a mennyiségek u-tdl fiiggetlen
allandok, amelyeket ezért m illetve o>-tel jeloliink.
Definialjuk #*(u) korrelacios fliggvényét a szokott modon:

(84) ) R(T)Z M{'Z*(U) 72*(012_7_)}""’"

Ennek meghatdrozasdra a kovetkezd tételt bizonyitjuk be:

5. TETEL: A fent definidlt 1*(u) staciondrius szfochasztikus folyamat
korreldcios fiiggvényére fenndll, hogy

(85) ' R(r)——T H‘f(u x)f(u—-, x)dH(x)]du

és 5’(1‘) T-nak pdros fiiggvenye

BIZONYITAS: Tekintsiik 6(u) = 1*(u) +a,*(u—) folyamatot. Ez a folya-
mat szintén staciondrius €s csupan abban kiilonbozik az el6z6tol, hogy f(u, x)
helyett f(u, y)+f(u—,y) szolgaltatia az u =0 id6pontban kezdsdott jel
id6beli lefolyasat. Erre nézve fennall

D216 =2 [[ [ (Ft, 9+ Fa—r, 9 dH | du — 20+
(86) 0 0

e}

122 [ [ ff(uv X)f(u—, X)dH ()| du

Masrészt pedig éltalénosan érvényes, hogy & és & valdsziniiségi valtozok
Osszegének szorasnégyzete
(87) D{&+&)}) = 0} +2R0,0,+ 03,
ahol of, illetve o} jelenti &, illetve & szorasnégyzetét és R jelenti & és &,
korrelacios koefficiensét. § — #*(u) és & = "(u—7) vélasztdssal azt nyerjiik,
hogy
(88) D*{6(u)} =20+ 20°R(7).
(86) és (88) oOsszehasonlitasabol adodik (85).

Staciondrius sztochasztikus folyamatokra A. jA. HINCSIN [13] BOCHNER

tételére hivatkozva bebizonyitja, hogy annak a sziikséges és elegendd feltétele,
hogy R(t) egy staciondrius folyamat korrelacids fiiggvénye legyen, az, hogy
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eléallithato legyen a kovetkezd alakban :

. (89) R(x) = | cos T dF(w),
ahol F(w) egy valoszmuseg1 eloszlasfuggveny F(w)-at a processzus spektrélis
fliggvényének nevezziik.

A fizikdban egy ilyen sztochasztikus processzus spektralis fiiggvénye alatt:
(90) G(w) =m* -+ 0*[F(w)— F(—m)]
fiiggvényt értik, melynek szemléletes jelentése a kovetkezd: Ha 1" (u)-t &ramnak
tekintjiik, melyet egységnyi ellenalldson vezetiink keresztiil, gy a leadott
atlagos teljesitmény . :

1) ’ lim M I “]‘[n*(u)]'i dul = M{ (5 @) =m'+0°

és ennek a teljesitménynek a 0 = w < oo frekvencidkra valo eloszlasat szol-
galtatia G(w), amely a (0, w) frekvenciasivban leadott teljesitményt adja.
Itt o korfrekvenciat jelent, azaz w = 27tf, ahol f a kozonséges frekvenciat jeloli.
Ezutan F(m) meghatarozasaval fogunk foglalkozni.
Tegyiik fel, hogy f(u, x) minden véges x értékekre abszoliit és négy-

zetesen integralhato fiiggvény, azaz “
(92) Jmlf(u x)|"du<oo (p=1,2).
Ekkor mint ismeretes, 0f(u, x) elédllithatd Fourier-integral alakjaban. Legyen
(93) | Jfu, x)= r Ao, x)e dwm,
ahol ' o 3 )
(94) Ao, X) = %f f; x)e-ion du.

0

A fizikai irodalomban 2|A (w, x)|-et tekintik f(u, x) $pektrélis el6allitasban
az o frekvencidju komponens amplitudo-siiriiségfiiggvényének.

Ebben az esetben PLANCHEREL tételébdl kovetkezik, hogy
(95) 1, )P du = 4= | | Ao, x)Pdo.

0 0

Ha f(u, x) négyzetesen integralhato, ugy f(u, x)<f(u—r, x) is négyze-
tesen integralhaté és akkor erre alkalmazva PLANCHEREL tételét, egyszeriien
adodik, hogy fennall

(96) ' [f(u, x)+ fa—r, X)) du = 4:rJ. [A{m, X)) 242 cosmtr)do.

0




POISSON FOLYAMAT ALTAL SZARMAZTATOTT MASODLAGOS FOLYAMATOKROL 493
i

Innen (95) tekintetbevételével kovetkezik, hogy’

97) J.[ flu, x)f(u—=, x)]du=4=x | |A(m, X)) cos mT dm.

V]

Képezziik mindkét oldal Stieltjes integraljat H(x)-szerint

(98) _ﬂff(u, x)f(u—m, x) du] dH(x) = 47tﬁf| A(w, x)f coswT dw]dH(x).

Ha feltételezziik, hogy a (85) alatti korrelacios figgvény ©—0-ra létezik,
ugy ezek az integralok is léteznek és egyszeriien belathatd, hogy az integ-
raci6 sorrendje felcserélhets. Igy

R(t)— f | J‘f(u, ) (a—, ) dH(x)

(11

(99) "
__ 4w [

o2

du =

J]A (0, x)PdH(x)| cos mr dwm.
o 0

Ez az el6dllitds azt is mutatja, hogy a HiNcsIN-féle (89)-es eldallitdsban
szerepld F(w) fiiggvény m-szerint differencidlhatd, F’(w), w-nak pdros fiigg-
vénye éspedig

2514
o?
(

(100) F'(w)= J|A(m, X)*d H(x).

Ez az el6dllitdis valamennyi m-ra érvényes, mivel |A(w,x)|, @-nak péros
fliggvénye. '

Megiegyezziik, hogy G. POLyA [14] karakterisztikus fiiggvényekrol szolo
munkéajdban kimondott tétel szerint, ha R(tr)-rdl feltessziik, hogy <> 0-ra -
konvex, tigy kovetkezik, hogy a HINCSIN-féle (89)-es elballitisban szerepld
F(w) eloszlasfiiggvény o ==0-ra minden esetre differencialhat6 és differencial-
hanyadosa m-nak paros fiiggvénye.

Kimondhatjuk tehat a kovetkezd tételt:

6. TETEL. Tekintsiik a fent definidlt 1*(u) sztochasztikus folyamatot,
melyrdl feltételezziik, hogy a (85) alatti korreldcios fiiggvénye létezik. Tegyiik
fel tovdbbd, hogy f(u,x) a tekintetbe jovo x értékekre abszoluf és négyzetesen
integrdlhato, ekkor R(t) korreldcios fiiggvény Hincsin-féle (89) elddllitdsdban
szerepld F(w) eloszldsfiiggvény o szerint differencidlhato és fenndll:

222 |4, 9 ran)

a2

(101) . Fl(w)=

0

32 Matematikai és Fizikai Osztaly Kozleményei.



494 TAKACS LAJOS

A fent emlitett 0 = m < oo-ra értelmezett G(w) spektralis eloszlas Ossze-
tevddik egy w=0 helyen 1év6 m’ nagysagl ugrdsbol és egy folytonos
szakaszbol, melynek siiriiségfiiggvénye

[+ 2]

(102) G’ (@) — 4:vd || Ao, x) dH(x).
0
MEGJEGYZES : Ha f(u, X) = Xf(u) és f(u) Fourier-transzformaltja
1 -
(103) A(w)= Z%Jf(u)e du,
tovabbé ’
(104) M= | x*dH(x),
0

igy A(w, x)=xA(w) és
(105) G () = 44 M, A(0)]?
és (85) alapjan

(106) Ry =2 | ) fu—myau,
ahol . ’
(107) ot = LM, [ [fw)Fdu.

9. §. Példdk

Ebben a fejezetben csupan #*(u) folyamattal fogunk foglalkozni és feltessziik,
hogy f(u, x) = ye-*, ahol y eloszlasfiiggvénye H(x). Ezt a folyamatot elek-
tronsokszorozokkal torténd részecskeszamlalasra alkalmazzuk.

Most 4 jelenti az elektronsokszorozd katodjahoz érkezd korpuszkulak
idobeli slirtiségét. y jelenti az egyes elektronok altal létrehozott fesziiltseg-
lokések amplitudéit. « = 1/RC, ahol RC az észlelé berendezés id6allandoja.
Ha az er0sité kiiszObfesziiltsége: a ugy a latszolagos esemény siirfiség :

(108) Y (@)=AK"(a),

ahol K*(a) Fourier—Stieltjes transzformaltja

(109) R(@) = | e dK"(a) = [1— ¢ ()] D" (o)
és itt ’

(110) () = e dH(x)
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és
o ) . 1
tor L ([ 1—g(we ‘
1) e@=[e e e |- A 1200 4,
! . v
] 0

G'(x) és K*(a) ismeretében konnyen meghatarozhato «*(¢, a), m*(t, a) és
9*(a) is (33), (39) és (43) formulak segitségével.

1. ESZLELES! PROBLEMA. Legyen y valosziniiségi valtoz6 exponencidlis
eloszldsu, azaz H(x)=1—e**(x = 0), ahol u =M {y} pozitiv dllandd. Ekkor

(112) p(0) =1 —iop)"
és innen (111) szerint
(113) O ()= (1—iou)™*
és (109) szerint
A 2
(114) R(w)=(l—i(u‘u)“;—(l—io),u)_g‘l.
Ezek segitségével
@ —A—~1
(115) G = [ewnQRI"_dy
’ A)
)
«
és
i
-a/ / @
(116) K*(a)— 208 ';("f “°
r{e+]
ahonnan
A
(117) m(t):uﬁ’f]@ﬂ)i,
2y
«
t ¢ 2
(118) T(t)_z——;ﬁ Je‘yy“ dy,
e
o i_l
Je'Jy“ dy
(119) Ha)y=a -

e~a/,u.(al,"u)-¢;
Az itt szerepl6 nem teljes és teljes gammafiiggvények hanyadosara tablazatok
taldlhatok K. PEARSON {15] konyvében.

32¢
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Most a latszolagos eseménysiiriiség a kiiszobfesziiltség mellett

A
(120) 10y — Aeow BIB"

2 A
rli+2)
Itt u jelenti egy jel atlagos amplituddjat és 2’(a) akkor lesz maximalis, ha
0— l{—:' . Legyen specidlisan 4/e.— 0,25 (példdul 2= 10"sec~" és « = 4.10° sec™*

azaz RC=2,5-10""sec) tugy a=—zu jeloléssel a kovetkez$ tablazatot allit—
hatjuk Ossze: :

z A4 2 A/A 2 A z /A
0,00 | 0,0000 | 0,50 | 05627 | 1,00 | 0,4059 | 1,50 | 0,2724
005 | 04963 | 055 | 05482 | 1,05 | 03908 | 1,55 | 0,2613
0,10 | 05614 ' 0,60 | 05329 | 1,10 | 0,3761 1,60 | 0,2505
0,15 | 05910 | 0,65 | 0,5171 1,15 | 03618 | 1,65 | 0,2401
0,20 | 06041 | 0,70 | 05011 | 1,20 | 0,3478 | 1,70 | 0,2301
0,25 | 06076 | 0,75 | 04850 | 1,25 | 0,3342 | 1,75 | 0,2205
030 | 06049 | 0,80 | 0,4688 | 1,30 | 0,3211 1,80 | 0,2112
035 | 05980 | 085 | 04528 | 1,35 | 0,3083 | 1,85 | 0,2023
040 | 05881 | 090 | 04369 | 1,40 | 0,2959 | 1,90 | 0,1937
045 | 05762 | 095 | 04212 | 1,45 | 02840 | 1,95 | 0,1855

2. Koincidencia probléma.

a) Véletlen koincidencidk. Legyen ismét yx eloszlasfiiggvénye: H(x)=
=1—e " (x=0). Most szdmlaljunk két 4 sfiriiséggel érkezd korpuszkula
processzust két ugyanolyan elektronsokszorozéval. Ekkor a kiiszobfesziiltség
mellett a koincidencidk latsz6lagos sfirfisége (120)-bol, abban 4 helyére 22-t

téve
2

(a/m)”
a0 -
rl1+2
Ennek maximuma: @max = 24u/e-nél van. Legyen 4/e=0,25 mint az el6z6
példdban és z=a/ui ugy

(121) Ji(@) = 24e-

z iy z il 2 z A/ z iy z /A
0,000 0,0000 | 0,05 | 04800 | 055 | 09656 | 1,05 | 08092 | 1,55 | 05963
0,001| 00713 | 0,10 | 06457 | 0,60 | 09594 | 1,10 | 0,7879 | 1,60 | 0,5763
0,002| 0,1007 ! 0,15 | 0,7523 ! 0,65 | 09498 | 1,15 | 0,7663 | 1,65 | 0,5567
0,003| 0,1232 | 020 | 08263 | 0,70 | 09376 | 1,20 | 0,7446 | 1,70 | 0,5375
0,004| 0,1422 | 025 | 08788 | 075 | 09232 | 1,25 | 0,7229 | 1,75 | 0,5188
0,005 0,1588 | 0,30 | 09157 | 0,80 | 09070 | 1,30 | 0,7013 | 1,80 | 0,5005
0,010| 0,2234 | 035 | 09408 | 0,85 | 08893 | 1,35 | 0,6798 | 1,85 | 0,4826
0,020| 0,3128 | 040 | 09567 | 0,90 | 0,8704 | 1,40 | 0,6585 | 1,90 | 0,4653
0,030| 03793 | 045 | 09653 | 0,95 | 08507 | 1,45 | 06374 | 1,95 | 0,4484
0,040| 04337 | 050 | 09679 | 1,00 | 08302 | 1,50 | 06167 | 2,00 | 04319
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b) Miikoincidencidk. Az el6z6 eredményt azzal a feltevéssel nyertiik, hogy
az elektronsokszorozok katddjaira érkezé korpuszkuldk fiiggetlenek egymastol.
Most tegyiik fel, hogy a két processzus kozott teljes kapcsolat van; azaz
mindkét elektronsokszorozé katddjara esd korpuszkuldk pontosan egyidében
€rkeznek. Kérdés, mennyi lesz ekkor a latszolagos koincidencidk siiriisége.
Ez a két folyamat visszavezethetd egyetlen olyan folyamatra, melyben az ese-
mények sfirisége 4 és a jelek amplitudoinak eloszlasfiiggvénye az el6z6
1—e“*(x=0) eloszlas 6nmagdaval valé kompozicidja, azaz

(122) H(x)=1——(1—|—z)e‘“‘ =
Ekkor AR
(123) p(@)=(1—iop)™
és
1
WO M a e D e [ iou % ]
(124) log @*(w) = 7{————-—1’ db—a : st ey log (1—imw)
azaz
b ,i L e ~i “%(l/a)’ »_)-__74
D*(w) = (1—iou) *e* "ot —e « - —iou) ©
125 o* L8 = }! 1—i
€s
e “(l/a) e s Dkaay
(126) R(w):——luuz [(l—io),u) ¢ H(l—iowp) © ],
ahonnan
= & . Gy o
(27 @)= yeneHD A JeJ"(————y/‘u? &
és : (74—1)

A %
TR —+j+1
(]28) K*(a) Ze—?x’ (l/ a) e«(t/y (;/ALL) +e_(,‘,“ __(_q;/_‘L_L_)_____ :
AL i) rigeen
A Bessel-fiiggvény definicidja szerint

(129) J,(ix) = (%) 2, - rgf/i):+ <

s

€s ennek segitségével

e, VB el E)

(130)  K*(a)=e "”)(a/ﬂ)” | H/z ) ”m/;—a—)*
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Ha Z/a=n egész szam, ugy K*(a) kiszamitisa visszavezethetd Poisson-
eloszlast mutaté valdsziniiségi valtozok kiilonbségének az eloszlasfiiggvényé-
nek meghatérozésara éspedig

(131) K*(a):P(gl_E:}:n)_{_P(El_:E‘l=:n+1);
ahol :
(132) - PE == -
és
% etn

Poisson-eloszlasra jo tablazat taldlhaté E. C. MoLINA [16] konnyvében.
Ekkor a koincidencidk latszolagos sfirfisége :

(134) . A (@=AiK(a),
ahol K*(a)-t (130) szolgéltatja. Legyen mint elébb 4/« =0,25 és z=a/u,
ugy :

z y Ay z ) 2 W/ z /A z /A
0,000 0,0000 | 0,05 | 0,4059 0,55 0,6749 1,05 0,6588 1;55 0,5707
0,001 | 0,1528 0,10 0,4814 0,60 0,6793 1,10 0,6520 1,60 0,5603
0,002| 0,1817 0,15 0,5303 0,65 0,6820 1,15 0,6446 1,65 0,5497
0,003| 0,2011 0,20 0,5664 0,70 0,6831 1,20 0,6367 1,70 0,5391
0,004 | 0,2161 0,25 | 0,5944 0,75 0,6828 1,25 0,6283 1,75 0,5284
0,005 | 0,2285 0,30 0,6167 0,80 0,6813 1,30 0,6194 1,80 0,5176
0,010 0,2717 0,35 0,6345 0,85 0,6786 1,35 0,6102 1,85 0,5068
0,020 0,3231 0,40 0,6487 0,90 0,6750 1,40 0,6007 1,90 0,4960
0,030 0,3575 0,45 0,6599 0,95 0,6704 1,45 0,5909 1,95 0,4852
0,040 | 0,3840 0,50 0,6685 1,00 0,6650 1,50 0,5809 2,00 0,4744

Az 1. abran feltiintettiik 47/4, 41//4 és (A.—4f)/4 mennyiségeket z — a/u
fiiggvényében. Ha azt akarjuk megvizsgdlni, hogy két elektronsokszorozo
katodjara es6 korpuszkuldk érkezési idejei kozott van-e kapcsolat vagy nincs,
ugy mivel mint lattuk fiiggetlenség esetén 4.(a) volt a véletlen koincidencidk
latszolagos siiriisége és teljes kapcsolat esetén 4;'(a), tehét célszerii a-t ugy
megvalasztani, hogy |4i.(a)—4i (@)| maximum legyen.

3. Eszlelési probléma. Legyen H(x) n-indexhez tartozd gamma-eloszlas,
azaz 1—e**(x=0) exponencidlis eloszlds ©onmagaval valé n-szeres kompo-
zicidja, azaz

Sy R Gy
(135) H(x)—Je ) 21— S G

ugy
(136) g()=N—ion)"
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és
: log @*((0) = i I—Md
(137) o
n-1
[Iog (1—iouw)+(n—1)— Z(l—l(z)u) ]
azZaz
7\ ?» 7\ n-1 2
(138) D*(w)=e ! (1——1(uu) Cry= = =
-—(n-l) &) 'Z*&
—e ¢ Z C(l—iow) <,
=0
ahol
Vitvot . HVy
(139) e ——1—7(’—) i
V25t . -1 v, =1 V1! 7/2!' A Vn_1! «
a7
0 025 95 075 10 125 150 200"
-g1
1. abra
Ekkor
( : A d
(140) G*(x)— = )ZC J ey/# (y“}) l_ly'
Ao
Tovabba
R(w) =[1—g¢(w)] P*(v) =
(141) =—iop [(l—i(uy)'l—l— +(1—ia)‘u)’”] D*(w) =
:-—w)ue ° )Z B.(1—iop) « "
ahol
r-1
(142) B.— 2 G
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Itt /=0-ra Ci-et (142) definidlja és /<0O-ra C;=0. Ennek segitségével

’ 2 B o _a . %+r+l
(143) K@= *" "> pew a0’
r=|\ - ;,
! (T”)

G*(x) és K*(a) kiszamitdsara j0 segitséget nytijt PEARSON [15] tablazata.
Abban az esetben, ha A« egész szam, ezen sorok kiszdmitisa Poisson-
eloszlasra vonatkozo tablazat segitségével végezhetd el.

Az el6z6 példanal targyalt koincidencia problémdra teljes kapcsolat
(miikoincidencidk) esetén a fenti formuldk felhasznalhatok, mivel két gamma-
eloszlas kompozicidja ismét gamma-eloszlas.

4. v*(u) folyamat harmonikus analizise. Legyen H(x) eloszlasfiiggvény
tetsz6leges, amelynek els6 és mdasodik momentuma M, és M, véges. Ha

fw, )= xf(u), ugy (106) alapjan

(144) . R(t)=e"l",
fiiggetleniil H(x) eloszlasfiiggvénytol.
G(w) spektralis eloszlasnak az w =0 helyen m?= M{/e® nagysagui

ugrasa van €s O<m<oo-ra differencialhato és differencidlhanyadosa (105)
szerint .

oL 20M,
(149) G @) =0
ugyanis
(146) Aw) == | e giongy . 1!
D=2 )¢ 27 etio

0
Végiil koszonetemet fejezem ki RENYI ALFREDnak a dolgozat atolvasa-
saért és szamos €rtékes megjegyzéséért.

Magyar Tudomdnyos Akadémia
Alkalmazott Matematikai Intézete.
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FUGGELEK

Bemutatia Rényi Alfréd lev. tag az 1953. jinius 8-dn tartott felolvaso iilésen

v Ebben a fiiggelékben a dolgozat 3. tételére adunk attol eltéré elemi
bizonyitast, amely egyben dltaldnosabb is.

Tekintsiink egy ltalaban idében nem homogén PoissoN-féle sztochasz-
tikus folyamatot 0 =t <oo id6pontokban. Legyen (O, f) id6intervallumban el6-
fordul6 események varhatd szama : A (¢). Feltessziik, hogy .1(0)=0 és A4 (¢) t-nek
nem csokkeno fiiggvénye. Ekkor mint ismeretes, annak a valosziniisége, hogy
(0, t) iddkozben pontosan n szamu esemény fordul eld.

(1) P(t, n) —e-1® —ugm i

Tegyiik fel, hogy a Poisson-folyamatban el6forduldé minden egyes esemény
elindit egy f(u, y) id6beli lefolydst jelet, ahol y valosziniiségi valtoz6 és u
jelenti a jel kezddpontjatdl szamitott id6tartamot. Legyen f(u, x)=0 ha u<O.
Tegyiik fel, hogy az egyes jelek linedrisan 0sszegez6dnek, azaz ha a Poisson
folyamatban (0, t) id6kozben el6forduld események iddpontjait: #,, 1,, ..., f.-nel
jeloljiik €s az események altal meginditott jelek véletlen paraméterei rendre
A1y H2s - xn UGy a jelek Osszegének értéke ¢ idopontban :

@) u(t) = 3 Ft— b )

Feltessziik, hogy x,, 72, - - -, jn, - - . fliggetlen valosziniiségi vaitozok, melyek
mindegyikének eloszlasfiiggvénye: P(yx = x)= H(x).

Célunk az, hogy meghatdrozzuk 1(f) valdsziniiségi valtozo eloszlastiigg-
vényét: P(n(t)=x)—= F(f, x)-et valamennyi { értékre. Az eloszlasfiiggvény
egyértelmilen meghatarozhatd a karakterisztikus fiiggvény ismeretében, melyet
jeloljiink a kovetkezéképpen :

3) D(t, 0) = | eord,F(t, %),

- o

Erre vonatkozoan a kovetkezd tételt bizonyitjuk be:
3b. TETEL: Ha

(4) e (U, (,I)) . J"e;m/'(u, .,.)dH(x)
integrdl 0 =u<t értékekre majdnem mindeniitt létezik, ugy fenndll
t
(5) D(t, 0)—exp | — [[1 —g(t—u, w) | dA (@) |.
0

BizonyiTAs: Eldszor bebizonyitjuk a kovetkezd segédtételt, amelyen a
tétel bizonyitdsa alapszik:
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LEMMA : Azon feltétel mellett, hogy a fentemlitett Poisson-folyamatban
(0, 1) idokozben pontosan n esemény fordul eld, az n szdmu esemény elfordu-
ldsi iddpontjai gy tekinthetok, mint n szdmu fiiggetlen véletlen pont eloszldsa
(0, 1) iddintervallumban, melyek mindegyikére annak a valdsziniisége, hogy
(0, x) iddintervallumba esik (0=x=t): A(x)/A(%).

Legyen 1, valdsziniiségi valtoz6 a Poisson-folyamatban (0, ¢) iddinter-
vallumban el6forduldé események szama €s legyenek 0=§ =§=...=§,=...
az egymast kovetd események idépontjai. Ekkor allitdsunk igazoldsdra elegendd
kimutatni, hogy 0=x,=x=...=x,=... érteckekre fennall a kovetkez6 fel-
tételes valosziniiségeloszlas -

(6) PE=x,8=%,.., L=, | 1p=n) ==

¥ n! [ A(x,) H A (xs)— A (x) }, _ [ A(x)— A(X0-1) },
i RN LA A(t) () ’
ahol az Osszegezés azon j értékekre terjesztendd ki, amelyekre

hELAa+hzZ2,.. i+t Hjeizn—1 € ji+jp+ -+ ju=n.
A jobboldal ugyanis (0,f) id6intervallumban az emlitett torvény szerint
elosztott n szamu fiiggetlen pont nagysdg szerint rendezett koordinatdinak,
azaz (§,&,...,8) n szamu valdsziniiségi valtozo, egyiittes eloszlasfiiggvé-
nyét adja.
A feltételes valdsziniiségek definicidja szerint
PE=x,5=x,.., 5 =x.n)—
M , PE=X,5=12,... 5 =X.; j=n)
P(1s=n)

Most

(8)

et S )P [AG)— AR () — A ) ]
jl,:’jn jl! j2! jn!
ahol az 6sszegezés kiterjesztend(’j".’j1 =L, h+/5=2,..,hF i =n—1
€s Ji+Jja+ - -+j.= n értékekre. (8) jobboldala megegyezik annak a valoszi-
niiségével, hogy a Poisson-folyamatban (0, x,), (X, X,), ..., (Xn-1, X.), (Xa, £) inter-
vallumokban rendre j, /s, ...,j., 0 esemény fordul eld, ahol a lehetséges j
értékeket az el6z6 egyenlétlenségek definialjak.
Mivel (1) szerint ‘

()] P(Op=n)=¢10 _[_/I_n(t'_)]i

P(gléxl;:&ﬂfxz;---;gtf§ X s ']t::'n):

2

)

kovetkezoleg (8) és (9) felhaszndlasaval (7) kifejezés jobboldala, megegyezik
(6)-tal, amit bizonyitani kivantunk.

Ezutdn ratériink a tétel bizonyitdsara. El6szor is megallapitjuk, hogy egy
(0, t) idokozbe est véletlen pontbdl (melynek -eloszlastorvényét: A(x)/A(t)
szolgdltatja) mint kezdépontbol elinduld jel ¢ id6pontban mért nagysaganak




504 TAKACS LAJOS: POISSON FOLYAMAT ALTAL SZARMAZTATOTT MASODLAGOS FOLYAMATOKROL

karakterisztikus fiiggvénye mivel egyenld. Ha tudjuk, hogy a jel u 1d0p0ntban
kezdodott, tigy ezen feltétel mellett a karakterisztikus fiiggvény

(10) ¢, w) = j' eioft-u0q H(x).

Mivel u eloszlasfiiggvénye . (u) A(t), ezért egy véletlen pont altal elinditott
jel ¢ idopontban mért nagysagdnak karakterisztikus fiiggvénye a feltételes var-
haté értékekre vonatkozo tétel felhasznélasaval:

4

#

(1 () = ﬁ_[qp(f—u, m)d A(u).

Ha (0, f) intervallumban n szdmu esemény fordul eld, ugy segédtételiink sze-
rint a jelek értékeinek Osszege ¢ iddépontban n szama fiiggetlen valdsziniiségi
valtozd Osszege, melyek mindegyikének karakterisztikus fiiggvényét (11) szol-
galtatja. Igy az osszeg karakterisztikus fiiggvénye: [w.(m)]".

Mivel n esemény bekovetkezésének valosziniiségét (1) formula szolgal-
tatja, kovetkezoleg '

(12) o)~ X er0 MO o)) = e tommon,

Ez megegyezik (5) formuldval és éppen ezt kivantuk bizonyitani.

Magyar Tudomdnyos Akadémia
Alkalmazott Matematikai Intézete.
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