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(Megijegyzések az additiv folyamatok elméletéhez)

PREKOPA ANDRAS
Bemutatta Rényi Alfréd lev. tag az 1952. november 3-dn tartott felolvaso iilésen

Bevezetés

Jelen dolgozatban a kovetkezd jeloléseket fogjuk hasznalni. Legyen {&}
egy sztohasztikus folyamat; a§,—&, kiilonbségre vezessiik be a kovetkezd
jelolést '

&=8—&,
ahol J a véges (f, t,) intervallumot jeloli. Jelentse tovdbba Wi(J) a kovet-
kezd valosziniiséget :
Wi(J)=PE =12,
F(x,]) pedig a &, valtozd eloszlasfiiggvényét. F(x, /) karakterisztikus fiigg-
vényét jelolje f(u,J):

fl,Jy= | e dF(x)).

A targyalas alapjat képez6 folyamatot egy véges, zart / intervallumban
fogjuk tekinteni. Ebben az intervallumban {&} tegyen eleget a kivetkezd felté-
teleknek : (/-vel ezentil / valamely részintervallumat fogjuk jelolni.)

A) Ha J,, /., ..., /. az [ intervallum egy felosztasat jelenti /=jJ,+ J,-+
+ -4/, @ megfeleld &;,,&,, ..., &, valtozok fiiggetlenek;

B) A &, véltozék egy valos szamokbdl allé megszamlalhato halmaz
elemeit vehetik fel, mely halmaz fiiggetlen / specidlis vélasztasatol.

Az A) feltételbdl kovetkezik, hogy ennek a halmaznak Z;-val és A-lel
egyiitt tartalmaznia kell egy A.-et ugy, hogy A.-+ 4 =4, , masszoval egy fél-
csoportot kell alkotnia az Osszeadasra nézve.

C) 1—W,(J)=1—P(&, =0) folytonos intervallumfiiggvény, vagyis

I— Wo(]) -0,
ha J Osszehtzodik egy rogzitett pontra.

A C) feltételbdl kovetkezik, hogy 1— W,(J) egyenletesen is folytonos
I-ben.* Ugyancsak a C) feltételbdl kovetkezik, hogy 1—f(u, /) is egyenletesen

* Legyen @ (J) egy folytonos intervallumfiiggvény az [ zart véges intervallumban ;
ebben az esetben ¢(J) egyenletesen is folytonos I-ben. Ellenkez$ esetben ugyanis léteznék
egy oly ¢-> 0, hogy kivalasztva egy alkalmas J, sorozatot |[p(J.,)|= ¢y, annak ellenére,
hogy /.| — 0. Jelentse d az J, intervallumok kézéppontjainak egy siiriisédési helyét, akkor
kivalaszthatunk egy olyan J, részsorozatot, hogy ezen részsorozat intervallumainak a kozép-~
pontja konvergal d-hez. Mivel a J; intervallumsorozat a d pontra osszehizodik, kovetke-
zik, hogy ¢ (/i) — 0, ami ellentmondas.
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folytonos mégpedig u-tol fliggetleniil, ugyanis
tovabba, hogy a & folyamat gyengén folytonos, hiszen
P(IE;] > 8) =1 —P(ﬁJ =0) — 0.

Az A) és C) feltételekbdl kovetkezik, hogy &, korlatlanul oszthato elosz-
lassal rendelkezik ([1] 161—163.) és igy log f(u, ) elballithatd kanonikus
alakban :

log f(u, Iy —iy(l)u— 0—(1)

iux iux
+ J(e — )dM(x, 1)—{—J(e 1+x2)dN(x’ ),

ahol y(/) és o(l) allandok, M(x, ) és N(x, I) nemcsokkend fliggvények a
(—o0,0), illetve a (0, o) intervallumokban; M(—oe)=N(o0)=0és

)

0 1
| x2 dM(x, 1)+ | 2 dN(x, [) < oo
-1 6

A mi esetiinkben az (1) formula egy egyszeriibb kifejezésre redukalo-
dik. Ezen dolgozat legf6bb célja az, hogy ezt az egyszeriisitést elvégezze és
a kapott kifejezésben M(x, I) és N(x, [) konkrét jelentését megadja. J

1. § M(x,1) és N(x, 1) jelentése

TETEL: ha az A) B) C) feltételek teljesiilnek, akkor az (1) formula a
a kovetkezd alakba irhatd:

@) log f(u, I) = ,2:1 Cr (1) (€™ —1),
ahol

3) Cuyll) = | Wi (), 20

és

“) g ka(l)_=j(1 — Wo(J)) < ce.

(3)-ban (4)-ben az integralok a BURKILL-féle értelemben vannak véve.

BizoNyiTAs. Elészor kimutatjuk, hogy o(/)==0. Valéban az (1) formu-
laban szerepld f(u, I) fiiggvény két karakterisztikus fiiggvény szorzata:

f(ll, 1) =fl(u’ I)_ﬁ(ll, 1):
o,

fl(u: I):e_Tu

ahol
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a kovetkez6 normalis eloszlas karakterisztikus fliggvénye :

Fi(x, )= Vz—fm(l) fe "ﬁ(n dy.
Mivel
|A]
F hD)—F(x, )| = ———
) R D—F Dl = 2

F(X, I)= j?F1(X_y; 1) dFQ(yr 1)?

kovetkezik, hogy
L
o(l)
ez azonban ellentmondés, mert feltételeztiik, hogy F(x, ) lépcsds fiiggvény.
(Ezt a bizonyitast lasd [2], 94—95.)
f(u, I) az u valtoz6 majdnem periodikus fiiggvénye:

f, 1= %; Wi, (1) e,

f(u, I)-vel egyiitt log f(u, I) is majdnem periodikus. Ehhez csak azt kell
belatnunk, hogy |f(u, I)] = 0 >0, mert log z folytonos a 0<d=|z|=1 ftar-
tomanyban €s ismeretes, hogy egy majdnem periodikus fiiggvény folytonos
fliggvénye is majdnem periodikus. Ha elvégezzik az /=J/,+/)o+ -+ /u
felbontast, ahol |/i| (/. hossza) elegendé kicsiny ahhoz, hogy a C) feltétel
kovetkeztében | f(u Ji)| = n >0, kovetkezik, hogy

[, 1)1~ﬂ|f(u Il =r=0>0.

Szorozzuk meg (1) mindkét oldalat

|F(x—+h, ) —F(x, )| = Vo

2Tvel és integraljunk a (—7,7)

intervallumban ; ha Fubini tételét alkalmazva el6szor az u valtozé szerint
integrélunk azt kapjuk, hogy

0

—27 f‘ogf(” du—= ﬂl_ s‘;Tx) dM(x, 1) + f(‘_ SH}Tx) AN, T).

- oo

Ha T — oo, akkor mivel log f(u, /) majdnem perlodxkus, a baloldalon véges
hatarértéket kapunk, figyelembe véve még, hogy

sin Tx
I-Tzo,

alkalmazhatjuk Fatou tételét, melynek segitségével azt kapjuk, hogy
0

(5) - [am, 1)+j dN(x, 1) < .

‘o [
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M(x,1) és N(x,I) tehat korlatos véltozdsiak x szerint, masszéval az
x =0 pontban véges hatarértékkel rendelkeznek. (5) alapjan az (1) formula

a kovetkez6 alakra hozhatéd:
0

©) logfu, =iy Nu+ | (€—1)dM(x, 1)+ [(=—1)dN(x 1),

ahol

0 o]
) — - X X
P =) — | i M D~ | dNG )
- Y]
Itt +'(/)=0, ugyanis (6) baloldala és jobboldalanak két utols6 tagja u-nak
korlatos fiiggvénye.

M(x,1) és N(x,I) ugr6 fiiggvények; ez abbol kovetkezik, hogy (6)
baloldalan majdnem periodikus fiiggvény all. Ugyanis, ha elvégezziik a kovet-
kezd felbontast:

M(x, )= M,(x, 1)+ Ms(x, 1), N(x,1)=Ni(x,])+ Ny(x, ),
ahol mindkét kifejezésben az els tag ugrd fiiggvényt jel6l, mig a maso-
dik tag egy nemcsokkend folytonos fiiggvényt, akkor (6)-bol egy alkalmas
atrendezéssel azt kapjuk, hogy a majdnem periodikus rész levdlasztdsa utin
visszamaradé rész:

0 3

g, 1)= | emdMy(x, 1)+ | e dNy(x, ).
Loo - (i

Az utébbi kifejezés jobboldala csak abban az esetben lehet majdnem periodikus
ha M,(x, /)= konst. és N,(x, [)=konst. Valdban, ez konnyen belathats, ha
tekintjiik az M(¢p(u, I) e-™y* kifejezést és kimutatjuk, hogy ez minden valds
i-ra Ms(x, ) és N,(x,I) folytonossdga kovetkeztében eltiinik.

Most kimutatjuk, hogy log f(u, I) ugyanazon exponensekkel rendelkezik,
mint f(u, I), tovdbba, hogy a tétel tobbi éllitdsai is igazak. Ennek bizonyiti-
sahoz sziikségiink van egy lemmara.

LEMMA: ha egy sztochasztikus folyamat eleget tesz az A) B) és C) fel-
tételeknek, akkor
™ log f(u, 1) — | (F(, ))—1),

; N
és a Burkill integralt értelmez6 Osszegek egyenletesen konvergéalnak u szerint
log f(u, I)-hez, pontosabban

® g )3 (fw, J)— I = K max (1— Wyl ) 0,

i

T
* M(e(u, l)e_m‘)'--Tlim QLT J.(p(u, De ™y,
— o0 Sp




OSSZETETT POISSON ELOSZLASOKROL, 1V 509

ha
max |jk| — 0.

BizonyiTAs. Tudjuk, hogy |f(u,])[ f(u,J)-vel egyiitt majdnem periodikus
karakterisztikus fiiggvény és mivel |f(u, /)= 0*>0, log|f(u,J)]* hasonlo-

képpen majdnem periodikus. Jeloljik az |f(u,J)* altal meghatarozott eloszlas-
ban a O valosziniiségét Wy (J)-vel, akkor

©) | WJ(])=’;: WL ()= M(if(u,])P)
(9) alapjan -

Wo()—1=Wi())+1— M(])—l == Wo(J)(Wo())—1),
tehat ha |/| olyan kicsiny, hogy W(j)> , akkor

(10) 1—Wo(1)<2(1'—Wo(f»-
Kimutatjuk, hogy 1— W,(J) korlatos valtozasu. -

SO WOD =23 Wi - 2030~ 17w jam) =

= — 2| 3 togiw, J0i) = —2M(tog [, Dy — K

. Itt felhasznaltuk az 1—x = —logx (0< x = 1) egyenlStlenséget. (8) a kovet-
kezoképpen igazolhato:
log flu, 1)— 2. ((u, Jy—1)|= >“1 log f(u, J) —(f(u, J) —1)| =
D AP ] S0, Jy—1]
f,_hd:l_« 1f(u, Jx) 1' ) = T—f(u, Jo—1] — =

= 317, J)— 1P =4 31— W) = Kmax (1— W( /) 0.

k=1
Mivel (8)-ban a sorozat egyenletesen konvergal log f (u, I)-hez, kovetkezik, hogy
m( 20w —1e |~ maogrw nem),
vagyis ha log f(u, ) Fourier egyiitthatdit Cy (/)-vel jeloljiik, akkor

s Cx,¢(1)=,l‘ Wi (J), 4 &0

(12) « .
( Gy = [wn—1,

tovabba (6) kovetkeztében
a3 —Cu =2, Cy(1).
Ezzel a tétel be van bizonyitva.

33 Matematikai és Fizikai Osztély Kizleményei.
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Lehetséges, hogy a (2) formulaban bizonyos 4, értékekhez tartozo Ci (/).
0-val egyenld. Ennek egy elegendé feltétele, hogy a zart [ intervallum min-
den pontjaban

Wi, () = o(J1),
mikozben J a tekintett pontra Osszehizodik. Ugyanis ebben- az esetben
| Wi, (=o0.
!
(/)
A bizonyitds nagyon egyszeril. Mivel a 7] fiiggvény folytonos a zart [/

intervallumban, kovetkezik, hogy egyenletesen is folytonos. Masszoval ha >0

tetszbleges és max |/;| <9, kovetkezik, hogy - }} |j1)<e és 1gy_ Wi, (J)<ell|,

vagyis (13) kovetkezik.

2. §. Direkt bizonyitds

Az el6bb bebizonyitott tételre direkt bizonyitast* is adhatunk, ha felhasz-
naljuk a majdnem periodikus fliggvények elméletét.

Ebben az esetben nem haszndljuk fel az (1) formulat, de sziikségiink
van az 1. §. lemmdjira. Az 1. §. lemmaja szerint — amint azt (12)-bol lat-
hatjuk — log f(u, I)—Co(/) Fourier egyiitthatéi a C,, (/) =0 (4 4= 0) nem
negativ szamok. Ismeretes, hogy ha egy majdnem periodikus fiiggvény Fourier
egyiitthatdéi nem negativok, akkor az Osszegiik konvergal. (lasd [3], 62.):

(14) ’\4 G, (1) <oe.

(14)-b6l kovetkezik, hogy logf(u, I)— Cy({) Fourier sora egyenletesen
konvergal és igy

(15) log f(u, I) = C(,([)_|_Z:C1k(1) pitgn
k=

Ha u helyébe O-t helyettesitiink, azt kapjuk, hogy

(16) Co(D)+ 2 Crp () =0,

tehat ,

log f(u, I) = %_“1 G (1) (e —1),.
amely éppen (2)-t bizonyitja, mig (12), (14) és (16) (3)-at és (4)-et igazoljak.

* A (2) formulara egy direkt bizonyitast taldlunk [2]-ben arra az esetre, ha a 4, sza-
mok Osszessege a nem negativ egész szamok Osszességével azonos.
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(14) bizonyitasa nagyon egyszeriien elvégezhetd abban az esetben, ha a
2, szamok Osszessége azonos az egész szamok Osszességével. Valoban ebben
az esetben log f(u, I) 2:t szerint periodikus ftiggvény. Mivel f(u, I) = f(—u, I)
log f(u,I) valds része paros fiiggvény, képzetes része pedig paratlan. Kovet-
kezésképpen .

2n

%EJ‘(loglf(”’ [)|—C0(1)) COSkkua'u: M_Z_Ci]) ha k==0

° 0 ha k=0
Az integrandusz folytonos, péaros fiiggvény és Fourier egyiitthatéi nem
negativok, tehat*

2 (G4 ) < <.

3. §. Wi(l) explicit alakja

Egyszeriiség kedvéért szoritkozzunk arra az esetre, amikor a 4; szamok
egész szamok. Ebben az esetben (2) a kovetkezd alakban irhato

(7 log /(a, )= X Gu() (€% 1)

Fejezziik ki a Wi (/) valdsziniiségeket a Ci(/) intervallum-fiiggvények segit-
ségével. (17)-bol kovetkezik, hogy a &; valtozo, amelyet most §(/)-vel fogunk
jeloini a kovetkezOképpen allithato eld

318) &) :kzﬁm kE(I) vagy E(I) :ék@ku)—s%(l»,

ahol a &.(I) valtozok fiiggetlenek és rendre Ci(J) varhato értékkel rendelkez-
nek. Tekintsiik most (18) masodik kifejezését. Itt fiiggetlen, Poisson-eloszldsii
valtozdék kiilonbségei allanak. Altaldban ha & és n két 4 és u varhatd értékkel
rendelkezé Poisson eloszlasu valtozd, a

E=E8—7

killsnbség csak egész értékeket vehet fel, tovabba

oy et S () 01
P{l=n)=1"¢e = Tk )] (n=0,1,2,...)
€s ‘
A )
— 1) — -0 SR 0 —
P n)=uw'e" +#Z L )] (n=0,1,2,...)

* PaLey tételének egy konnyen bizonyithatd specialis esete a kovetkezd: ha egy paros
folytonos fiiggvény Fourier egyijtthatéi nem negativok, akkor az Osszegiik konvergal. Valéban

"n

ahol o, az n-edik Fejér kozepet jelenti.

S,, ©) s

33*
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Ezeket a valOsziniiségeket a
ok

n (__ ])k (i)-
Ju(x) =(_X_) N__\2)
" 2] = kW(k+n)!
n-ed rendii Bessel fiiggvények segitségével a kovetkezdképpen fejezhetjiik ki:
P(=n)— (i, Vi) e ], (20) I1r)

u

PE——n)- (| L) e v ifTn

vagy egységes irasmoddal:

(n=0,1,2,...)

"

ER LIS LTl _
19) PG n)=[1] (2] eomian.
(19) felhasznalasaval, (18) alapjan irhatjuk, hogy
- 1 |r,.|( C”(l) % e
— e ) —
0) We(l)—e ; jz]k( I.J T ”)) Jir REVC.()C-ulD))
k=0, + 1,4+ 2,... (n=1,2,...; r, egész szam),

.

ahol a szorzas minden olyan véges {r.} értékrendszer elemeire van Kiterjesztve,
amelyre Xnr,— k, mig az 6sszegezés valamennyi ilyen rendszerre vonatkozik és
A1) = ZUC,L(I).
Végiil koszonetet mondok Rényi Alfrédnak értékes megjegyzéseiért.
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