ELOSZLASOK MEGHATAROZASA KOZEPERTEKEIK
SEGITSEGEVEL

VINCZE ISTVAN
Bemutatta Rényi Alfréd lev. tag az 1953. november 23-dn tartott felolvaso iilésen

Bevezetés
-

Tekintsiink valamely (q, b) intervallumban egy f(x) siiriiségfiiggvényt,
tekintsiik tovabba az (a, b) intervallumnak egy felosztassorozatat

(1) A< X < Xpe << Xpn< b, n-=12,...
melyre
2 max (Xux+1—Xu) =0, ha n— oo.

n

RENYI ALFRED vetette fel a kérdést, hogy az f(x) folytonos, nemnegativ
stiriiségfiiggvény, amely esetleg egyéb feltételeknek is eleget tesz, egyértelmiien
meghatarozott-e, ha ismeretes n és k minden értékére (1 <k=n) az
X = X = X1 intervallumhoz tartozo feltételes varhato érték:

Tnk+1

[ trtyat

Tnk41
| rwat
. Tnk

RENY! ALFRED a kérdést a Schmidt-féle kozmogéniai elmélettel kapcso-
latosan vetette fel, éspedig az alappontoknak specialis megvalasztisa mellett.

A probléma a mechanika terminologidjaval a kovetkez6képpen fogal-
mazhaté meg: A folytonos, nemnegativ f(x) fiiggvény, amely esetleg egyéb
feltételeknek is eleget tesz, meghatarozott-e egy allandd szorzotol eltekintve,
ha ismerjitk a (2) feltételeknek eleget tevd (1) alappontrendszer minden inter-
. vallumara nézve az Xu = X = X1, 0=y = f(x) tartomany stilypontjanak
abszcisszajat.

A kérdést az (a, b) intervallumban folytonos, az intervallum belsejében
pozitiv és egyszer differencidlhatd f(x) fiiggvényekre igenlden valaszoljuk meg.
Az alappontrendszerre vonatkozd feltételeinket valamivel altalanosabban a
kovetkez6képpen fogalmazzuk meg: Tekintsiik az (a, b) intervallumban a zart
részintervallumoknak egy egymasba nem nyulo

(1,) . 11)1, [ni',-~-[nn, n= 1,2,...
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rendszerét, melyre
(2) - max D(lu)—0, ha n-—oc,
k

ahol D(/) jelenti az [/ intervallum hosszat; vegyiik tovabbd a (3') feltételt,
mely szerint az (a, b) intervallum minden bels6 pontjahoz taldlhaté ezen
intervallumoknak olyan végtelen sorozata, amelyek mindegyike tartalmazza az
illeté6 pontot.

Ekkor az alabbi tételt fogalmazhatjuk meg:

Az (a, b) intervallumban értelmezett folytonos pozitiv f(x) siiriiség egy-
értelmiien meg van hatdrozva, ha ismerjiik a (2') és (3') feltételeket kielégité
(1") intervallumrendszer minden intervallumdban az-f(x) stiriség feltételes vdr-
hato értékét, (illetve egy dllando szorzotol eltekintve meg van hatdrozva, ha
ismerjiik az illetd intervallumban a gorbe alatti teriilet siilypont abszcisszdjdt.)

Eredményiink tobb dimenziéra kovetkez6képpen fogalmazhaté meg:

Legyen a®harom dimenzids tér valamely egyszeresen Osszefiiggd korlatos
zart T tartomanyan értelmezve a o(x, y, 2) siriiségii folytonos eloszlds; legyen
tovabba o(x, y, z) a benne szerepld véltozoknak kétszer folytonosan differenci-
alhato fiiggvénye. Tekintsilk most minden pozitiv egész n-re a T farto-
manyba es6
(1) Tui, Tagy ... Thwy, n=12,.
egymdsba nem nyuld kockaalaki tartomanyok rendszeret amelyek lapjai a
tengelysikokkal parhuzamosak és amelyekre
2" mgx D(Tw)—0, ha n-— oo,

*
ahol D(T) jelenti a 7T tartomany armérdjét. Kossiik ki tovabba, hogy (3"
a T tartomany minden belsd pontjat az (1”) rendszerbdl végtelen sok kocka
tartalmazza.

Ekkor bebizonyitjuk, hogy a o(x,y, z) siiriség egy dllandé szorzdtol
eltekintve egyértelmiien meg van hatdrozva akkor, ha ismerjitk minden T
kockaalaku tartomdnyon az eloszlds sulypontjdnak koordindtdit.

Dolgozatunk 1. §-aban az egyvaltozos esetre vonatkozo eredményeinket
ismertetjiik. Foglalkozunk itt avval a kérdéssel is, hogy ha a siiriiség az
(a, b) intervallum valamely izolalt, bels6 helyén eltiinik, akkor miként kovet-
keztethetiink bizonyos feltételek mellett az alappontrendszer és silypont-
abszcisszdk ismeretében a zérohelyek multiplicitisara. A 2—4. §-ok allitasaink
bizonyitasat tartalmazzak, mig az 5. §-ban néhdny megjegyzést tesziink.

1. §. Tekintsiik az (a, b) intervallum valamely rogzitett x helyét és vegyiik
az (1) alappontcsoport ama intervallumait, amelyekre x ezen intervallumok
belsejére, illetve baloldali végpontjara esik.*

* Ezt a feltevést az altalanossdg megszoritdsa nélkiil tehetjiik, mert ha véges sok

intervallumtol eltekintve x az intervallumok jobboldalara esnék, akkor az f(—x)-re végez-
hetjiik meggondolasainkat.
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Legyen ezen intervallumok valamelyike /.. és jeloljiik ennek végpontjait
x%, ill. x@-vel. Legyen tehat x =< x <x%. A (3) feltétel szerint létezik az
egész szamoknak olyan n,, n,,... végtelen sorozata, hogy I, tartalmazza
x-et. A tovabbiakban ezt a sorozatot roviden /,-val jeloljiikk és nem juttatjuk
kifejezésre sem azt, hogy déltalaban n az egész szamoknak csupan egy rész-
sorozatan tart végtelen felé, sem pedig azt, hogy k¥ még n-tél is és x-tol fiigg ;
(ez a jelolésmdd nem vezet félreértésre). Ezen intervallumok hossza novekvé n
mellett a (27) feltétel miatt O felé tart, s igy ez az intervallumsorozat az x helyet
értelmezi; a -kovetkezOkben az x-hez tartd intervallumsorozatnak fogjuk
nevezni.* »
Ismeretes, hogy ha az f(x) folytonos fiiggvény valamely x, helyen O-t6l
kiilonbozik, akkor az intervallumok x,-hoz tartd sorozatara az intervallumokhoz
tartoz6 sulypontabszcisszdk hatarértékben az intervallum kozéppontjdhoz tar-

tanak ; pontosabban
1) 1

Sk — X
(4) @ — 7 , ha_ n—oo,
Xk — Xk

E hatarérték tehat nem ad felvilagositast a fiiggvényre nézve. Ha azonban
a sulypontnak az intervallum kozéppontjatol valo eltérését vizsgaljuk, a kovet-
kez6 eredményre jutunk:

SEGEDTETEL: Legyen f(x) az (a,b) zdrt infervallumban mindeniitt dif-
ferencidlhato, pozitiv fiiggvény. Akkor a (2') és (3') feltételnek eleget tevd (1')
alappontcsoport minden x-hez tarto intervallumsorozatdra,

1) 2
- snk__.xnk—{'xsﬂz ,
T2 1/
CR—x) 12 f(0) 7

llyenmédon, ha f(x) pozitiv az (a, b) intervallum minden belsé pontjaban,

ha n— oo,

. akkor 1étezik a baloldalon all6 kifejezés hatarértéke, amelyet 1y(x)-szel jelalhetiink,

s amely az (a, b)-ben mindeniitt értelmezett integralhato fiiggvény. Ennél-
fogva az

f®

g — 120
differencialegyenlet megoldhaté és egy allandd szorzotol eltekintve megadja
Jf(x)-et.

Emlitettiik, hogy az (g, b) intervallum minden x helyére, ahol az f(x)
folytonos fiiggvény O-t6l kiilonbozik, a (4) relacié all fenn. E tulajdonsag
f(x) egy O helyére is nyilvan érvényes, ha ott a fiiggvény — legalabb egy
kis kornyezetben — e pontra nézve szimmetrikus és a zérohelyekhez tarto
intervallumsorozat intervallumai szimmetrikusan helyezkednek ' el a gyok-

" * Természetesen az x-hez tobbféleképpen valaszthato feléje tartd intervallum-sorozat.
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helyre nézve. Elég ehhez azonban az intervallumsorozatra nézve az
@

Xpt—2
"_n)_’l’ ha n— o,
Z'__“x,zl.-

feltétel teljesiilése is, ha z-vel jeldljiik az illetd O helyet. Vizsgdljuk meg mar-
most, hogy e kivételes esetttl eltekintve az alappontcsoport és siilypont-
abszcisszak rendszere hogyan ad felvildgositast a diszkrét zér6 helyek bizonyos
tulajdonsagaira. ' '

Vezessiikk be elobb a kovetkezd fogalmat: Az x-hez tartd intervallum-
sorozatrol azt mondjuk, hogy stabilisan tart x felé, ha létezik a kovetkezo
(véges, vagy végtelen) nemnegativ hatarérték :

+®
lim —xi’:;(i—c,—f Cx-
no X — Xk

A ¢, hatarérték altaldban nem létezik, azonban érvényes a kovetkezd
tétel:

Minden x-re a feléje tarto intervallumsorozatbol kivdlaszthat az inter-
vallumoknak olyan x-hez tartd részsorozata, amely stabilisan tart x fele.

Tekintsitk ugyanis valamely x-re a (4) alatti reldcié baloldalan alié
hanyadosok sorozatit (n=--1,2,3,...). E pozitiv mennyiségek kozott mindig
“talalhato vagy végtelen sok olyan, amely az 1-nél kisebb, vagy végtelen sok
olyan, amely az 1-nél nem kisebb. Az &ltaldnossdg megszoritisa nélkiil fel-
tehetjiik, hogy a masodik eset all fenn (az elsé esetben f(—x)-re végezhetjiik
meggondolasainkat) s a sorozatbdl mindig kivdlaszthaté vagy véges hatér-
értékkel biro konvergens, vagy végtelen felé tarté részsorozat, q.e. d..

A mondottakbdl kovetkezik, hogy valamely x helyhez tobb c. is tartozhat
az alappontcsoporttdl fiiggden. Tekintsiik a tovabbiakban minden x-hez c,-et
valamilyen médon meghatarozottnak.

A kovetkezOkben valamely x helyet mindig stabilis intervallumsorozattal,
illetve részsorozattal kozelitiink meg, azonban az attekinthet6ség kedvéért nem
juttatjuk kifejezésre, hogy az n egész szam a pozitiv egész szamoknak csak
egy részsorozatan keresztiil tart végtelen felé, sem pedig, hogy a k pozitiv
egész n-t6l és x-t6l fiigg.

Ervényes marmost a kovetkezd

TETEL: Legyen z az (a,b) infervallumban folytonos nemnegativ f(x)
fiiggvénynek diszkrét O helye. Legyen tovdbbd f(x) e helyen tobbszor differen-
cidglhaté s legyen fO(x)=:0, (nyilvdn [ pdros szdm és fO(x)>0). Ekkor a
z-hez tarto stabilis intervallumsorozatra, amelyre ¢. =1,

e Su—Xuk 1 (141 7—1 1
(5) nlgrcln xnk+l_xnk o cz+ 1 (1+2 C;+l+ 1 +EJ '
Ha c.==1, akkor az (5) egyenletbdl | értéke egyértelmiien. meghatdrozhato.
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A c.=1 esetben tehat e hatarérték % s a fiiggvényre nézve semmi fel-

vilagositast nem nyeriink. Ha azonban ¢, = 1, akkor ebbél egyrészt a fiiggvény
eltiinésére, mdsrészt az els6 el nem tiin6 derivalt rendjére kovetkeztethetiink. Ha

¢, ==o0, akkor az ii; hatarértéket kapjuk. — A ¢, < 1 esetben hasonlo tételhez
juthatunk.
2. §. Most ratériink a segédtétel bizonyitdsara. Ki kell szamitanunk a
Suk— xgllh) ‘7;2/‘)
. 2
ll'n(x)——(ﬁzT

kifejezést. Az egyszeriiség kedvéért vezessiik be a kovetkezd jeloléseket :

2 1
Sur == S, K —x = Ax,, x—x = Ax,, Ax, 4 Ax, = 4x.

Itt tehat Ax, és 4x, egymastol fiiggetleniil tartanak majd zéro felé. E jelolé-
sekkel

5.1;3+xﬁ_) o + —x,
2
és
xn)l.) x:zlk) = —Ix1+JX3:JX.
P,(x) most a kovetkezd alakot o6lti: '
Ax,— Ax, e :
sox— S [ e e Ax—dx,
Ax* A | 2
J Hat
(6) :t+Ax Jx atdy
| | =0 dt— et J fat
_IX' l wtdiry o
. [ f@yat
x-Air

Az f(x) differencidlhatésagara vonatkozo feltevésiink szerint érvényes x-nek
elég kis kornyezetére

FO=f)+t—0)f (x)+olt—x)
f(®)-t a (6) alatt kapott kifejezésbe helyettesitve, a (f—x) hatvanyainak

integraldsa és megfelel6 rendezés utan a szamldloban f(x) mar nem szerepel
s eredményiil a kovetkezGt nyerjiik : :

wtda, ; _ : x+dr,
Lavp+ [ ot—xpdt — 2% T 0 sy ar
1 12 x—~Aiey 2 w-Ary

Z—?‘ ) at+Ar,
T e B e LT o(t—x)dt]
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Osszunk most a szamlaloban fx’-mal €s vizsgaljuk a mésodik tagot

Ay x+Ax
1
e f o(t— x)? dt—J J o(t—x)? +in J o(t—xy dt =
x-Ax,y x— Ar, x

(0( Ax,)’ -+ 0(dx.)).

Minthogy %<1 és —jd—);‘:—< 1, ennélfogva ez a kifejezés zérd felé tart, akar-

hogyan is tartatjuk Jx;-et és Ax,-et O felé.
Hasonlo a helyzet a szamlalo harmadik tagjaval:

. Ay
Ax,— Ax, J' _ o dx,—dx, 1
“ge ) UTNdx=—5pm—7

x-Axy

ahol |4x,—.x,| <dx s a szorzat masodik része Jx; és Ax,-vel z€éro felé tart.
A nevezbben f’(x) tényezbje ugyancsak O felé tart, mig a harmadik
tagban az integral kifejezés masodrendben tart zéro felé.
Arra az eredményre jutottunk tehat, hogy ha Ax, és 4x, egymastol fiig-
11
12 f(x)

getleniil zér6 felé tartanak, fenti kifejezés hatarértéke , amivel segéd-

tételiinket bebizonyitottuk.
3. §. Tételiink bizonyitdsdhoz a

m
Sk — Xk
Pu(2) = N (1)
kifejezés hatarértékét kell megdllapitanunk, ha n egy stabilis intervallumsoro-
zat indexein at tart végtelen felé. Itt minden n-re €s a hozzatartozé k-kra
x50 = 2<x@, ahol z az f(x) fiiggvény valamely az (a, b) intervallum belse-
jébe esd zérohelye. Az f(x)-re vonatkozd feltevés szerint z elég kis kornye-

zetében felirhatjuk, hogy -
fiy=L29 ¢ 2y ot —2y

és fO(z) >0 (az [ nyilvan paros szam).
Attérve a 2. §-ban haszndlt jel6léseinkre

(1)

5
lezz_xnl @

€s Az,==Xjp—2
és ezek ugy tartanak O felé, hogy a

Az,
42z

ahol ¢; = 1 véges, vagy végtelen mennyiség.

—(,,
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-

Ekkor ¢,(2) a kovetkezdképpen irhatd fel:
244z, :
| [ tf(t)dt

z- Az, y
—z+ Az
dz, 4z, | e Tz

"_.)A- f(odt

f(t) fenti kifejezését beirva és a (f—=z) hatvanyintegraljait kiszdmitva
megfelelé rendezés utan a kovetkez6t nyerjiik :

f0@) dzP—dn” T

1 q [r2 + | ott—2)dt dz,

Az, -+ dz, fO(2) jz _{_J bl 7tz . - Az Fdz,
l' l"l_ 1 z+-£z10(t_l)‘

Osszuk az elsd tag szamlalojat és nevezdjét 425" -val:
AC) dz 7, 1 » 4z
I 1!(1+2)[‘ (z/zg) ] T ,Lz[f’(’» amdt
EENRAE) 1 Tz

. TY 77 1 1N I /
1z N1 »+JZ;_)+IZ|A0(t ydt 14+

- y I+1
V)

A nevezd masodik tagjat két részre bontva

z z-+dzy
1 1 :
—/—Z,ZH j o(t—z) a’t+7§l— [ o(t—2z) dt:jz’_“ [o(—dz)"! -{—o(zlz)’“]
z-dz z

Minthogy 4z, elég kis értékére Az, > 4z, ennélfogva mindkét kifejezés O felé
tart, ha .z, és Az, tartanak O felé. v

A szamlalo masodik tagjara hasonld meggondolassal kapjuk ezt az ered-
ményt és igy ha 4z, és Az,0 felé tartanak ¢,(z) a kovetkezo hatarérték felé tart:

1_—.) . ' B
L WY U TS T e V- it S
[+2 R c,(l 2.4 J

**+1+1+1+1 . e\ 20 11

Jeloljiik ezt az értékét d.-vel. d, tehat az alappontrendszer és stilypont-
abszcisszak ismeretében meg van hatdrozva, éspedig c. fiiggvényeként, amit
szintén az alappontrendszerb8l hatarozhatunk meg. Latjuk, ha c¢,=1, akkor
[4+1
142
ha az (g, b) intervallum kezd6- vagy végpontjarél van szo, tovabba akkor,
ha a z-hez tartozd minden n-re és a megfeleld k-ra xu=-2. Az [=0-ra

dzzé—, tehat (4) egyenletlinkhoz jutunk.

dzz—é—, mig ha ¢,= oo, akkor d.= Ez utdbbi eset all fenn akkor is,



520 VINCZE ISTVAN

Tételiink masodik allitdsa szerint ¢, és d; az [-et, vagyis a fﬂggvénj
z-ben els6 el nem tiind derivaltjanak rendjét egyértelmiien meghatarozza. Ki
kell mutatnunk tehat, hogy az

1 (1+1 P
1+Cz l+207+1+1

egyenletnek egyetlen pozitiv gyoke van az [ ismeretlenre nézve.
Ez azonban annak kovetkezménye, hogy c.>1 esetben a baloldalon

I+1

+1J

allo kifejezés 1 > 0-ra monoton novekvo fiiggvénye [-nek. Ugyanis 113 valo-
ban ilyen tulajdonsdgu, mig ennek szorzéja a kovetkezd alakban irhatd:
I4+c .
T
i~ Cz

. itt a kivonandd nevezbje s igy az egész Kkifejezés értéke is hatdrozottan
novekszik, ha /> 0. Ekkor azonban legfeljebb egy [-re vehet fel a baloldalon
allo kifejezés egy megadott értéket. Marpedig problémank természetébél kovet-
kezik, hogy ezt az értéket valdban felveszi.

4. §. Most ratériink bevezetésiink harom dimenzidra vonatkozo allitasanak
bizonyitasara.

Tekintsiik a 7 tartoméany valamely P(x,y,2) bels6 pontjat és vegyiik
az n indexek olyan sorozatat, amelyekhez van olyan k, hogy a T, tartal-
mazza (belsejében vagy keriiletén) a P pontot. E tartomdnyok atmér6je a
(2) feltétel miatt O-hoz tart, figyelembe véve, hogy kikotésiink szerint végte-
len sok a P pontot tartalmazo T tartomany létezik. Jeloljikk a 7. tartomany
kozéppontjat O,.-val, a o(x,y,2) siiriiségii tomegeloszladssal vett sulypontjat

Su-val ; jeloljiik tovabba az O,-bol az S,.-hoz mutatdé vektort O,;S-val.
E feltételek és jelolések mellett a 2. §-ban kimondott segédtételnek kovetkezd
megfelel6jét bizonyitjuk be:

Ha a T tartomdnyon érfelmezett nemnegativ o(x,y, 2) fiiggvény vala-
mennyi vdltozoja szerint egyszer folytonosan differencidlhato, és valamely

P(x,y,2) helyen hatdrozottan pozitiv, akkor a T,i tartomdnyok ezen P pont-
hoz tarto sorozata’ra

(7 an Onk —P,,A — - grad log nat ¢(x, y, 2),

ahol V. jelenti a T kockaalaku tartoma’ny kobtartalmdt és n a megfeleld
indexeken dt tart végtelen felé.
Tételiinket elég a (7) alatti vektor valamelyik komponensére bizonyitani.

Szamitsuk ezért ki az ok

nk
Sz — O

”
o
nk

kifejezést, ahol )" jelenti a T.,x kozéppontjanak x koordinatajat.
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Legyen a T, tartomany valtoz6 pontja (u, v, w)

m=u=u,
n=Ev=0
WEWEw,

ahol uy—u, =v,— v, = w,—w,; vezessiik be tovabba a kovetkezd jeloléseket :
. Uy— X = AX,, X—1, = AX,, A%, A%, —= A4x;
ekkor
® Vix = (ta—11y) (va—1,) Wy —w,) == Ix* = V.
E jeloléseinkkel

o o |J| wo(u, v, wydudedw ||| ududvaw

[[Jew, v,wdudvaw — [||dudraw
ahol az integral mindeniitt a 7. tartomanyra vonatkozik.
A o(x,y, 2) fiiggvényre vonatkozo differencidlhatosagi feltevés szerint fel-
_irhatjuk, hogy az (x,y, z) pont elég kis kornyezetében
(10) o(u, v, W) =0+ 0:(u—x) +0,(v—y) +0:(W—2) + o(4r),
ahol a ¢, 04, 0;, 0; figgvényiinknek és elsd parcidlis derivaltjainak értékét jelen-
tik az (x, y, z) pontban és

dr Y@=+ =P+ =2
A (9) alatti kifejezés jobboldaldt k6zos nevezore hozva, majd o(u, v, w)
helyébe a (10) alatti kifejezést irva szamlaloként a kovetkezdt nyerjiik :

o [VJ:U.u(u—x) dudr dw—'” (u—x)dudv dw“'u dudv dwl +

+oV|[[uw—y)dudvaw—|[[ududvaw ||| w—y)auavaw]+
L o! {Vﬂjju(w—z) dudvdw —J'J‘J‘(w——z) dudv de‘J-J.u du dvdw] -+

> e .

+ V||| wotarydudeaw—|[] o(urydudvaw ||| ududavaw.

Megmutatjuk, hogy ¢’ egyiitthatéja Vs nagysagrendii, mig a tobbi tag nagy-
sagrendje ennél kisebb.
Szadmitsuk ki o; egyiitthatdjat; bovitve a

(11)

— VJ'J‘ij(u—x) dudvdw - |Hx dudv dw"]J (u—x)dudvdw=0

kifejezéssel, tovabba figyelembe véve a (8) alatti Osszefiiggéseket, a kovetke-
zo6t nyerjiik : '

2 3 3
V|{[@—xpdudoaw—(||Ju—x)au dvaw' = v‘-’-’%"’“(v?_vl) (Wy— ) —

_ (x—axy

T (o ) (W) = V(i — ot duy - Auf)—

1
3

! 20412 2y 1 2 2_«,_1.- 81y
_.4_V(Ju2—2_411,du2+4u1)—ﬁ—v41x =73 Vs,
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o, és p; egyiitthatoi eltiinnek; ugyanis

%4 J:[“u(l,-_y) dudvdw = V.I;lzz dw‘l‘ | (e—y)ydrdw=

g wy vy
1
(v,—vy) (Wy—wy) -

=[[Jududvaw || ¢—p)dudraw,

=V l” ududvdw - Z]—*ll_l ‘H (v—y)du ('ier dw ==

hasonléképpen g, egyiitthatdjara.
Végiil (11) utols6 két tagja a o/-re alkalmazott atalakitdas alkalmazdsa
utdn a kovetkezOképpen becsiilhetd meg:

‘ V_[]“"(u—x)o(dr) dudv dw—Hl o(drydudv dw”l (u—x)ydudvdw ‘ =
= 2V*max |u—x|o(max 4r) =2V 4xo(Ix | 3).
Azonban (8) szerint 4x— V's &s igy a constans V'o(V*) majorizélja
e két tagot.
A (9) kifejezés nevezdje o(u, v, w) (10) alatti alakjanak helyettesitése utan

Vio+ Vo || (u—x)dudrdw 1 Vo ||| (r—p) dudvdw -
+ V()é_[i[-(w—z) dudvdw+- VJ“J’Jjo(du) dudvdw.

’

Az el6zdekhez hasonld szamolds alapjan nyerjiik, hogy oz, o,,0; egyiitthatoi-
nak nagysagrendje nem haladja meg a V4x-et, az utols6 tag pedig a
Vio(dx)-et, ilyenforman e tagokbdl a V*-et kiemelve O felé tartd kifejezése-
ket nyeriink.

A mondottak szerint az

nk wk
Sz — Oy

V‘-’/a
kifejezés szamlalojat és nevezdjét V*-Vie= Vs-al osztva az elsd tagoktol
eltekintve mindeniitt V-el O felé tartd értékeket kapunk, s igy e kifejezés
valéban
1 0i(x3,2)

12 0(x,3,2)

felé tart, amivel allitisunkat bebizonyitottuk.

Bevezetésiinkben mondott az a tételiink, mely szerint ha o(x,y,2) két-
szer folytonosan differencialhatd, a 7-n pozitiv fiiggvény, akkor a beosztas-
tartomanyok és sulypontok ismeretében egy allando szorzétol eltekintve egyér-
telmilen meg van hatarozva, a kovetkez6képpen lathaté be: miutan a

1 >
Ilm —g/a Onh Snl:
Vnk

hatérérték a T tartomany minden belsé pontjara kéf)ezheté és feltételeink sze-
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rint ott folytonos és parcilis derivaltakkal rendelkezé komponensekkel bir,
ennélfogva ezt a 7-n beliil és hatardtmenettel a keriiletén nyert vektorfiigg-
vényt ¥(x,y,2)-vel jeldlve a

grad log nat ¢(x, y,2) = ¥(x,y,2)

differencidlegyenlet az analizis elemei szerint a log nat ¢(x, y, z)-re egy additiv
konstanstol eltekintve és igy o(x,y,2)-re egy allandé szorzotol eltekintve
egyértelmii megoldast ad.

5. §. E §-ban néhany megjegyzést tesziink.-

a) A bevezetésben felvetett probiémat ugy is fogalmazhat]uk hogy ha
az alappontrendszer intervallumaira nézve megadjuk az f(x) fiiggvény elsd és
nulladik momentumdnak hanyadosat vajjon ezekb6l az f(x)-re hogyan kovet-
keztethetiink vissza.

Feltehet6 az a kérdés is, hogy ha az alappontirendszer intervallumain
megadjuk az r-1-ik és r-ik momentumok héanyadosat, vajjon ezéltal az f(x)
fiiggvény legaldbbis egy allando szorzotol eltekintve meg van-e hatdrozva.
Itt r tetszbleges nemnegativ szamot jelenthet.

Ez a kérdés egyszeriien visszavezethetd az el6zére, csupén

FO)=x"f(x)
fliggvényre kell megfeleléen alkalmazni eredményeinket, ill. meggondolasainkat.

b) A térbeli tartomanyra vonatkozé tételiinkben a 7, tartomanyokat
kockaalakiaknak vélasztottuk. Kapott eredményiinkre vezetett volna az is, ha
parallelepipedonokat vdalasztottunk volna és csupdn azt a kikotést kellett volna
tenniink, hogy ennek atmérgje ugyanazon nagysagrendben tartson O-hoz, mint
a kobtartalom Y/-ik hatvanya. Altalanosabb tartomanyfelosztis esetére még
vissza kivanok térni.

c¢) Szerzd vizsgdlatait két iranyban folytatja. Egyrészt — Rényi Alfréd
Osztonzésére — azt a kérdést vizsgalja, hogy valamely eloszlasbdl vett N elemit
mintabol hogyan lehet eredményeink alapjdn tovabbi kovetkeztetést vonni az
eloszlas jellegére. Masrészt az itt felhasznalt gondolatok alkalmasak a diffe-
rencialgeometria bizonyos fogalmainak tomegeloszlas siiriiségével valo vonat-
kozasainak vizsgalatara.

Magyar Tudomdnyos Akadémia
Alkalmazott Matematikai Intézete.
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