POISSON-FOLYAMAT ALTAL SZARMAZTATOTT
TORTENESFOLYAMATOKROL

TAKACS LAJOS

Bemutatta Reényi Alfréd lev. tag az 1953. janudr 5-én tartott felolvaso iilésen

1. §. Bevezetés

[1] dolgozatunk masodik részében foglalkoztunk a kovetkezd problémaval:

Legyen adva m szamu egymadstol fiiggetlen sztochasztikus folyamat. Az
egyes sztochasztikus folyamatokat definidljuk a kovetkezOképpen: Tekintsiink
egy PoissoN-folyamatot O=u <o id6kozben, melyben az események el6-
forduldsanak siiriisége p, azaz annak a valdsziniisége, hogy u és u+ Au ido-
pontok kozott egy esemény eldfordul* pAu--o(du) és hogy ezen idékizben
tobb, mint egy esemény fordul eld: o(du), tovdbbd kizos pont nélkiili idd-
intervallumokban eléfordulo események szdmai egymdstol fiiggetlenek.

A Poisson-folyamatban el6forduld események koziil bizonyosak létre-
hoznak egy-egy torténést, mégpedig az (0=u < o) idéintervallumban beko-
vetkez6 els6 esemény létrehoz egy y, id6tartami torténést és ezutdn sorra-
haladva mindazon események létrehoznak egy-egy y., xs, ... id6tartamu tor-
ténést, melyek olyan idépontokban fordulnak el6, midén nem folyik torténés.
Feltessziik, hogy a y. valdsziniiségi valtozok egymastol fliggetlenek és ugyan-
azon P(y.=x)=H(x) eloszlasfiiggvénnyel birnak. Valamennyi . csupan
pozitiv értékeket vesz fel, azaz H(0)==0 és varhato értéke M(y:) =« véges
szam. A Poisson-folyamatb6l ily mddon nyert mdasodlagos sztochasztikus
folyamatot tdrténésfolyamatnak nevezziik. Megjegyezziik, hogy ez a folyamat
a gyakorlatban példaul Geiger—Miiller szdmlaléval torténd részecskeszam-’
lalasnal 1ép fel.

[1}-ben megmutattuk, hogy annak a valosziniisége, hogy a torténések
folyamatdban u és u - Ju idépontok kozott kezdddjék egy torténés:

f(ydu+o(Ju),
ahol f(u) a kovetkezo integralegyenletnek tesz eleget:

"%

(1) f@y=p—p | fu—x)[1 —H(x)] dx,
1]
melynek egyértelmiien meghatarozott, folytonos f(u) megoldasa van. Ha H(x)
T . o(dn)
* A o(Au) olyan fiiggvényt jelol, amelyre AAhm P 0.
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Laplace—Stieltjes transzformaltja
@) w(s)= |e=dHx),  Oi(s)=0)
i : :

Gigy f(u) Laplace transzformaltja

a0

3) ‘e‘s!' fydu—=

.
0

__r
S+p—p(s)’

amely N(s) > 0-ra konvergens €és ebbdl f(u) egyértelmiien meghatarozhato.
Annak a valosziniisége, hogy a torténések folyamataban u-id6pontban

éppen folyjék egy torténés:

) F)=1— }‘7- fa).
Kimutattuk, hogy fenndlinak -

LY o R e l)
®) fr=lim fW) =157
és

5 LB B
(6) F*= ul»l,mmF(u)r .

hatarértékek, ahol ¢, y. varhatd értékét jeloli. _

Ha most a fent definialt torténések folyamatabol m szamut tekintiink
egyidejiileg, ugy azt mondjuk, hogy u idépontban E; (k=O0,1,...,m) dlla-
potban van a rendszer, ha abban a pillanatban & folyamatban torténés folyik
és m—k-ban nem folyik. [1]-ben a fenti rendszert el6szor (O,f) iddinter-
vallumban, majd végtelen hosszu ideig tarté folyamatnal egy kiragadott # hosz-
szusagu idointervallumban vizsgaltuk. Ezen utdbbi esetet stacionarius alla-
pontnak neveztiik. Meghataroztuk nem staciondrius és stacionarius ailapotban
egyarant a (0, f) id6kozben, illetve ¢ idotartam alatt eldforduld Ei_;— E;
atmenetek varhato szamat: m,, i (t)-t és m*,, x(f)-t. Tovabba azt mondtuk, hogy
u idbpontban (legalabb k-szoros) koincidencia van, ha a rendszer E;
=k k+1,...,m) allapotok egyikében tartozkodik. Meghataroztuk nem
staciondrius és staciondrius esetben a (0, ) id6kozbe, illetve egy ¢ hossziisagu
intervallumba es6 koincidencidk varhatd osszid6tartamat: ., »(f)-t és %, & (f)-t.

Megijegyezziik, hogy a stacionarius folyamatra nyert eredmények ugy
értenddk, hogy el6szor (u,u-f) idokozre allapitjuk meg a kérdéses valo-
sziniiségeket, illetve varhato értékeket és azutan u — oo hataratmenetet végziink.

Jelen dolgozatunkban a k=:1 specialis esetet tessziik részletesebb vizs-
~ galat targydva. Meg fogjuk hatarozni nem stacionarius, esetben annak a valo-

szinliségét, hogy (0,¢) idokozben az E,— E, dtmenetek szdma =n jeloljiik
ezt Wy(t, n)-nel. Tovabba annak a valdsziniiségét, hogy (0, f) idékozben az
E; (j=-1,2,..., m) allapotokban val6 tartézkodas 6sszidbtartama = 2, jeloljiik
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ezt £2,(t, 2)-vel. Meg fogjuk hatdrozni a megfeleld valosziniiségeket staciona-
rius esetben is, mikor is Wi (t, n), illetve Q{(¢, n)-nel fogjuk jeldini ezeket.
Tovabba legyenek az egyes E,— E, atmenetek és a kbzvetlen utana kovetkez6
E, — E, atmenetek id6pontjai kozotti tavolsagok rendre: &, &, &;,. .. valészinii-
ségi valtozok. Nyilvanvald, hogy &, -ek fiiggetlen valOsziniiségi valtozok ugyan-
azon eloszlasfiiggvénnyel. Meghatarozando ezek eloszldsfiiggvénye P(t,, =X) =
= D(x) és &tlaga

) . - ‘|‘[1 — D)) dx.

Jelolje k=-1 esetben a fentemlitett varhato értékeket: m, (), mi(¢), ,(t)
és 7i(f). {1] dolgozatunk eredményei alapjdn felirhatjuk, hogy

t

(8) .ml(z‘) ;g [1—Wi(t, n)]=mp [[1 —F(a)]" du,
. ij . 1 N
() mi () =:7%[1—W1(i,n)]=mp(rlm) t
(10) Tl(f)=d‘.[1—--l(t 2)dz= l[l—(l—F(u))’”]a’u,

an TT(t)=J:[1—.QI(tz)]dz—ll— 1+‘p({)’"_,t.

(8) és (10), valamint (9) és (11) osszehasonlitasabol az adodik, hogy

(12) m @) -+mp t,(t) =mpt
és
(13) mi()+mpti()=mpt.

A % varhatd érték a nagyszamok torvénye alapjan vagy a feldjitds
élméiet ismert tétele szerint a kovetkezOképpen hatarozhaté meg:

. @) _ (+pe)y"—1
(14) G = tl*r?o 0 p

Dolgozatunk els¢ részében a fentemlitett valdszinliségek meghataroza-
saval fogunk foglalkozni. Az alkalmazott modszer tudomdsunk szerint 1j,
amellett igen egyszerii €s azt hissziik, szdmos hasonld tipusi probléma meg-
oldasanal is sikerrel alkalmazhat6. Dolgozatunk masodik részében egy, a fen-
titdl latszolag eltér6 probiémaval fogunk foglalkozni és erre alkalmazzuk mod-
szeriinket. Ez a probléma azonban — mint latni fogjuk —, szoros kapcso-
latban van az eldzdvel, ugyanis annak hatiresetét képezi.

34
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2. §. Segédiételek

Ebben a fejezetben néhany segédtétel bizonyitdsat adjuk meg, melyeket
fel fogunk hasznalni a kovetkezOkben. Tekintsiink egy sztochasztikus folya-
matot 0 =u < oo idOpontokban. Tegyiik fel, hogy a folyamat csak két alla-
potban lehet: A vagy B allapotban. Legyen a folyamat # —0 id6pontban A
allapotban, és tegyiik fel, hogy a folyamatban az A és B édllapotok valtogatjak
egymast. Legyenek az egymast kovetd kiilonboz6 allapotokban valo tartoz-
kodas ido6tartamai fiiggetlen valosziniiségi valtozok, mégpedig az A*allapotban
valo tartdzkodas id6tartamai: g, 1y, 74, . . . ugyanazon

] —e» ha x=0
0 ha x<O0O

eloszlasfiiggvénnyel €s a B allapotban valo tartézkodds idétartamai &, &, &, ...
ugyanazon D(x) eloszlasfiiggvénnyel, ahol D(0)==0.

Ezen definicio a folyamat struktirajat egyértelmiien meghatarozza. A folya-
mat Markov-pontjait alkotjdk mindazon idSpontok, amelyekben a rendszer
A édllapotban van. Ugyanis ha tudjuk, hogy egy adott id6pontban a rend-
szer A dllapotban van, ugy annak a valdsziniisége, hogy a kovetkezd A — B
atmenet =x id6 mulva kovetkezik be, C(x)-szel egyenld, fiiggetleniil attol,
hogy mikor kovetkezett be az utols6 B — A atmenet.

Az elmondottakbdl az is vilagos, hogy az egymdst kovetd A — B atme-
netek id6pontjai kozotti tavolsagok &, &, &, ... is fiiggetlen valdsziniiségi
valtozok (& —= i + &) ugyanazon G(x) - C(x) * D(x) eloszlasfiiggvénnyel, azaz

xr

(15) C(x) =

(16) G(x)--

Jelolje a fenti esetben annak a valosziniiségét, hogy (0=u={) id6-
kozben =n A — B atmenet fordul eld: W(¢ n) és a megfeleld valoszinii-
séget stacionarius esetben, azaz végtelen hosszii ideje tartd folyamat kiraga-
dott ¢ hossziisagn idointervallumara vonatkozéan W*(¢, n). Meg fogjuk-hata-
rozni ezeket az eloszlasfiiggvényeket, valamint védrhato értékeiket és momen-
tumaikat. Meg fogjuk hatdrozni annak a valésziniiségét, hogy nem staciona-
rius esetben a B allapotban vald tartozkodas (O, ) id6kozbe es6 0Osszhossza
=z; jeloljiik ezt L(¢, 2)-vel. Ugyanezt a valosziniiséget meghatarozzuk stacio-
narius esetre is, mikor is £2*(¢, z)-vel fogjuk jelolni. Tovabba meg fogjuk hata-
rozni ezen valosziniiség eloszlasfiiggvények atlagait.

[l —e»e] d D(y).

Nem staciondrius eset

W(t, n) meghatdrozdsa. Jelolje az egymast kovetd A — B atmenetek id6-
pontjait rendre u,, s, ..., U, .. .. Ekkor annak a valosziniisége, hogy (O <u=¢)
idéintervallumban =n A — B atmenet fordul el6, egyenl6 annak a valoszini-
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ségével, hogy az n- 1-edik atmenet ¢ id6pont utan fordul elo, azéz
Qa7) W, n) =Pl < tm)=1—PU=)=1—C(t) * G.({),

ahol G.(f) jelenti G(¢) fiiggvény n-szeres konvoliciéjat, melyet G,(f)= G(f)-
b6l kiindulva a kovetkezd rekurziv formulaval hatarozhatunk meg:

t
(18) Gu(t)=| Gu s (t—x)d G(x).
)
Ugyanis u, =0+ 8 +&+---+8,, azaz n+1 fiiggetlen valosziniiségi vai-
tozo Osszege. Most P(1,=x)= C(x) és mint ismeretes, & + 5,4 --- 4+ C, el-
oszlasfiiggvényét: G.(x)-et a (18) rekurziv formula segitségével hataroz-
hatjuk meg. '
Masrészt tudjuk, hogy fiiggetlen valosziniiségi valtozOk Osszegének
Laplace—Stieltjes transzformdltja egyenld az egyes valtozok Laplace—Stieltjes
transzformaltjainak szorzataval. Ennek segitségével, ha §, (k= 1,2, ...) Lap-
lace—Stieltjes transzformaltjat (p(s)-sel jeloljiik, azaz N(s)=0-ra:

(19) ¢(s)= i ed G(x),

ugy S+84-- kG Laplace—Stlelt]es transzformalt]a

0) ferac,00—lor -
0
és tekintetbe véve, hogy
_ (e p
21 Jemacew -2,
(21) erdC(x)= 75

0

(17) alapjan az adodik, hogy W(t, n) Laplace-transzforméltja N(s) > 0-ra

o

y 1 ple@I
22 [e sW(t, mydt = — — 1=
ahonnan W(¢, n) egyértelmiien meghatdrozhato.
A vdrhato érték meghatdrozdsa. Ha a (0,f) id6kozben el6fordulo
A — B atmenetek varhatdo szama véges, ami esetiinkben nyilvanvald, gy az
elvallithatd a kovetkezd alakban:

(23) m(t) = Z (1—W(t, m)] - Z [C(f)*Gn(f)]

n=zU

(23) Laplace—Stieltjes transzformaltja tagonként képezhetd és igy azt
nyerjiik, hogy:

' -t 1
(24) , (_"e dm(t) = 5 +s1 )
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amely konvergens, ha M(s) >0. Mint a megujuld sokasagok elméletébdl isme~
retes (W. FELLER [2]) innen egyértelmiilen meghatdrozhaté m(#) nemcsokkend
atlagfiiggvény.

A momentumok meghatdrozdsa. Ha W(t, n) r-edik momentuma véges,
ugy a kovetkez6képpen allithaté el6:

(25) m,(t) == [(/z + 1) —n" [1— W(, n)].
Ennek Laplace—‘Stie]tjes transzforma]t]a r)é(s)>04ra

s - n rj~' '![(p(s)]j_l
26) |edm, e (L 1) —n']lg@) = '-,J.j _,
(26) (l (=23 [+ 1) 1) s 2 S T T
ahol € a masodfa]u St1rlmg szamokat ]eléli. Itt felhaszndltuk a jolismert _
1) n":Zeij!(’?)

Jj=1 ']

relaciot. (26) ismeretében m.(f) egyértelmiien meghatarozhato.

Staciondrius eset

W*(t, n) meghatdrozdsa. Ha a vizsgalt folyamat mar végtelen hosszur
ideje tart és egy kiszemelt f hosszdsagu iddintervallumban vizsgaljuk, hogy
mi a valosziniisége annak, hogy =n A — B atmenet fordul eld, gy ismerni
keil, hogy mi a helyzet az intervallum kezd8pontjaban. Annak a valoszinii-
sége, hogy a kezdeti idoponttol szamijtva a kovetkezd A — B éatmenet = x
id6tartamon beliil kovetkezik be, mint ismeretes

ks

. 1
28) - G0 = | I—Gay,
L
ahol w jelenti G(x) atlagat, azaz

(29) w=f[1—G)]dx
0
Ennek indokolasa a kévetkezoképpen torténik: Ha C,.-val jeloljiik u ido-
pontnak a kozvetlen utina kovetkezd A — B atmenettdl vett tavolsagat, ugy
feltételeink mellett a &, altal leirt folyamatra alkalmazhaté J. L. DooB [3]
munkajaban kimondott 12. tétel, amely szerint létezik lim P(§, = x) = G*(x)

w—>r o

hatareloszlas és ezt (28) szolgaltatja.

G*(x) eloszlasfiiggvény ismeretében konnyen felirhatdé W*(¢, n). Ugyanis
W*(f, n) hasonléan hatirozhaté meg, mint W({, n), csupan 7, helyére egy
olyan valdsziniiségi valtoz6 1ép, amelynek eloszlasfiiggvénye G*(x) és 1gy

(30) W*(t ) = 1—G* (1) % G..(2).
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Mivel esetiinkben

31 |w e d G (x) — 1:—’?(3) ,

(20) felhasznalasaval az adédik, hogy R(s) > O0-ra |
E=AOIUO)N

s’

(32) Ve W (t, nyat — % —
0

ahonnan W*(f, n) egyértelmiien meghatdrozhato.

A vdrhaté érték meghatdrozdsa. Stacionarius esetben f idbtartam alatt
bekovetkez6 események varhatd szama
t

)
u

(33) m*(f) — S [1— W*(t, n)] —

amely egyszeril szamitassal adodik és mint az eldre is varhato.

A momentumok meghatdrozdsa. Amennyiben a magasabbrendii momen-
tumok végesek, az elébbiekhez hasonléan nyerjiik, hogy az r-edik momentum

(349) my(t) = g [(n+1Y —n" [1—W*(, n)]

és ennek Laplace—Stieltjes transzformaltja (26)-hoz hasonléan
' g j-1
(35) | e amp--- L > e MEON T
amely (s) >0-ra konvergens és innen m;(f) egyértelmilen meghatdrozhato.

B dllapotban valo tartézkodds iddtartama

Mint lattuk az egymast kovetd A — B atmenetek id6pontjai kozotti tavol-
sagok eloszlasfiiggvényét G(x)-et (16) szolgdltatja. Viszont, ha G(x)-et ismerjiik,
ugy (16)-bol meghatarozhato D(x). Mivel G(x) Laplace—Stieltjes transzfor-
maltja ¢(s) és C(x) Laplace—Stieltjes transzformaltja: p (p-|-s), kovetkezbleg
(16)-bol R(s) = O-ra:

(36) [erap(x) 2P (f +9),

- ahonnan D(x) eloszlasfiiggvény egyértelmiilen meghatdrozhatd. Legyen D(x)
n-szeres konvolucidja D.(x). Ez nagyon egyszeriien meghatarozhato (36) segit-
ségével, ugyanis eszerint D,(x) Laplace—Stieltjes transzformaltja MN(s) = O-ra

(37) fe*dD,(x)=

1]

"
’

e($)(p-ts)
s
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ahonnan D,(x) meghatdrozhaté. Most D,(x)—0, ha x <0 és D,(x)=-1, ha
x=0.

Q(t, z) és Q*(t,2) valosziniiségi elosziasfiiggvények meghatarozasara
hivatkozunk [1] dolgozatunkra. Nem staciondrius esetben annak a valdszinili-
sége, hogy (0,t) iddintervallumban a B é&llapotban valé tartozkodas ossz-
hossza = z [1] dolgozatunk eredménye szerint (feltéve, hogy w- 0 idépont-
ban A allapotban van a folyamat):

/

(38) (f Z)— 2_ e‘w(f )[L(t_)LDn(z) ha O=z2=t

1 ha z=t
és stacionarius esetben

1 \ e ri- )[p(l‘ Z)]H)
A.a

| 512 {1 DD e — x|
(39) (1, 2) = | TPHE

ha O0=z<t
1 ha z=1,
ahol % jelenti D(x) atlagat, azaz:

(40) - G = ja'c[1 — D(x)] dx.

Megiegyezziik, hogy £*(t, z) nek z==1 helyen

(41)

nagysagu ugrasa van.

Az (1, z) és 2*(¢, 2) valdszinliségek is egyszeriien el6allithatok Laplace-
transzformacio segitségével, mégpedig ha {—2z-— a (4llandd) esetre szoritko-
zunk és 2(a+2z,2), illetve Q2'(a+2,2) z szerinti Laplace-transzformaltjat
képezziik az a paraméter mellett. Ekkor ugyanis

(42) ..e_ss'—(-)(a‘f‘zy Z)dz" Z e (pa) [¢(S)(p+s)] a —e-alr-(ptp()]
0

n=0 N

p
1‘4?5}}“_0(")] dx

és hasonldan

—sz ()* (p i S) (1—([’(3)) —a[p-(p+s)p ()]
(43) .e (a+2 2)dz = T+ pHs .
A Laplace- transzformaltak megforditasa segitségével nyerjiikk (a2, 2), 1lletve
£2*(a+2,2)-et. Ezekbdl a=i—=z helyettesitéssel adodik a kivant Q(f, 2)
és £2°(t, z) valosziniliség eloszlasfiiggvény.
A B allapotban valo tartézkodas idotartamanak atlaga nem staciondrius
esetben:

(44) T(t) = J:[l——.Q(z‘, 2)]dz
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és ennek Laplace—Stieltjes transzformaltja W (s) > O-ra

co 1 1
45 st (f) = — — R ,
(45)  Jerdr)= p+sg e PRy
Staciondrius esetben
« t
. * * t
(46) T (f) — df [1—Q'(¢t, 2)]dz = lfw ,

mint az egyszerii szamitdssal adodik.
A magasabbrendii momentumok meghatarozdsaval nem foglalkozunk,
erre nézve utalunk [1] dolgozatunkra.

Amint a fenti tdrgyaldsbol kitiinik, ha ismerjiik G(x) eloszldsfiiggvényt,
ugy elddllitva ennek Laplace—Stieltjes transzformdltjdt ¢(s)-et, a keérdéses
valosziniiségek mind meghatdrozhatok. Az aldbbiakban olyan eseteket fogunk
tdrgyalni, midén a G (x) eloszldsfiiggvényt nem ismerjiik, de keriild titon meg
tudjuk hatdrozni az m(t) dtlagfiiggvényt. Ha ismerjiik m(f)-t, gy (26) segit-
ségével a kivetkez6képpen hatdrozhato meg ¢(s):

(47) §©) - erdGy=1—-F T

(U p+s :
{estdm(?)
0

és innen G(x) dtlaga
(48) . :dt'xdc(x) lim mt(T)
Ha P(f) jelenti annak a valosziniiségét, hogy ¢ id6pontban A éllapotban,
van a rendszer és 'P=:1lim P(f), ugy [1] dolgozatunk eredményei alapjan fel-
to

irhatjuk, hogy «=1pP.
' Dolgozatunknak ez a fogondolata: Vannak esetek, midén G(x) meg-
hatarozasa vagy nem vihet6 véghez, vagy nagy nehézségekkel jar s ugyan-
akkor m(f) egyszeriien kiszdmithaté és ennek ismeretében egyszerfien adodik
¢(s), G(x) Laplace—Stieltjes transzformaltja. ¢(s) ismeretében pedig G(x)
egyértelmiien meghatarozhatd, és igy a jelenlegi fejezet eredmenye1 alkalmaz-
haték probiémdink megoldasara.

Elére bocsatjuk tovabba, hogy a kovetkezd két fejezetben targyalt
specidlis folyamatokndl hasonlo jeloléseket alkalmazunk, mint a fent targyalt
altalanos esetnél.

3. §. A kitiizott probléma megolddsa

Mint konnyen belathatd, az m-szdmia egymastol fiiggetien torténések
folyamatabol allo rendszerben azon idépontok, midbén a rendszer E, allapot-
ban van, # folyamat Markov-pontjait alkotjak. Az E, allapotban vald tartoz-
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kodas id6tartamai fiiggetlen valdsziniiségi valtozok ugyanazon C(x) = : 1—e m»=
(x = 0) eloszlasfiiggvénnyel. Az egymdst koveté nem-E, (E,, E,, ..., E,, egyike)
allapotban valo tartozkodas idétartamai szintén fiiggetlen valdsziniiségi valto-
z0k ugyanazon D(x) eloszlasfliggvénnyel, amelyet egyelére nem ismeriink.
Most a masodik fejezetben targyalt folyamattal allunk szemben. E, allapotnak
ott A felel meg, nem-E,-nak B allapot és az E,— E, atmeneteknek az A— B
atmenetek. Jelolje most az egymast kovetd . E, — E, dtmenetek idOopontjai kozotti
tavolsag eloszlasfiiggvényét G(x).
Legyen G(x) Laplace—Stieltjes transzformaltja W(s) = O-ra

(49) 9(s) = | ed G(x).
[}] .
Ennek ismeretében az el6z6 fejezet eredményei felhasznalasaval a kérdéses
valosziniiségek meghatarozhatok. '
Igy W,(t,n) annak a valosziniisége, hogy (0, f) kbzben =n, E,— E,
atmenet fordul el6, a kovetkez6 kifejezés segitségével hatarozhaté meg

(50) Jewrmat- L — mP_ 9O 5 0)

G s mp--s s

Stacionarius esetben Wi (¢, n) a kovetkezd transzformalt segitségével
hatdrozhaté meg

(51) ;re‘“ Wi(t, n)dt — % — ltﬂ%jﬂ?)l'f . ((s)>0).
: ‘
Itt « G(x) atlagat jeloli.
Esetiinkben (36) szerint Mi(s) = O-ra fennall
(52) _re""dD(x) - ﬂffif o (s).
‘)
Most D(x) atlaga & ~u—1 /mp és ha n-szeres konvoltcioja D, (x), ugy (40)
szerint

@x

(53) 22 =X e <>%?—)]i Du(2), 0O =z2=1),

=0
és (39) alapjan:
(54) Qi 2)-
1+mp3 2 e = [mp(t ol :Du(z)+tlzp.[[l—D(x)]Du(z—x)dx ;
O =z
Amint latjuk, az 6sszes kérdésre valasz adhatdo ebben az .esetben, ha
ismerjitk ¢(s)-t G(x) Laplace—Stieltjes transzformaltjat. Ez (47) formula segit-

0
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ségével m,(t) meghatarozasaval kaphato meg. (8) szerint (4) figyelembevéte-

lével: -
t

(55) m®="2 [ (@1,
0
és ennek Laplace—Stieltjes transzformaltja:
(56) o Jeramo- > [etrenat

) 0 0
mely Ji(s) > 0-ra konvergens.
gy (47) szerint az adddik, hogy

% 1

(57) p(s)—=1— % SJ el at

Miutdn ¢(s)-et- meghataroztuk a kérdéses valosziniiségek is egyszeriien
megkaphatok. Megjegyezziik, hogy adott H(x) mellett f()-t (1) megoldasa
szolgaltatja. Most G(x) eloszlas atlaga:

w©
"m

(58) - _’ xd G(9)— %,
0

ahol « = M{y.j, azaz y,. varhaté értéke.

Megijegyezziik, hogy modszeriink nem alkalmazhatd az E, — Ei. (illetve
Ej.1 — Ey) k=0 atmenetek tanulmanyozdsara, ugyanis az ilyen atmenetek kozti
id6tartamok fiiggnek attol, hogy abban a ¢ pillanatban, amikor az E; — Ex1
(illetve Eyy — Ey) atmenet megtorténik, a mar folyamatban [év6 torténések
miota vannak folyamatban. Kivétel az az eset, midén y-k exponenciélis
eloszldstiak, amely konnyen targyalhatdé ezzel a modszerrel. A k=—-0 esetben
azonban a vazolt mddszer alkalmazhatd probléménk altaldnos megoldéasara.

4. §. Poisson-folyamat dltal szdrmaztatott térténésfolyamat

A fentemlitett modszer alkalmazasara felhozunk egy masik példat, mellyel
az rendkiviil egyszeriien, kiilonben pedig még specidlis esetben is igen koriil-
ményesen targyalhatd. Ez a példa egyébként, mint latni fogjuk, szoros kap-
csolatban all az el6zbvel.

Tekintsiink egy 4 siirliségli Poisson-folyamatot O = u idépontokban.
Ekkor annak a valosziniisége, hogy u ¢és u--Au idépontok kozott egy
esemény eldfordul: Adu-o(du) és hogy egynél tobb esemény fordul eld:
o(4u). Feltessziik, hogy minden egyes esemény létrehoz egy yi (k= 1, 2,.. ) ideig
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tartd torténést, ahol .-k fiiggetlen valdsziniiségi valtozok ugyanazon
P(y. = x) — H(x) eloszlasfiiggvénnyel. Legyen y, >0 azaz H(0)-—=0. Ezt a
folyamatot tette vizsgélat targyava RENYI A. [4] munkajaban és megallapitotta,
hogy egy adott id6pontban éppen folyamatban Iévé torténések szama Poisson-
eloszlast mutat.

Azt mondjuk, hogy a folyamat » id6pontban E, allapotban van, ha az
éppen folyo torténések szama k. Jelolje annak a valdsziniiségét, hogy (O, t)
idokozben az E,— E, dtmenetek szama = n, W (¢, n) és ugyanezt a valdszi-
niiséget egy végtelen hosszu ideje tartdo folyamatbdl kiragadott # hosszisagu
intervallumra, azaz staciondrius allapot esetén: Wi(¢, n).

Jelolje (O, f) id6kozben a nem —E, azaz E;, (j— 1, 2,...) allapotok egyi-
kében vald tartozkodas idOtartamanak eloszlasfiiggvényét, azaz annak a vald-
szinliségét, hogy ez az iddtartam = z (¢, 2) és ugyanezt stacionarius esetre
£1(t,.2).

Mint konnyen belathaté esetiinkben azon idépontok, midén a rendszer
E, allapotban van a folyamat Markov-pontjait alkotjak. Az E, ailapotban vaio
tartézkodas id6tartamai fiiggetlen valésziniiségi valtozok ugyanazon C(x)=-
=1—e*(x = 0) eloszlasfiiggvénnyel és a nem —E, allapotban valo tartoz-
kodas iddtartamai szintén fiiggetlen valosziniiségi valtozék ugyvanazon D(x)
eloszlasfiiggvénnyel, amelyet egyel6re nem ismeriink. Ez a folyamat megegye-
zik a masodik fejezetben targyalt folyamattal, ha E,-t A-val azonositjuk, nem
—E,t B-vel és az E,— E,, atmenetek id6pontjainak az A— B 4atmenetek
idépontjait feleltetjiik meg. Ekkor az egymast kovetd £, — E;, atmenetek ido-
pontjai kozotti tavolsag eloszlasfiiggvénye: G(x)= C(x) = D(x). G(x) atlagat
jeloljiik w-vel. Legyen M(s) = O-ra: )

(59) 9(5)= |edG)
: 0
ugy (16) alapjan

(60) | "‘e_s‘rdD(X) — /‘u-/fv—s‘ (p(s)'

0

3 =u—1/% Ekkor az el6zd fejezetek alkalmazasaval tiistént felirhatd, hogy

o

(61) J'e*st Walt, mydt = — — ;_% [i(si)]f

0

o

(62) [ie*-*t Wit n)dt -~ LS _[1=9)] [pG]

us®

0

'
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és
(63) O z) = > et ] (G ( )] D.(2), O=2=1),
g] 9.5 >=2(f- )[/(f Z)]”;D (2)+ 2 . [1—D(x)] D.(z—x)dx
(64) L2i(t, 2) A
( ha 0 =z<{,
L 1 ha z = .

Amint latjuk, a szobanforgo valdsziniiségek meghatarozdsat ¢(s) meghatarozasra
vezettitk vissza, amit viszont az atlagfiiggvény keriild nton vald meghatdrozédsa
segitségével allitunk eld.

A fenti problémaval Geiger—Miiller szamlalokkal kapcsolatban C. LEVERT
és W. L. ScHEeN [5], L. KosTeEN [6] és W. FELLER [T} munkajukban foglal-
koztak, véletlen intervallumoknak egy egyenesen vald elhelyezkedésével kap-
csolatosan pedig C. DomB [8] foglalkozott munkajaban. A felsorolt szerzék
csupan y. =« (allando) esetet tirgyaljdk. LEVERT €s SCHEEN a problémat ugy
oldjak meg, hogy a ¢ hosszisagu iddintervallumot egy korkeriilettel helyette-
sitik és az ily moédon modositott problémara bonyolult tébbdimenzids integra-
lokkal allitjak el6 a megfeleld W,(f, n) valosziniiséget, ami a mienkt6l termé-
szetesen kiilonbozik és meghatdrozzak ennek faktoridlis momentumait. KOSTEN
kritika targyava teszi LEVERT és SCHEEN emlitett targyaldsat és a staciondrius
esetre megadja az exakt Wi(f, n) megoldast és kiszdmitja ennek faktorialis
momentumait. Mddszere parcidlis differencialegyenletek és integralegyenletek
rendszeréb6l alld egyensilyi egyenletek Haeviside-operator kalkulussal valo
megoldasan alapszik. W. FELLER valOsziniiségi valtozok Osszegezésére vezeti
vissza a problémat és ezdltal az el6z0 targyaldsokat leegyszeriisiti és ponto-
sabb becslést ér el. DomB Qi(f, 2) eloszlasfiiggvényt, legaldbb is annak Lap-
lace transzformaltjat hatarozza meg, rekurziv formuldk segitségével, amelyeket
Laplace-transzformdcio segitségével old meg.

Megmutatjuk, hogy a fenti eredmények milyen egyszerfien adodnak az
altalunk bevezetett modszerrel.

Csupan ¢(s) meghatarozasara van sziikségiink. Ezt (47) szerint az atlag-
fliggvény meghatarozasa segitségével kapjuk meg.

Ha my(¢) jelenti a (0,#) intervallumban el6forduld E,— E, &atmenetek
varhato szamat, agy m,(¢+ 4 f)—m(f) a (¢ t-F 4t) intervallumban el6forduld
atmenetek varhatdé szama. Legyen P,(f) annak a valosziniisége, hogy f ido-

pontban E, allapotban van a rendszer:
65 bt e ha O0=t=c¢
(65) QURS I e*™ ha 1>

Ugyanis ¢ idopontban akkor van E, allapotban a rendszer, ha (0, t)‘ illetve
(t—«, t) idbintervallumban nem fordul el6 egy esemény sem.




538 TAKACS LAJOS

Most fennall .
(66) ) my(t+ dty—m(t) == Py(f) LAt 4 o(At).

Ugyanis, ha f id6pontban £, allapotban van a rendszer, ugy (¢, t+- Jt) ido-
kozben egyetlen E,— E, atmenet A4t o(dt) valosziniiséggel fordul eld és
egyéb esetekben a (¢,f-4f) intervallumban el6fordulé E,— E, atmenetek °
varhaté szama: o(dt).

(66)-bdl;
se“/ ha 0=t=«

’(,67) mi(t) = le*=; ha t=c.
Igy: .

. » N yi s —{—ZE- (Ats) e
(68) ‘ etdm,(f) = 7 Ls p ,

(4]
ahonnan (47) felhasznalasaval
ie~—a(? \+8)

(69) P(s)= Py P

Ennek ismeretében a kérdéses valdsziniiségek (61)—(64) formuldk segitségével
meghatdrozhatok.

Ezek eldrebocsatdsa utdn ratériink az altalanos esetre, mid6n y; eloszlas-
fiiggvénye H(x) tetszéleges. A (0,f) intervallumban kezd6dd torténéseket
tekintve, mint azt RENY! [4] munkdjdban megmutatta, f idSpontban E, allapotban

) : t
Y ‘.[!—H(m)] o
(70) Pty =e v
valosziniiséggel van a rendszer. Ennek igazolasat mi is megadjuk.
Felirhato, hogy

(T1) Pty =e"+1 le 2t *)P(,(x)H(x) dx.

Ugyanis ¢ 1d0p0ntban tgy lehet E, allapotban a rendszer, hogy (0, ¢) id6-
kozben nem fordul elé esemény, aminek a valosziniisége e, vagy hogy (0, ?)
id6kozben f—x idépontban fordul eld az els6 E,— E, atmenet. Ennek siirii-
ségfiiggvénye : e™-7/. Az ebben a pillanatban kezd6do torténés befejezédik
t idépontig, aminek a valosziniisége H(x), és a ({—x, f) id6kozben kezd6do
torténéseket tekintve azok mindegyike befejez6dik a ¢ idépontig, aminek a
valdsziniisége Py(x).
Legyen g(t) = e Py(t), ugy

(12) gt)=1+2|g(x)H(x)dx.
Itt g(0) — 1 és !
(13) _ gt —rgO)H®),
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ahonnan
t.

(74) ?»J.H(m)dm

glt)=-eo
és igy

t
75 af n-nEjar

( ) Po(t) = 0 ' .

Hatarozzuk meg most a (¢, + 4f) kozben eléfordulé E;— E, dtmenetek
varhato szamat. Erre fennall

(76) my(t+ A1) — my(t) = Py(t)idt+ o(dt).

Ugyanis, ha f id6pontban E, allapotban van a rendszer, igy annak a val6-
sziniisége, hogy (¢, t+ 4f) kozben egyetlen E,— E, atmenet fordul el6:
LAt+o(dt), és hogy egynél tobb E,— E, atmenet annak a valdsziniisége:
o(4t). Ha t id6pontban nem —E, allapotban van a rendszer, Ugy a (¢, {4 4f)
kozben eldfordulo E,— E, atmenetek varhatéo szama: o(4t). (76)-bol.

(17) A my(f) =L P,(t),
és igy

* ® o -st-xfn-u(z)]dx o
(18) festamy=1[esPtydt=a]e ¥ dt,

0 0 0 :

ahonnan (47) felhasznalasaval az adodik, hogy

t.
@ _st-A f[l H(@x]dx

/+s3,,

Ennek ismeretében a (61)—(64) formulak segltsegevel kiszamithatok a kérdéses
valdsziniiségek.

Most

(19) C =1— dts

(80) | p=[xdGr==",
0 :
ahol «¢= M(y).

Ezen utébbi fejezetben tdrgyalt folyamat szoros Osszefiiggésben all a
kordbban targyalt m szami torténések folyamatabol all6 rendszerrel. Ez ugyanis
azt a hataresetet képezi, midén: m — oo, p-—>0 de mp=4 (allando).

Erre nézve elegend6 megmutatni, hogy (57) formula a fenti hatar-
atmenettel (79)-be megy at. Tekintetbe véve, hogy (1) felhasznalasaval kimu-,
tathato, hogy fennall:

@1 FO = p—p || —H®]dx +-o0(p),

1]

st
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igy

t) aqm
2 [2O[ -
(82) P

adodik és ennek alkalmazéséaval (57)-bdl kovetkezik (79).

Az, hogy a masodik folyamat az elozOnek hataresete, szemléletbol is
nyilvanval6, ha tekintetbe vessziik, hogy a Poisson-folyamat a ,Bernoulli-
folyamat® hataresete.

t
-u | p-H @)

[ p’[l—H(x)] a’x—}—o(p)] —e Y , ha m— oo,

PtLDA: Legyen yi = « (allando), azaz H(x)—O ha x <« és H(x)=1
ha x = «. Ekkor (79) szerint

(83) ¥(s) =
ami megegyezik (69)-cel. Innén

;Ve‘a(h+s)
S Ae )’ -

[“] e-J“l l’
-1 J
(84) G(x)= = > (—1) (x—je),
és (60) szerint D(x) Lapi ace—Stlelt]es transzformalt]a
% . B Lts  le )
(85) . (;’ e dD(X) - ] S _+__/‘.e-a(7»+s) ’
ahonnan

7]
(86) D(x) —_ ‘}: (__ 1)/ 1 efjai.

és hasonloan

W(x — jey AN (x—- ja)f‘]
J! (G—nt r

[;l i1 ) n N ALY PRV EY
@) D=2 (=1 T LZU;)———’ (5."_ I—{’)‘!‘) J
(61) szerint .

[*)

I.E‘“‘ Wi(t, n)dt = LI U1C))
88 0 S Ats s |
( ) 1 A \cf jon Zj e-j“(7-+8)
=5 T?( 1 n—l) o
ahonnan

=]
(89) Wi(t,n)==1-(—1)"2
J=
és (62) szerint
(e wrmyar = L —1=26) 6O
(90) 3 S s S
—je(A+s)

RS (e
24( l)J ) sz

i=n

n—1 e k!

=13

(J T)?’ak[e-x(t—j«) - )[/(f—lcf)] ]
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ahol w jelenti G(x) éatlagat, melynek értéke

(91) w=e*7.
Innen
[:,] - —aMj+1) qj+1 . Nt
* _ N ym J) € . 2 (l‘—j(t)
(92) Wit,my=1— 7;—”3(, D (n) GFi) ’

megegyezésben L. KOSTEN [6] eredményével.

Q,(t,2) és Q{(t, 2) eloszlasfiiggvények felirasa (63) és (64) szerint D, (x)
(87) kifejezése segitségével végezheté el. Most D(x) dtlaga: 9 == (e**—1)/i.

2,(t,z) és /(1 2) kifejezése csak latszolag tartalmaz végtelen sok tagot,
ugyanis D,(x)=0 ha n > x'c.
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