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Bevezetés

»Varakozasi id6“-problémak alatt dltalaban a kovetkez6 feladattal kap-
csolatos kérdéseket értjiik :

Tekintsiink egy kiszolgalo berendezést,amelyhez 0 =, < f, < --- <t <.
idépontokban érkezik egy-egy személy. Az érkezési idGpontok {7,} sorozatat
valamilyen valOsziniiségi torvény hatirozza meg. Az egymas utan érkezd szemé-
lyeket egyetlen kiszolgdlo érkezési sorrendben szolgalja ki a kovetkez6 maddon :
Ha egy személy olyan id6épontban érkezik a kiszolgadlo berendezéshez, amidén
nincs sem vdarakozd sem, kiszolgalds alatt all6 személy, gy azonnal meg-
kezd6dik kiszolgéaldsa. Ha a kiszolgélo egy érkez6 személy idbpontjaban el
van foglalva, ugy ennek a személynek a kiszolgalasa abban az id6pillanatban
kezd6dik meg, amikor a kozvetlen el6tte érkez6 személy kiszolgdlasa befeje-
z6dott. Feltételézziik, hogy az egyes személyek kiszolgaldsanak idotartamai
pozitiv valdsziniiségi valtozék. Jeloljiik ezeket rendre y,, yo, ..., ¥u, ...-nel

Ha megadjuk azt a valdsziniiségi torvényt, amelyet a {t.} és a {y.}
valtozok sorozata kovet, tovabba a rendszer allapotat {—=0 vidépontban (a
kiszolgdld szabad, vagy mennyi id6 mulva lesz szabad stb.) tgy ezzel az
emlitett sztochasztikus folyamatot egyérteimiien meghataroztuk.

Az emlitett sztochasztikus folyamattal kapcsolatban tobbek kozott a
kovetkezd kérdések meriilnek fel: Mennyi az n-ik érkez6 személy varakozasi
ideje? Mennyi egy esetleg t idépontban érkez6 személy varakozasi ideje?
Mihez tart a varakozdsi id6 eloszlasfiiggvénye, ha n — oo illetve {— oo ?
Mennyi egy adott pillanatban a varakozé személyek szdma? A kiszolgalasi
periodusok és sziinetek milyen torvényt kovetnek ?

Mi az itt felvetett kérdésekkel abban az esetben fogunk foglalkozni,
amidén a {t,} id6pontok Poisson-folyamatban el0forduld események ido-
pontjait alkotjak. Altalaban feltételezziik, hogy a Poisson-folyamat iddben
homogén azaz az eseménysﬁrﬁség i(t):i (élland()) de ahol csak tehetjiik,
saorozatarél azt fogjuk feltenni, hogy azok egyforma eloszlasu fliggetlen,
pozitiv valosziniiségi valtozok.

Misik érdekes eset az, amidén a f,—1t..1 (n=1, 2 t,==0) ido6-
kiilonbségek egyforma eloszldsu, fiiggetien, -pozitiv valoszmusegi valtozok.
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Errdl az esetrdl csupan néhany szot szdlunk. Dolgozatunkban eredetileg ezzel
a kérdéssel is foglalkoztunk, de D. V. LINDLEYnek id6kozben megijelent cikke
foloslegessé teszi erre vonatkozo targyaldsunkat.

Abban az esetben, ha a {f,} id6pontok Z siiriiségii Poisson-folyamat
eseményeinek iddpontjait alkotjdk A. JA. HINCSIN meghatarozta a vérakozasi
ido6 karakterisztikus fiiggvényét stacionarius allapot feltételezése mellett. HINCSIN
ezen eredménye az altalunk adott targyaldsban egyszeriien megkaphatd. Meg-
oldjuk tovdbba a problémat nem staciondrius allapot esetére is, amelyrol
eddig az volt a vélemény, hogy csak igen koriilményesen targyalhato. A folya-
mat ugyanis altalaban nem Markov-folyamat és tigy latszott, hogy a markovi-
zalds végtelen sok egyenlethdl &llo integrodifferencidlegyenlet megoldasara
vezet. Eszrevettiik azonban, hogy a folyamat akkor is Markov-féle, ha az
allapotot egyetlen mennyiséggel, magaval a varakozasi id6vel irjuk le, és
ekkor a probléma egyetlen integrodifferencidlegyenlettel oldhaté meg.

Szoinunk kell néhany szot tobb kiszolgalé berendezés esetérdl is. Ebben
az esetben a ,varakozadsi idé“-problémaval csupan olyan egyszeriisitt fel-
tevések mellett foglalkoztak, melyek lényegében egy kiszolgdlé berendezés
esetére vezetik vissza. Erre vonatkozéan tobbek kozott A. K. ERLANG és F.
POLLACZEK ért el szamos eredményt. (

1. §. A probléma kitiizése

Tekintsiink egy Poisson-féle sztochasztikus folyamatot 0 = ¢ idépontok~
ban. Legyen az események el6forduldsanak siiriisége A(f), ahol A(f) a ¢ ido-
paraméter valés, nemnegativ, folytonos és korlatos fiiggvénye. Poisson-folya~
mat esetén feltételezziik, hogy kdzds pont nélkiili iddintervallumokban eldfor-
dulo események szdmai egymdstol fiiggetlenek, tovabba, hogy annak a valos--
sziniisége, hogy t és t+ At iddpontok kiozétt egy esemény eldfordul *
A(t) At+o(4t) és hogy tobb, mint egy esemény fordul el6 o(dt).

Tegyiik fel, hogy azokban az idépontokban, midén a Poisson-folyamatban
elofordul egy esemény, valamely kiszolgalo-berendezéshez egy személy érkezik.
Ha a kiszolgalo-berendezés el6tt nincs varakozo személy, gy azonnal meg-
kezdédik ennek kiszolgaldsa. Ha vannak sorbanallok, ugy addig kell véra-
koznia, mig a kordbban érkezettek kiszolgdldsa megtorténik és sor keriil rea.
Ekkor abban a pillanatban megkezdddik kiszolgdlasa, midén az elbtte érkezé.
személyé befejezddik: A kiszolgélas torténjék érkezési sorrendben és az egyes
kiszolgélasi id6tartamok: y,, ye, ..., 2xu, ... legyenek fiiggetlen valdsziniiségi
valtozok ugyanazon P(y. = x)— H(x) eloszlasfiiggvénnyel. Feltessziik, hogy
valamennyi y,. pozitiv, azaz H(0) = 0.

* 0(J1t) ol fii enyt jeldl, melyre lim o(d7)
o(11t) olyan fiiggvényt jeldl, y hm

=0
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Ez a processzus a gyakorlatban szimos helyen el6fordul, igy példaul
telefonkozpontokba érkez6 hivdsokndl, repiilégépeknek repiil6térre valo. leszal-
lasanal, személyeknek pénztar elott valo varakozasanal és egyéb varakozasi
problémaknal.

A fenti terminologiat a konkrétsag kedvéért valasztottuk megfogalmaz-
hato természetesen elvontan is a probiéma.

Egy f idépontban esetleg érkez6 személy vdrakozasi idétartamat jeloljiik
1(f) valosziniiségi valtozoval. Az »(f) valésziniiségi fiiggvény altal leirt folya-
matot iddben ‘homogénnek nevezziik, ha A(f) =4 (id6tol fiiggetlen allando) és
idében nem homogénnek nevezziik, ha A(f) fiigg a t id6paramétertdl.

Legyen P(y(f) == x) = F(f, x), azaz F(t, x) annak a valdsziniisége, hogy
egy t id6pontban érkezd személy vérakozdsi ideje x-nél nem nagyobb. Legyen
toviabba P(7(f,—0) == x) = F,(x), azaz annak a valdsziniisége, hogy az n-edik
érkez6 személy varakozasi ideje legfeljebb x. It #,(n=—=1,2,...) jelenti az
n-edik személy érkezési idGpontjat.

Dolgozatunkban elészor F(t, x) és F,(x) meghatarozasaval fogunk foglal-
kozni. Ezutan azt fogjuk megvizsgalni, hogy milyen feltételek mellett létezik
lim F(t,x) és lim F.(x) hatareloszldis és ezek hogyan hatdrozhaték meg.

t—> o N>

Kimutatjuk, hogy altaldnos feltételek mellett léteznek ezek a hatdreloszlasok
éspedig megegyeznek egymassal. Ez a kozos hatdreloszlastiiggvény szolgal-
tatja a sfaciondrius megolddst, azaz annak a valosziniiségét, hogy ha a
folyamat maér végtelen hosszti ideje tart, egy tetszdlegesen vélasztott idépont-
ban a véarakozasi id6 legfeljebb x, vagy egy tetszélegesen valasztott személy
varakozasi ideje legfeljebb x.

Ezen kérdések targyaldsa utan fogunk foglalkozm a kiszolgalasi periédus
idOtartamanak és a sorbandlld személyek szdmanak meghatdrozasaval.

Sorban éllasok problémdjaval az irodalomban tobben foglalkoztak. Meg-
emlitjiik TH. C. FrRy [1] konyvét, melyben A. K. ERLANG eredményeire hivat-
kozva, stacionarius allapot feltételezésével, foglalkozik a sorbanalldsok torvé-
nyeivel. Nevezetesen allandd és exponencidlis eloszlast mutato kiszolgalasi
id6k esetén meghatarozza az atlagos varakozasi id6t és annak a valosziniisé-
gét, hogy egy adott idOpontban a vdrakozok szama: j(j=0,1,2,...).
(Exponencidlis eloszlasti kiszolgalasi idOk esetében FRry azzal az altalanosabb
kérdéssel is foglalkozik, midén » =1 kiszolgdld berendezés van és erre az
esetre megadja a varakozasi idOk eloszlasfiiggvényét is.) F. PoLLACzex [2]
munkajiban azzal az esettel foglalkozik, midén » =1 kiszolgdld berendezés
van és az egyes kiszolgdlé berendezések csupan minden r-ik érkez6 személyt
szolgdljak ki. Eldallitja a varakozasi idok eloszlasfiiggvényét arra az esetre,
mid6én egy adott id6tartam alatt adott szdmu személy érkezik a kiszolgalo
berendezésekhez és a kiszolgalasi idOk tetszbleges eloszlasiak. PoLLACZEK
ezen munkajiban az eloszlasfiiggvényekre és varhato értékeikre tobb aszimpto-
tikus formulat ad. PoLLaczek tobbi munkai koziil csupan [3]-at emlitjiik még
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meg, melyben repiildgépek leszéllasanal fellép6 varakozasi problémakkal fog-
lalkozik. A. N. KOLMOGOROV [4] munkajdban azt az esetet targyalja, midén
az érkezb és elmend személyek id6pontjai Poisson-folyamatot alkotnak, azaz
a kiszolgdlasi id6tartam exponencidlis eloszldsti. Legmesszebbmend A. JA.
HincsIN [5] munkéja, melyben a kitlizott problémat stacionarius esetben, tet-
sz6leges kiszolgdlasi id6k mellett targyalja és meghatdrozza a varakozasi id6-
karakterisztikus fiiggvényét. Megemtitjiik tovabba D. V. LINDLEY [6] munkajat,
amely specidlis esetként tartalmazza a stacionarius allapotra vonatkozé Hincsin-
téle eredményt. Figyelemre mélté tovabba D. G. KENDALL [7] munkaja, amely-
ben a sorbanalldsok problémajanak igen részletes irodalmi Osszeallitisa talal-
haté meg.

Mi a kovetkezbkben az eddigieknél dltaldnosabb feladatot oldunk meg,
nevezetesen az eddig altalanosan nem targyalt nem stacionérius esetet idében
homogén esetben megoldjuk és idében nem homogén esetre is szolgaltatunk
eredményeket. Feltételt adunk a stacionarius allapot létezésére €és megadjuk
az erre vonatkozd megoldast.

Ugy gondoljuk, hogy még az altalanosabb problémét is egyszeriibben
és rovidebben oldjuk meg, mint sok szerzd a specialis problémakat. Az egy-
szerii megoldds magyardzata a kovetkezOkben rejlik: Az eddigi vélemény az
volt — ldsd pl. W. FELLER ([8] 426. 0.) munkajat —, hogy a varakozasi ido
probléma csak abban a specidlis esetben vezet Markov-folyamatra, ha a
allapotokban lehet, ahol E; azt jelenti, hogy a varakozo és kiszolgalas alatt
1évd személyek szama j. Ha a kiszolgalasi id6 nem exponencialis eloszlasu,
ugy a folyamat tobbé nem Markov-féle. Markov-félévé tehetdé tgy, hogy az
allapotteret kibdvitjiikk és az £; allapotokhoz hozzdvesziink egy folytonos val-
tartamat. Ekkor viszont — FELLERt idézve — ,az 1j egyenletek formalisan
felirhatok, azonban olyan bonyolultak, hogy kétséges, hogy bdarmiféle nyere-
séget is jelentenének“. (The new equations can usually be written down but
they are so complicated that it is doubtful whether anything is gained.) Eszre-
vettiikk azonban, hogy a folyamat akkor is Markov-folyamatnak tekinthetd, ha
a rendszer allapotat egyetlen valtozoval, az illeté idépontban esetleg érkezd
személy varakozasi idejével irjuk le. Ez a leirds egyforman elvégezhetd expo-
nencidlis és tetszbleges eloszlasti kiszolgalasi idétartamok esetében. Nagy
elény, hogy ennél a targyalasnal az E; allapotok semmiféle szerepet nem
kapnak, s ennek kovetkeztében nem végtelen sok egyenletbdl allo rendszerrel,
hanem csupén egyetlen integrodifferencidlegyenlettel kell foglalkoznunk.
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2. §. A vdrakozdsi id6 eloszldsfiiggvenye

1, (t) valosziniiségi fiiggvény ¢ idopontban a kiszolgdlo berendezéshez
esetleg érkezd személy varakozasi idejét jelenti. Ha f=0 id6pontban a
kiszolgalo szabad tugy 7(0) = 0. Ha f=0 id6pontban a kiszolgdl6 el van
foglalva, igy megadhatod egy r, valosziniiségi valtozo, amely megadja azt az
id6épontot, amikor a kiszolgalo kezdeti foglaltsaga megsziinik. Ekkor 7,(0) =1,
ugyanis ennyi lesz ¢ ==0 id6pontban egy esetleg érkezd személy vérakozasi:

1
()

1. 4bra

ideje. Ha egy adott iddpontban 1(f) = 0, gy zérus marad mindaddig az id6-
pontig, amig egy személy meg nem érkezik a kiszolgdlé berendezéshez. Bar-
milyen legyen is n(f) értéke, abban a pillanatban, amidén egy személy
érkezik a kiszolgalo berendezéshez »(f) ugrast szenved és pedig az ugrds
nagysdga megegyezik ezen személy jovendd kiszolgalasi idejével. Egy személy
megérkezése utdn 2(f) értéke linedrisan csokken egészen addig, amig a kovet-
kez6 személy meg nem érkezik, vagy addig, amig zérussd nem valik.

Ha {t,} jelenti az egymasutan érkezd személyek idOpontjainak sorozatat
és {y.) a megfeleld kiszolgaldsi idétartamok sorozatat, gy az elmondottak
szerint #(¢) értéke f,(n=1,2,...) id6pontokban rendre y.(n=1,2,...)
nagysagu ugrast szenved. Kozben »(f) értéke linedrisan csokken, de ha egy-
szer elérte a zérus értéket, ugy az is marad a kovetkezd személy megérke-
zésének iddpontjdig. _

n(f)-t a kovetkezd egyenletek definialjak: 5(0)=1,. Ha ¢, < ¢ < .y Ugy:

yr(t)—({—t) ha (t.)>t—t,
M "= ha .,,ﬁt,,,)gf_f”

-és ha t={, gy
(2) . () = 5 (E—0) + 7.




548 TAKACS LAJOS

Ha ismerjiik azt a torvényt, amelyet a {f.} és {y.} valdsziniiségi valto-
z0k sorozata kovet, tigy 1(0) — n, kezdeti feltétel mellett (1) és (2) egyen-
letek segitségével 1,(f) meghatdrozhato barmely ¢ id6pontban.

Kihangsulyozzuk, hogy a fenti 1 (f) valdsziniiségi fiiggvény minden =0
értékre értelmezve van és n(¢f,—O0) szolgaltatja az n-ik érkezd személy vara-
kozasi idejét. 5 (f) menetét az 1. dbra szemlélteti.

Ha a {f.} id6pontok Poisson-folyamat eseményeinek idépontjaival egyez-
nek meg és a {y.}-ek fiiggetlen valoszinliségi valtozok, gy az 7 (f) valdszinii-
ségi fiiggvény Markov folyamatot ir le. Ugyanis ha #(f) értékét ismerjiik egy
adott idépontban, ugy ez az elébb elmondottak szerint egyértelmilen meg-
hatarozza #(f) jové sztochasztikus viselkedését.

Ha a {¢,} idépontok nem alkotnak Poisson-folyamatot, de a #,—#.
(n=-1,2,..)) idbkillonbségek egyforma eloszlasu fiiggetlen valosziniiségi
valtozok, ugy az n(f) folyamat mar nem lesz Markov-féle, de a {¢.} ido-
pontok a folyamat Markov-pontjait, mas elnevezés szerint regeneréacios pontjait
alkotjak és igy ebben az esetben is visszavezethetd a folyamat Markov-
folyamatok tanulmanyozdsara.

A kovetkezOkben feltessziik, hogy a {¢,} id6pontok A(f) siirliség(i Poisson-
folyamat eseményeinek id6pontjait jelentik és a {y.}-ek egyforma eloszlasi
fiilggetlen valdsziniiségi valtozok. Altaléban feltessziik, hogy 7(0) =1, tetsz6-
leges és 1, eloszlasfiiggvénye P(1, = x)=":F,(x), vagy specidlisan »,=0,
mikor is Fy(x) =-0 ha x < 0 és F,(x) =1 ha x = 0. Most P(3(f) = x) = F(t, x)
eloszlasfiiggvényre a kovetkezd tételt bizonyitjuk be:

1. TETEL Az 1(t) valdsziniiségi fiiggvény P(n(t) = x)-= F(t, x) eloszlds-
fiiggvénye a kivetkezd integrodifferencidlegyenletnek tesz eleget

(3) aF(t,x) _ 0F(tx)

at 0x
ahol az eldfordulo derivditak vagy egyszerre jobboldali (x = Q) vagy egyszerre
baloldali (x > Q) derivdltak. F(t,x) eloszldsfiiggvénynek x == 0 helyen F(t,0)
nagysdgt ugrdsa van, 0 < x értékekre minden t mellett folytonos. F(0,x) =1
(0 = X) kezdeti feltétel mellett (3)-nak egyértelmiien meghatdrozott F(t, x) meg-
olddsa van.

— () Ft, %)+ 2() | H(x—) dy F(t, )

BizonyiTAs. Felirhatjuk a kovetkezd egyenletet 0 < A#¢-re:

() F(t--t,x) == (1— () 4t) F(t, x+ At) -+ i (0) A1 | H(x—y) d, F(t,3)+o(41).

Ugyanis az az esemény, hogy n(t+ Jt) = x tobb egymast kizar6 mddon johet
létre: 1. (¢, -+ 4t) idokozben nem kovetkezik be esemény, aminek a valo-
szinfisége 1—A(f) 41+ o0(4t) és ekkor kell, hogy 7(f) = x -+ Jt legyen, ami-
nek a valoszinlisége F(t, x+ At). 2. (f, {4 4f) kozben bekovetkezik egy ese-
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mény, aminek a valosziniisége A(f) 4f+4o0(df) és ha ()= y (0 =y =Xx) ugy
kell, hogy y = x—y legyen, aminek a valoszinlisége H(x—y) és y eloszlas-
fiiggvénye F(f, y). 3. (¢, t+ Jf) kidzben egynél tobb esemény kovetkezik be,
aminek a valdsziniisége o(A41).

Késébb meg fogjuk mutatni, hogy O <x-re F(¢, x) eloszlasfiiggvény x-ben
folytonos. x=0 helyen F(¢, x)-nek é&ltalaban F(f,0) nagysag ugriasa van.
-Igy mindenesetre felirhato, hogy 0 < Jt-re:

©) F(t, x4 Aty — F(t, x)+ i’i&(ii) At -+ o(4D),

ahol g F gx jobboldali derivaltat jelent, amely x = O-ra létezik. (5)-6t (4)-be
helyettesitve -/t — 0 hataratmenetet elvégezve azt nyerjiik, hogy x = 0-ra

— (Y F(t, x)+ 2(f) J“H(x~y) dy F(t, y),

O

0F(,x) _F(x)
at  9x

ami megegyezik (3)-mal. Ez az egyenlet azt mutatja, hogy F(¢, x) ¢ szerint
jobbrol differencidlhaté és a differencidlhanyados megegyezik a baloldallal.
Hasonléan megmutathatd, hogy O < x-re F(f, x) ¢ szerinti baloldali derivaltja
is létezik és az is megegyezik (3) jobboldaldval, csupan az a kiilonbség, hogy
most 9 F/gx is baloldali x szerinti derivaltat jelent. Olyan x értékekre, me-
lyeknél F(¢ x) jobboldali és baloldali x szerinti derivaltja megegyezik, azaz
majdnem minden x értékre, F(f,x) ¢ szerint differencidlhatd és derivaltja
megegyezik (3) jobboldaldval. '

Az 1 (f) valoszinliségi fiiggvény dltal leirt folyamat tdgynevezett kevert
tipusit Markov-folyamat. Ugyanis diszkontinuus és folytonos dllapotvaltozasok
keverékébdl all. llyen tipust folyamatokkal foglalkozott W. FELLER [9] mun-
kajaban, ahol megmutatta, hogy bizonyos feltételek mellett 1étezik egy egyér-
teimlien meghatarozott F(¢, x) megoldas, amely x-ben eloszlasfiiggvény. FELLER
eld is allitia a megoldast egyenletesen konvergens végtelen sor alakjaban.
Sajnos, dltalanos tirgyalasa erre a specialis esetre kozvetleniil nem alkal-
mazhato.

F(t, x) megoldas helyett attériink ennek Laplace—Stieltjes transzformalt-

“janak tanulmanyozasara. Ezen az uton nemcsak tételiinket bizonyitjuk be, ha-
nem el6allitjuk a megoldast magat is. Vezessiik be tehat a kovetkezd fiigg-
vényeket, melyek Ji(s) = O-ra konvergensek:

(6) D(t, 5) == | e dF (1, x)
0
és

Q) P(s) = | evd H(x).

0
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Képezziik a (3) egyenlet Laplace—Stieltjes transzformaltjdt mindkét oldalon,
tigy azt nyerjiik, hogy N(s) = O-ra

® 2PE - ts) Is—20)+ 2P~ F(,0)

Itt mint konnyen belathato, ¢@®/at derivalt minden ¢ értékre  létezik  és

F(t,0)=1im F(¢t, x), azaz F(¢,x) ugrasa az x-=0 helyen. Ennek a differen-
. L

cialegyenletnek egyiitthatéi f-nek folytonos fliggvényei és ®(0,s)— 1. Ezen
kezdeti feltétel mellett, mint ismeretes, (8)-nak egyértelmiilen meghatarozott
megoldasa van éspedig N(s) = 0-ra

t

) MD(t, ) - - et-I-p@IIO[] —g “e—.m+[l—~1]:(s)]}»(n)F(u) 0)dul,
ahol ’

!
(10) Aty= | Mu)du.

]

a(t, s) ismeretében, mint a Laplace-transzformacidk eimeéletébdl tudjuk,
F(t, x) eloszlasfiiggvény egyértelmiien meghatarozhaté. Tehat F(f, x) egyértel-
miien meg van hatarozva (9) formula segitségével, ha F(u, 0) egyértelmiien
megadhaté O =< u = ¢ értékekre. Az, hogy F(¢{,0) minden f értékre egyértel-
miien meghatdrozhatd, vilagos lesz, ha a folyamatot a kiszolgalé berendezés
szempontjabol tekintjiik. A kiszolgdlo ideje sziinetek és kiszolgalasi periddusok
- véltakozésaibol tevédik ossze és F(f,0) annak a valosziniisége, hogy ¢ ido-
pontban sziinet legyen. F(f,0) egyértelmiien meghatirozhaté a kiszolgalasi
periédusok id6tartamanak eloszlasfiiggvénye ismeretében. Id6ben nemhomogén
folyamat esetén ez a szamitds bonyolult, homogén folyamat esetén ellenben
konnyen keresztiilvihet6, amit a kovetkezd fejezetben meg is tesziink.

Hatra van még annak a kimutatisa, hogy F(¢, x) eloszlasfiiggvény min-
den ¢ értékre x-ben folytonos. F(t, x) eldallithatd a kovetkezd alakban is:

L4

an F(t, x)=e " [1 + _'.F(t—u, 0) A(t—u)e't-" Hu 4+ x) du +
0

t , artn

=+ ‘( ' F(l‘—ll,x—[—u——y)/‘,(t;u)e-l(f—wdH(y)du .
0 \g . )

Ugyanis 1(f) = x ha 1.) (0, ¢) idékozben nem fordul el esemény, 2.) t—u
(ahol 0 =u =¢) idOpontban vdarakozds nélkiil kezdbdik egy kiszolgalas,
melynek id6tartama u-}-x-nél kisebb és (f — u, f) kozben nem torténik ese-
mény 3.) f—u (ahol 0 = u =t) id6pontban egy személy érkezik a kiszolgalo
berendezéshez és ennek varakozasi ideje x-}u—y-ndl kisebb, ahol y jelenti
a kiszolgalas idotartamat és (f—u, t) kozben senki sem érkezik a kiszolgalo
berendezéshez.
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(11) eloallitdsabol, mely egyuttal egy rekurziv formula F(f, x) meghata-
rozasara konnyen megmutathatd F(¢, x) folytonossaga x >0 értékekre.

Definicionkbol kovetkezik, hogy F(f, x) x-nek nem csokkend fiiggvénye.
Az, hogy F(f, -+- c0)=1 abbol a ténybol kovetkezik, hogy F(¢, x) Laplace—
Stieltjes transzformaltjara fenndll, hogy @(¢, 0)=1.

Az elmondottak szerint kimondhatjuk a kovetkezd tételt is:

2. TETEL. Az 1. tételben felirt (1) integrodifferencidlegyenlet F(t, x) meg-
olddsdnak Laplace—Stieltjes transzformdltja s

(12) D(t, s)= 'Fe'“d F(t, x) Ois) = 0)

a kovetkezo alakban dllithato eld :
t

(13) D(t, s)=et- 1 RO [1 —g | et [t w0 F(y, 0)dul,
0

ahol F(u,0) annak a valosziniiségét jelenti, hogy u tdopontban a kzszolgalo
szabad.

Hasonloan foglalkozhattunk volna azzal az esettel, midon ., nem azono-
san zérus, hanem tetszbleges valosziniiségi valtozo. Ha feltessziik, hogy 7,
eloszlasfiiggvénye F,(x), 0 < x értékekre folytonos, tigy az elébbi meggondo-
las szoOrol-széra alkalmazhato és csupan annyi modositast kell tenniink, hogy
(13)-ban a kezdeti feltétel, @(0, s) =~ 1 helyett, @ (0, s)=: D,(s), ahol Dy(s)
jelenti F,(x) Laplace—Stieltjes transzformaltjat és F(f,0)—t is az 1ij esetnek
megfeleld kifejezéssel kell helyettesiteniink.

Ezek utan ratériink 11m £(t, x) = F*(x) hatareloszlas meghatérozasara.

Erre vonatkozoan a kovetkezo tételeket bizonyitjuk be.

3. TETEL. Legyen In valdszinuségi vdltozo vdrhato értéke

(14) = ; xdH(x)= |[1—H(x)]dx
és legyen ’ )
(15) lim 2(t)= 2

pozitiv dllando. Ekkor ha i« <1 gy létezik a kezdeti F,(x) eloszldstol fiig- -
getlen lim F(¢, x)= F*(x) hatdreloszldsfiiggvény, amelyet egyértelmiien meg-
t-»ac

hatdroznak a kivetkezd egyenletek:

(16) F*(0)= 1— /e
és :
(7) P lH(x—y)dF*(y) ,

ahol az elofordulo derivdlt jobboldali derzvaltat Jelent.
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Ha ie =1 dgy nem létezik F*(x) hatdreloszlds, hanem fennall minden
x-re, hogy hm F(t,x)=0.

4. TETEL. Ha lim A(f):==1 és Le < 1igy létezik a kezdeti F,(x) elosz-

>

ldstdl fiiggetlen lim F(t, x)= F"(x) hatdreloszldsfiiggvény, amelyet egyértelmiien
t-» 00
meghatdroz

(18) (/)*(s):,re*-*‘-*dF*(x), Ois) = 0),

. Laplace—Stieltjes transzformdlt, amelyre fenndll, hogy

. 11—l
19 . D) =————
(19) N =
S

BIZONYITAS. Mindenekel6tt kimutatjuk, hogy a kezdeti F,(x) elosz-
lastol fiiggetleniil fennall jim F(t,0)=1—/ic hatarérték, ha Ae¢ <1 ¢és

f-» 00

lim F(£,0)=—0 ha Z¢ = 1. Ha 1,=0 ¢€s A(f)=/ (dllandd) ugy a kovetkezd

t> o

fejezetben kimutatjuk, hogy Ze <1 esetén fennall 11m F(t,0) = F*(0) =

=_ 1 —~Z« hatarérték. Ha 1, tetszoleges tigy tekintsiik azt az idépontot, amidén
a klszolgalo kezdeti foglaltsdga megsziint. Ekkor akdrmennyi is a varakozok
szama, a kezdeti 4llapottol fiiggetleniil # — oo esetén ugyanaz lesz az E, alla-
pot valoOsziniisége, azaz tetszoleges 1, esetén is fenndll, hogy lim F(t,0)=

-F*(0) = 1—Ze. Ugyanis a kovetkezd fejezetben klmutat]uk hogy az E,
allapot ergodikus, és igy allitdsunk a Markov-lancok elméletébdl kovetkezik.
Ha lim A(f)--/4 ugy bizonyos ¢ értéktol kezdve tetszbleges a i—t kozrefogod

t-> oo
4y €és Z, értékekre fenndll, hogy 4, = A(f) =/, és ekkor elegendd nagy t érté-
kekre a kezdeti eloszlastol fiiggetleniil fenndll, hogy F; (f, 0) = F(t, 0) = F; (¢, 0),
ahol Fi(f,0) jelenti 4 siiriiséggel jellemzett folyamat esetén az ,(f) = 0 alla-
pot valosziniiségét. Ennek helyessége az el6z6hoz hasonlé okoskoddssal az
E, allapot ergodikus voltdbol kovetkezik. igy ha Z,¢<1 tgy fennall, hogy:
1—e=lim Fi0)=1—/«.
t> o
Mivel 2, és 4, tetszblegesen kozel valaszthatdo 2-hoz, ezért 2« <1 esetén fenn-
all, hogy lim F(t,0)= F*(0)- - 1 —Zc.
t>w

Ha Ze« =1, ugy, mint latni fogjuk Z(f) =24 (allando) esetén lim F(¢, 0) == 0
t—>o
¢és ekkor altalaban is igaz, hogy lim F({,0) = 0
{00

A kovetkezOkben el8szor feltessziik, hogy 5,=0azaz Fy(x)-~ 1 hax = 0.
Legyen most (13) formulaban s = —i o, ahol »m valds szam. Igy F({, x)
eloszlasfiiggvény karakterisztikus fiiggvényét nyerjiik. Jeloljiik ezt most ®d:(w)-
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val. Ekkor

t

(20) (I)t((')) — e-iwt—[l—w(- {0)] Ay [1 + iw 'Aeiwu+[l—n/’(—iw)]A(u) F(lI, O)dU].
) i

@, (w) minden £ értékre egy nem negativ valOsziniiségi valtozo karakterisztikus

fiiggvénye és igy alkalmazhaté A. ZyGMUND [10] tétele, amely szerint ha az_

m =0 pontot tartalmazé tetszbéleges intervallumban fennall lim @ (w) = @ (w)
t—> o

és @(w) az =0 helyen folytonos, tugy létezik lim F(¢, x) — F*(x) hatarel-
t—> o

oszlasfiiggvény, amelynek karakterisztikus fiiggvénye @(m)-val egyenld.
Most kimutatjuk, hogy azon o értékekre, amelyekre R[y(—im)]< 1,
fennall a kovetkezd hatarérték

. F* (0
@1 rhm Pil(0)= 1—('1/1)(*- )
i 1+4 im
Legyen m egy rogzitett érték, amelyre N[y(—iw)]<1 és legyen ekkor
rovidség kedvéért @(f) == it [1—yp(—iw)]A({t) =imt+ AL, ahol R(y) <O,
ugy

. : .
D) = &9 [ 1+ia | 9 F(u, 0) du
0 |

Most lime %" -0 és kimutatandd tehat, hogy

t—» oo
t

(22) lim e-#® | %00 F.(u, 0)du =
0

t—> o

F* (O) -
(t ’ .
ahol ¢*=Ilim ¢’ (f) = iw -+ [1—y(—im)]L. Rogzitett T érték mellett

t-» 00

T

(23) lim e 0 | e#® F(u, 0) dut —0
0

-» 00

és igy csak azt kell kimutatni, hogy elegend6 nagy t-re
t

e-r® [e?’('f‘F(u, 0)du—

i

F(0)

*

()

tetszbleges kicsinnyé teheto.
Mindenekel6tt kimutatjuk, hogy elegendd nagy 7-re

?

| 2
) o il
(25) _ le-# |.f|e‘7’ ldu < 75’
T

ahol 0 =MN(y) > 0, azaz (25) korlatos fiiggvény. Ugyanis ekkor N (t) = d A(t)
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és igy

4 4 t

t 34t | poa 2010 1 a0 2
(26) e q"U| \e?"“)]dume Ve dy = Z | 40 J(n) du =

Lo’
T T .

ahol 7-t Ggy valasztottuk meg, hogy = T értékekre Ai(f) = 12 legyen.
Most- fenndll, hogy

t t

e~ y® J e‘ﬂ(")F(u’ O) du.__f_@ '< le Pit) [ ‘f(")[F(u O)_F*(O)] du: ,!_
p 7

T

(27 ‘ ' |
A +F‘(O) €‘¢(')Je¢(!') du_;;;
7

A jobboldalon az els6 tag <£ max |F(u,00—F*(0){. Ez elegendd nagy T

értékekre tetszoleges kncsmnye teheto A masodik tag a kovetkezd egyenlet

felhasznalasaval
t

(28) ey [ew(ll)q)’(ll) duy = 1—e¥M-¢®
T

és ¢'(u) = ¢" 4+ y[4(u)—/] figyelembevételével a kivetkezOképpen irhato :
' t . ¢
1 EIGRICIS L
(29 e‘¢('>Je¢(") du— —5=— e — ]ew") i(u)—2} du
) e . v [4( ) ]

7
A jobboldal els6 tagja elegend6 nagy f-re, a masodik pedlg elegendd nagy
T-re tetszoleges kicsinnyé tehetd. Ugyanis A(u)—4, u= T-re tetszbleges
kicsinnyé tehetd és fenndll (25). igy ezzel kimutattuk a (21) hatarérték helyes-
ségét.

Ki kell még mutatni, hogy »=0-nak van olyan kornyezete, amelyben

?)'t(j. e dH(x))< 1. Ha H(x) elfajult eloszlas, mégpedig y zérustol kiilon-
g

boz6 allandd, tehat ez nyilvanvald. Ha pedig H(x) nem elfajult eloszlas, ugy
KoLMOGOROV—GNYEGYENKO ([11] 60. 0.) konyvében kimondott tételekbdl kovet-
kezik, hogy létezik olyan m,=-0 szadm, hogy (—w,, ®,) intervallumban
[y(—iw)| <1, azaz Ry(—iw) <1 is fenndll. Ki kell még mutatni, hogy (21)
folytonos az w =0 helyen. Mivel w(—iw) karakterisztikus fiiggvény egyen-
letesen folytonos minden  értékre és mivel

(30) lim L =¥(=i)

Cw>0 Lo

hatdrérték létezik, tehat (21) is folytonos az w =0 helyen. igy kimutattuk,
hogy létezik F*(x) hatareloszlds. Ha pedig létezik F*(x) batareloszlas, ugy (3)
fennallasabol kovetkezik, hogy eleget tesz a (17) integrodifferencidlegyenletnek.
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F*(x) Laplace—Stieltjes transzformaltja ekkor nyilvanvaldan

o

N F*(0) R S
(31) D*(s) ,,,‘[e dF*(x)= T—0() T—u()
] 1_;\.’—’-* 1_/».—'
s s
Most @*(0) =1, mivel
(32) tim IO | k()= e
50 .

0
Ha Ze¢=1 ugy limF({,0)=0 ¢és ekkor konnyen belathatd, hogy
t—> o
lim ®y(w)=0 és igy minden x-re lim F(, x) == 0.

t>om . t>o

Ha 7, tetszbleges F,(x) eloszlasfliggvénnyel bir, tgy lim F(¢, x) hatar-
>

eloszlas ekkor is létezik és megegyezik F*(x)-szel. Ugyanis mivel az E, alla-
pot ergodikus, ezért 1 valdszinliséggel, véges id6n beliil eléri a rendszer az
E, allapotot és mint kimutattuk, E, allapotbol kiindulva F(f, x), F*(x) hatar-
eloszlashoz tart {— oo esetén.

A (31) formula ekvivalens A. Jao. HINCSIN [5] munkdjaban megadott
stacionarius dllapotra vonatkozé megoldéasaval.

MEGJEGYZES. Ha HINCSIN nyomdn feltételezziik, hogy Ze < 1 esetén léte-
zik stacionarius allapot, melynek eloszlasfiiggvénye F*(x) ugy (3) egyenletb6l
rovidebben eljuthatunk (31) egyenlethez. Ekkor ugyanis (3)-bdl rogton kovet-
kezik (17) egyenlet fennalldsa, melybol azt nyerjik, hogy F*(x) Laplace—
Stieltjes transzformaitjara @*(s)-re fennall, hogy

£°(0)

D (5) =—F—"——..
R 4 0))

s
Mivel F*(x) eloszlasfiiggvény, tehat kell, hogy lim @*(s) =1 legyen, mas-

. 50 S
részt, mint lattuk lim [1 —y(s)]'s=« és igy az adddik, hogy

. s> '

Fr)=1—/c.

Most tegyiik fel, hogy a {#.} iddpontok id6ben homogén 7 siiriiségii
Poisson-folyamat eseményeinek idOpontjaival egyeznek meg. Jeloljiik az n-ik
szemely varakozasi idejének eloszlasfiiggvényét F,(x)-szel, azaz legyen
P(n(t.—0) = x) = F.(x). Ha a kiszolgalé kezdeti elfoglaltsiga 7, és ennek
eloszlasfiiggvénye P(1, = x) = Fy(x) ugy az {F.(x)} sorozat fokozatosan el6-
allithatd a kovetkezd rekurziv formula segitségével

(33) C RE=[K&DAFa(0) (=12,
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ahol

(34) K(9)=H(x—y)+ | e e dH(u).
x=y
Ez egyszeriien onnan kovetkezik, hogy az {1 (f,—0)} valoszinliségi val-
tozok sorozata Markov lancotalkot P(»(¢t,.—0) = x|n(t.-1—0) =y) = K(x, )
atmenet valdsziniiségekkel.
Kérdés, hogyan viselkedik F,.(x) midén n—oco. Erre vonatkozélag a
kovetkezd tételt bizonyitjuk be.

5. TETEL. Ha M(y.) ==« vdrhato értékre fenndll, hogy Za <1, dgy F.(x)
eloszldsfiiggvény n — oo esetén a kezdeti F,(x) eloszldsfiiggvenytdl fiiggetleniil
a 3. és 4. tételben meghatdrozott F*(x) eloszldsfiiggvényhez konvergdl. Ha
le=1 dgy lim F,(x)=-0 minden x értékre.

n—> oo

BizonyiTAs. Elbszor tekintsiik azt az esetet, midén 1,==0. Konnyen
belathatd, hogy ekkor F..i(x) = F.(x). Ugyanis F,(x) jelenti annak a vald-
szinliségét, hogy az n-ik személy varakozasi ideje legfeljebb x, ha az elsd
személy kiszolgdlasa varakozas nélkiil kezd6dott és F..i(x) felfoghaté ugy,
mint annak a valosziniisége, hogy az-n-ik személy varakozasi ideje legfeljebb
x egy olyan sorban, amelyben az elst személy kiszolgalasa esetleg varakozés
utan kezdédik meg. Mivel {F.(x)} sorozat monoton csokkend és alulrdl kor-
latos, tehat minden x-re létezik lim F,(x) hatarérték.

Most jelslje G(t, x) a (0, f) idointervallumban utolsénak érkezd személy
varakozasi idejének eloszldsfiiggvényét és legyen Ki(x,y) annak a valoszinii-
sége, hogy ha ezen személy varakozasi ideje y, akkor egy f idépontban esetleg
érkezd személy vdrakozési ideje =x. Ekkor fennalil, hogy:

t

(35) F(t, x) = | Ki(x, y) d, G(t, ).

Konnyen megmutathato, hogy
(36) lim Ki(x, y) = K(x, ),
t-»00

ahol K(x, y)-t (33) definidija és
37 lim G(¢, y) = lim F,p1(x).
t>x %=+ 00

Ugyanis, ha ¢, jeloli a (0, ) intervallumban utolsénak érkezd személy érkezési
idopontjat, agy a t—1f, véltozd f— oo esetén exponencialis eloszlast kovet
ie ™ siiriiségfiiggvénnyel és ez megegyezik két egymas utdni érkezési id6pont
kozotti tavolsag eloszlasaval. Tovabbd ha {— occ ugy 1 valosziniiséggel n — oo.
igy (35) alapjan azt kapjuk, hogy

H-> W ()

(38) lim F(, x) —lim | K(x, p) dFu(9) = lim Fua(x),
t->» o N>n
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" ahol az utolsé egyenléSég 33) fennallasanak a kovetkezménye. Mint lattuk,
lim F,(x) hatarérték létezik és igy ez (38) szerint megegyemk hm F(f x)-szel,

K e )

azaz lim F,(x)= - F*(x) ha le<l, mig lim F.(x)=0 ha i.agl.

Ha i, tetszOleges, ligy szintén létezik hatareloszlas és ez megegyezik:
F*(x)-szel. Ugyanis, mint a kovetkez6 fejezetben latni fogjuk az E, allapot
ergodikus, s ekkor "tetszdleges kezdeti allapotbol kiindulva 1 valosziniiség-
gel bekovetkezik olyan iddpont, amelyben a rendszer E, allapotban van. Ez-
utan az id6pont utan pedig ugy viselkedik a rendszer, mintha a kezdopontbol
"y =0 feltétel meliett indult volna el.

PELDAK. 1. Legyen y,=« (allando) ugy 1p(s)—e s &5 '(19) alap;an
- -Aa <1 esetben:

0

o 1—ia Y L e
() PO=— = (1—2a)s 2 (1) gy »
ahonnan
(40) : .

. ey B X— )
F (x):(l—A({)%’(—I)Jel(m-q,)~_(_7iﬂ.)_. '

2. Legyen y, exponencidlis eloszlasti, azaz H(x)=1—e** (ha x=0) .
ugy w(sy=:1:(1- as), ahonnan

N ¢ —ra)(1+«s)s
('41) A P(s) = (I—Z&)sFes.
és ' ‘ '
1-Aex
42) ) © F(X)==1—lce ‘ Tz

3. §. Idoben /zorhoge’n folyamattal kapcsolatos viésga’latok

_Ebben a fejezetben végig fel fogjuk tenni, hogy a {f{.} idOpontok id6-
ben homogén Z siiriiségii Poisson-folyamat eseményeinek iddpontjaival egyez-
nek meg. Egyszeriiség kedvéért legyen 5,=0, azaz a kiszolgalé kezdeti
‘elfoglaltséga zérus. Konnyen belathatd, hogy a kiszolgalé ideje sziinetekbol
és kiszolgalasi periddusokbol tevédik Ossze. Legyenek az egymast kovetd
sziinetek idétartamai &,, %,,... és, a kiszolgalasi periodusok idétartamai :
&,&,... Ezek valamennyien fiiggetlen valtozék. A {3.}-€k exponencialis
eloszlastiak P($, = x) = 1 —e* (ha x = 0) eloszlasfiiggvénnyel. A {,}-ek is
egyforma -eloszlistak, de kozos eloszlasfiiggvényiiket " P(§, = x)- G(x)-et
egyelore nem ismerjilk. Ennek meghatdrozasa lesz egyik feladatunk. Ezutan
meghatarozzuk F(f, 0)-t annak a valoszinliségét, hogy ¢ idépontban a kiszol-
galé szabad. Kimutatjuk, hogy Ze <1 esetén lim F(f, 0) = 1—2« és )a>1

i—»m

36 Matematikai és Fizikai Osztdly Kozleményei
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esetén  lim F(¢, 0)==-0. Meghatarozzuk - tovabba stacionarius esetben

f->00

(t—oc, e < 1) annak a valosziniiségét, hogy a rendszer E;(j=0,1,2,...)
allapotban legyen, azaz a varakozo és kiszolgdlas alatt ali6 személyek szdma
J legyen. -

1. A kiszolgdldsi periodus vizsgdlata. Kiszolgalasi periddusnak nevezziik
‘azt az idStartamot, amelyet a kiszolgalo egy virakozas nélkiil kezd6do kiszol-
galas kezddpontjatol az id6kozben sorbanallok megszakitas nélkiili kiszolga-
lasa esetén az utols6 sorbandllé kiszolgalasanak befejezd idOpontjaig tolt el.
Jeloljiik az egymast kovetd kiszolgalasi periodusok idétartamait rendre &,,&,,. ..
valosziniiségi valtozoval. Ezek fiiggetlenek és kozos eloszlasfiiggvényiik
PE, = x)=G(x).

G(x) meghatdrozdsa. Tegyiik fel, hogy a kiszolgalé berendezéshez egy
varakozas nélkiili személy érkezik. Az érkezés idopontjdban rogton megkez-
dodik ennek kiszolgalasa. Tegyiik fel, hogy ez a kiszolgalds y ideig tart.
Annak a valosziniisége, hogy ezen y id6tartam alatt n személy érkezik a kiszol-
gdlo berendezéshez: ‘

-Ay ﬂ)j

(43) : et =

azaz Poisson-eloszlast mutat. Ha n=0, ugy a kiszolgalasi periddus egyetlen
kiszolgalasbol all és ekkor ennek idbtartamanak eloszlasfiiggvénye: H(x). Ha
n=1, agy a kiszolgald az elsé személy kiszolgalasa utdn hozzdkezd a sorban-
allok egyikének kiszolgalisahoz. A tobbi sorbanalloré! gondoljuk el, hogy
félreallanak. Miutan a kiszolgald ezen személy és az id6kozben esetleg érkezd
személyek kiszolgalasaval végzett, mely id6tartam eloszlasfiiggvénye G(x), ugy
a félreallitott n személy koziil megkezdi egynek a kiszolgalasat, miutan ezzel
és a kozben érkezokkel végzett, amely id6tartam eloszlasfiiggvénye ismét G(x),
gy tjra megkezdi a félredllitottak egyikének kiszolgélasat és ezt addig foly-
tatja, mig a félredllitottak el nem fogynak. A kiszolgdlo szempontjabol toké-
letesen mindegy, hogy érkezési sorrendben szolgélja-e ki a személyeket vagy
sem. Ez csak a személyeket érinti, ugyanis a varakozasi ido eloszlasfiiggvénye
ezzel megvaltozik, F(f,0) és az atlagérték azonban véltozatlan marad. Jeloljiik.
G.(x)-szel n szamu &-vel megegyez6 eloszlasu fiiggetlen valdsziniiségi valtozo
Osszegének eloszlasfiiggvényét, azaz G(x) n-szeres konvolaciojat. G,(x) kisza-
mithaté a kovetkezd rekurziv formula segitségével:

(44) Gu) = | G (x—1) dG() (1—23,..),

0
ahol G,(x)= G(x), vagy karakterisztikus fiiggvények modszerevel Tekmtetbe
véve, hogy fiiggetlen valészinfiségi valtozk osszegének karakterisztikus fiigg-
vénye megegyezik az egyes valtozok karakterisztikus fiiggvényeinek szorzataval.
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Az elmondottak alapjan felirhato, -hogy

x

(45) 6 — | Xenw W g x— »AHE).

n —(I
0

Ugyanis a kiszolgalasi periddus hossza x-nél kisebb, ha az els6 érkezd sze-
mély kiszolgéalasa y ideig tart (0 <y = x); y eloszlasfiiggvénye H(y), és ennek
kiszolgdlasa alatt még n(n=20,1,2,...) személy érkezik, aminek a valoszinii-
" ségét (43) szolgaltatja és ezek, valamint a kozben érkezettek kiszolgalasi id6-
tartama x— y-nal nem nagyobb, aminek a val6sziniisége, mint lattuk G,(x—y).
Megijegyezziik, hogy Go(x)=1 ha x =0 és G,(x)=0 ha x <0.

Legyen G(x) Laplace-Stieltjes transzformaltja

46 1= edae),

amely J(s) = O-ra konvergens.
(45) egyenletbél Laplace-transzformacidra attérve azt nyerjiik, hogy.

I’ (s) e ”2_6 [I (S)]“ Je (s+A)x(; x)" dH(x) Z ( l"[IV(s)]?In,Q/!j(")(s_!_ /:)___
@n

=yls+i—2I(©)],
azaz G(x) Laplace-Stielties transzformdltjia F(s) R (S) = 0-ra kielégiti a
kovetkezo fiiggvényegyenletet :
(48) @S)y=vy(s+i—21I(s))..

Ennek az egyenletnek fennalldsira D. G. KENDALL is adott [7] munka-
jaban vazlatos bizonyitast. A tovabbiakban a kovetkezd tételt bizonyitjuk be:

6. TETEL: A kiszolgdldsi periddus eloszldsfiiggvényének, G(x)-nek Lap-
lace-transzformdltja I'(s) a N(s) = O-ra érvényes
(49) ' [(s)=[s+i—AaI(s)]
fiiggvényegyenletnek ['(o0) =0 feltételnek eleget tevé egyértelmiien meghatd-
rozott analitikus megolddsa. I’ (s) ismeretében G (x) egyértelmiien meghatdroz-

hato.
Jelolje p* azt a legkisebb pozitiv szdmot, amelyre fenndll

(50) Y1 —p7) =p",
qgy lim G(x)-—p*. Ha le=1 idgy p*—1 és ekkor G(x) valodi eloszlds,

ZT=r®

mt’g ha ie >1 Lfgy < 1 azaz G (x) nem valo'di eloszla’s, éspedig ekkor a

rgr 2 .

BizonyiTAs : Nyilvanvald, hogy G(x) minden véges x értékre létezik és
mint lattuk, I"(s) kielégiti a (49) fiiggvényegyenletet. Tovabba nyilvanvalg,

36%
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hogy /'(s) analitikus és I'(cc)==0. I'(s) ismeretében G(x) egyértelmiien
meghatarozhato. Ezért elegendd kimutatni, hogy [I'(s)-et egyértelmiien meg-
hatarozzak I'(e0)=0 és az analitikussag feltétele. Elegendd I°(s)-et csupan
nem negativ valos s értékekre ismerni, ugyanis R(s) = O értékekre egyértel-
milen Kiterjeszthetd. Tekintsitk tehat a (49) fiiggvényegyenletet 0 =s < oo
valos értékekre. A y(s) fiiggvény 0 = s < oo értékekre mronoton csbkken, és-
pedig Y(0)=1 és Y(o0)==0. y(s),0=s < oo értékekre differencidihato, és
a /(s) differencialhanyados monoton novekvd; v'(0):==—c és ' (c0)—0.
‘Legyen (49)-ben I'(s)= x, ugy s=1I""(x) és (s) monoton voltab6l kovet-
kezik, hogy egyértelmiien megfordithatd, azaz v '(x) a 0 =x=1 értékekre
létezik. Ekkor (49)-bol azt kap]uk hogy ° .

) =y () — 7(1—-X)

vagyis O< x =1 értékekre /" '(x) egyértelmiien meg van hatarozva. Kérdés
I'(s) is egyertelmuen meg van-e hatdrozva?

A I'"'(x) figgvény az x =0 helyen co.és az x===1 helyen 0 és 0 < x = 1
értékekre differencidlhato, éspedig

P ORI

a fent elmondottakb6l konnyen belathatéan monoton novekvé fliggvény. Az
x=1 pontban ezen derivalt értéke Z——}l?. Hale=1,ugyeza derivalt nem

pozitiv és ekkor /" '(x)—O-nak nincs gyoke a O<x<1 intervallumban,
hanem /"7'(1)=0. Mig ha Ze > 1, agy ez a derivalt negativ, azaz /" '(x) = 0-
nak a 0 <x< 1 kozben van gyoke és nyilvanvaléan csakis egy gyoke van.

Jelslie I""'(x)=0 legkisebb pozitiv - gyokét x=:p* ugy- I'(x) a
0=x=p' intervallumban monoton cstkkend folytonos fiiggvény. Igy
s=—I"""(x) egyértelmiien megfordithaté és I'(s) a 0 = s <-oo intervallumban
szolgaltatja a keresett G(x) Laplace-transzformaltjat. Ez a /°(s) a mondott
feltételek mellett egyértelmiien meg van hatdrozva. A fiiggvényegyenletnek
- altalaban tobb megoldasa létezik, de csak egy elégiti ki az emlitett feltétele-
ket. Most I'(0)=p*, azaz lim G'(x)= p'. A I'"'(x)=—0 egyenlet gyokei pedig

megegyeznek w(/(1—~x))ﬁ—x egyenlet gyokeivel. Ezzel tételiinket bebizonyi-
tottuk.

PELDA. Legyen H(x)=— 1—e “=, gy w(sy= 1/(1 + «s) és ekkor (49)-bol

51) [,(S):;; 1-fe(s+4)— V[;j;a(s%—l)] —4el

Most (49)-nek két megoldasa van és pedlg pozmv €s negativ négyzet—

gyokkel vett megoldas. A negativ négyzetgyokot I'(eo) =20 feltétel miatt kell .
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venni. Ekkor (51) megforditasaval azt nyerjilk, hogy

(14A@)r T

- = 2 iexy 1

52 G(x)=—e = I( =2
(52) ) ! « )[//”.ax

ahol 1,(x)- Ji(ix)/i és J(x) az elsofaju Bessel-fiiggvényt jeloli. Most
G(oc)=1, ha Ae¢ =1, mig G(eo)==1/Ae, ha e > 1. :

A (48) Osszefiiggés kivaloan alkalmas G(x) momentumainak meghataro-
zésara.

Most meghatérozzuk a varhato klszolgala51 perlodust

(53) A u—|xdG(x)

-et, azonban kozvetleniil (45)-boél. Emlékeztetiink arra, hogy
@ = | xdH(x)
. . 0
és igy (45)-bol azt kapjuk, hogy .
(54) it nyJ e"‘-'“(/;l—):)— dH(y).
. a1 .
: 0

Ezt kiilonben kozvetleniil belathatjuk: « Osszetevidik az elsd személy atlagos
kiszolgalasi idejébdl «-bol és ha ennek kiszolgdlasa kozben n személy erke-
21k aminek a valoszmusege

©

P f;J(Y) dH()

0
_ugy ezek, valamint a kozben érkezék atlagos kiszolgalasi ideje a fent részle-
tezett meggondolds szerint nu.
~ (54)-ben az. Osszegezést végrehajtva az adodik, hogy
(55) u=e-+leu.
Ha ie <1, tigy innen ’ ,
: S « : , > .
(56) , RS Py poat

mig ha ie =1, ligy w=oc lehet csak.

A i >1 esetben, mint emlitettiik p*=1/"(0) a valdszinilisége annak,
hogy a kiszolgdlasi periodus hossza véges. Ekkor kérdezhetjiik, hogy mennyi
a kiszolgaltatasi periodus varhaté hossza azon feltétel mellett, hogy véges..
Ennek értéke ‘

(57) . W= —
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Itt 1°(0)==p" és (49).szerint [ (0) =y'(A(1—p")) [ —AI(0)], ahonnan /" (O}
meghatarozhat6. Igy végeredményben :

¢ . —Y' (-1 —p))
58 e I w7 -
(58) N I aa—Y)]
Exponencialis kiszolgdlasi id6k esetében, ha Ae > 1, ugy p*= 1/« és
¥ « . )
(.59) ' N P i

' Allandé « idétartamu kiszolgélasi id6k esetén, mikoris p* a Zep*e** = Lae ™=
egyenlet legkisebb pozitiv megoldasa, azt kapjuk, hogy
. «
60) = 1—p*le

A kiszolgdldsi periddus vizsgalatival kapcsolatban felmeriil még az a
probléma, hogy egy kiszolgdlasi periddus hany személy kiszolgalasabol all.
Jeloljiik f-vel annak a valosziniiségét, hogy egy kiszolgalasi periodus
j(j=1,2,...) szamu kiszolgalasbol &ll. Annak a valdsziniisége, hogy egy
személy klszolgalasa alatt n 9zemely érkezik a kiszolgadlé berendezéshez, mint
mar emlitettiik,

an

(61) p,,—J x (’x) S AH(), (1=0,1,2,..).
. . 0
Ekkor kénnyen beldthatd, hogy fennall a kovetkezd osszefiiggés :
(62) fi= > Po Py Puje o
n,+ns+...+nj=j— 1
rytitgt.. +n =k (k=1,2,...,/-1)

Célszeriibbnek latszik azonban az {f;} mennynsegek generatorfuggvenyet meg—
hatarozni, melyet jeloljiink a kévetkezoképpen :

(63) F(w)= E fiod.
_ Jol
Az f; valosziniiségekre a kovetkezd rekurziv formulat irhatjuk fel:
‘ f1=pn
(64) N -
( L Sjp" N Z . ﬁxffz"'ﬁn'
n=1 Jrtfettin=g-1

Ennek indokolasa teljesen analog a (G(x)-re vonatkozd (45) formula felirdsa-
- val. (64)-bol attérve a generatorfiiggvényekre, és tekintetbe véve, hogy

oo

(65) W—iw)— > paor,

n={

azt kapjuk, hogy F(wm) a kivetkezo fiiggvényegyenletnek tesz eleget :
(66) . F(w)=muw|i—iF(m)].
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1. TETEL. Az f; valdsziniiségek F(w) generdtorfiiggvénye az
- (67) F(w) = oy[A—AF(0)]
fiiggvényegyenletnek F(0)==0 kezdeti feltétel dltal egyértelmiten meghatarozott

|o|=1-re analitikus megolddsa. Legyen Xx=-p" a W(A(1—Xx))==x egyenlet
legkisebb valds pozitiv gyike, iigy lim F(w)=-p°
-1

BIZONYITAS: Az f; valosziniiségek nyilvanvaldan léteznek. Igy generator-
fiiggvényiik F(w) is létezik |w|=1-re, F(w) analitikus |w}=1-re, F(0)=—0,
tovabba F(w) kielégiti a (67) fiiggvényegyenletet. F(w) ismeretében az fj
valosziniiségek egyértelmiien meghatarozhatok. Igy elegendd kimutatni, hogy
F(w)-at a mondott feitételek egyértelmiien meghatarozzak. Elegendd csupan
0=wm=1 valds értékekre megallapitani F(w)-t, ennek ismeretében valamennyi
] =1- re egyértelmiten meghatarozhatd. Legyen (67)-ben x= F(w) ugy
m = F '(x) és ekkor erre (67) szerint fennall

FIO = sau=m)

. . -1
Most F'(0) =0és F'(1)= 1¢és0=x=1 értékekre 4F () monoton csok-

dx
-1
ken. A M
dx

nem negativ, azaz A« =1 ugy F '(x) monoton novekedik a 0=x=1 érté-
kekre és F'(1)=1. Ha ez a derivalt pozitiv, azaz Z¢ > 1, gy F '(x) =1-nek
O0<x<1 kozben van egy és csakis egy x == p* gyoke és ekkor 0= x = p* érté-
kekre F~'(x) monoton novekvs. Ha tehat F™'(x)-—1 egyenlet legkisebb pozi-
tiv gyokét x= p* jeloli, ugy azt kapjuk, hogy F '(x) a 0=x=p" értékekre
egyértelmiien megfordithato. F(0)—0, F(w) w-nak folytonos fiiggvénye és
lim F(w)=—=p*. A fenti eljardssal F(w)-at egyértelmiien eloallitottuk. p* annak

w1

a valosziniiségét jelenti, hogy a klszolgala51 periodus végesszamu kiszolga-
lashol all.

derivalt értéke az x==1 pontban: 1—Z¢. Ha ez a derivalt

PELDA. Legyen y,— ¢ (allandd). Ekkor w(s) =e¢** és konnyen Dbelat-
hato, hogy
[=]

(68) G — X f

Tehat G(x)-et visszavezettik az f; valdsziniiségek meghatarozasara. Most
F(w) a kovetkezd fiiggvényegyenletnek tesz eleget:

(69) F() = me @-F@],
Ha y=ealF(0) és x=we i jeloléssel €liink, tigy .
(70) - yer=x '

osszefiiggést nyerjiik. Innen kell meghatarozni az y=-y(x) fiiggvényt, azaz
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(70) inverz fliggvényét. Mint ismeretes y==-y(x)-nek az origon dtmend aga az
|x| = 1 e értékekre a kovetkezd hatvanysor alakban éllithaté el6:

7 )= N
(1) V)= X
" azaz m[ = 1 értékekre .azt kap]uk hogy
. ~ e Mi(lejfy-t
72 . F(e \ e MGept
@ (@)= XL o

Megjegyezziik, hogy (69)‘-b61 a kovetkezd differencidlegyenletet is nyer-
hetnok

o F' (0)—F(m) = Leo F(o)F' (o),
melynek megoldasat F(0)=0 kezdeti feltétel mellett ugyancsak (72) szolgal-
tatja.
Igy (68) alapjan fehrhato hogy a keresett G(x) eloszlasfiiggvény

I_

,} if4 -1
(73) G(x) — @i (4, '(e 7)1
J=l J!
Megjegyezziik meg, hogy (62) alapjan felirhatd, hogy
. . . 1
 — »Mq L)1 . — I
(74) f? ¢ ’(/ a)) 11,+n2+,..2‘;;¢ =j-1 n,! ng! P Il.,'!
PIRTTa Y #=1,2, ..., j-1)

és igy ezen az uton is megkaphaté (73).
. Ha y. exponencidlis eloszlasu, ugy (67) szerint

o (1 +ie)— V(l +hay—44 (cn) :
(15) F ((u_) = — 2T .
ahonnan: o )
- . (2 ()
76 EEURLEN [t N P e A
( ) . : f7 ( )(1 /A(C)‘lj-l

2. F(t, 0) meghatdrozdsa. [ 12] munkankban foglalkoztunk olyan sztochasz-
tikus folyamatokkal, melyben 1—e eloszlasfiiggvényii sziinetek és G(x)
eloszlasfiiggvényii torténések valtogatjak egymast. Kimutattuk, hogy ha a folya-
mat ¢-=0 idépontban sziinettel kezdddik,.akkor annak a valosziniisége, hogy
(t, t4-4t) idokozben egy torténés (most kiszolgaldsi periodus) kezdoédjék,
f@t)At+o(dt), ahol f(t) az idd folytonos fiiggvénye, €s egyértelmiien meg -
van hatirozva a kovetkezé Volterra-féle integralegyeniettel :

@an ft) -;/1—./:_[ flt—x)[1—G(x)]dx.

Most fennall f(t).dt-- o(dt) = F(t,0)AJt-+o(Jt). Ugyanis (¢, t4 4dt) kozben
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akkor kezdddik egy kiszolgalasi periddus, ha ¢ idépontban nincs varakozo,
aminek a valdsziniisége F(f,0) és (¢, t-_4t) kozben valaki megérkezik a
kiszolgalo berendezéshez, aminek a valdsziniisége 4.4f-o(Jt). Innen

(18) _ R0 10
(70) alapjan N(s) >0-ra fennall, hogy

a9 - e F(t, 0) dt —

0

1 .
st i—il(s)

Innen F(t,0) egyértelmilen meghatirozhato (F (0, 0)=-1).
Emlitett [12] munkankban kimutattuk, hogy fennall
' . . A
(80) : i fO =7
hatarérték, ha v véges. u G(x) atlagat jelenti. Innen (78) és (55) tekintetbe-
vételével az adddik, hogy Ze < 1 esetén : :

' g, . 1 1.,
Ezzel kimutattuk F*(O) hatarertek létezését idében homogen esetben, amxt az

- el6z6 fejezetben felhasznaltunk.

3. E; dllapot valosziniiségének meghatdrozdsa. Jelolje P;(j=0,1,2,...)
idében homogén folyamatndl staciondrius esetben annak a valosziniiségét, hogy -
egy tetszlegesen kivalasztott id6pontban a rendszer E; (j=0, 1,2, ...) alla-
potban legyen, azaz a varakoz6 és kiszolgalas alatt alld személyek szama
legyen j és P, annak a valdsziniisége, hogy E, allapotban legyen a rendszer,
azaz ne legyen se. varakozo, se kiszolgalds alatt all6 szemgly. Mint lattuk
le < 1 esetben fennafl

(82) . , P, :;'1 — 7.(:.

Ha i« =1, ugy mint lattuk «— oo és ekkor a rekurrens események elméle-
tébol kovetkezik, hogy P,=0. (Lasd W. FELLER [13] és [14] munkait.)
'HiNCSIN [5] munkajaban megmutatta, hogy staciondrius allapotban azaz-
t—oc esetén annak a valosziniisége, hogy egy kiszolgalas végpontjaban a rend-,
szer E; allapotban legyen, megegyezik annak a valoszinliségével, hogy egy
tetszblegesen viélasztott idopontban E; allapotban' legyen a rendszer. Elegendd
tehat csupan a klszolgalasx id6k vegpont]alra fehrm ezeket a valoszmusege—
1r]a le &, 8&,...,8C,... valoszinliségi valtoz6, ahol £,=j, ha E; allapotban
van a rendszer az n-ik kiszolgalds végpontjaban. Az {{,} valosziniiségi val-
tozok altal leirt folyamat Markov-lancot alkot a- kovetkezd atmenet valdszinii-
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ségekkel k=1,j=0,1,2,...-re

0

. ) . (Ax)/

(83) P(Cu = K +j— 1 ‘Su— | = k) == P f:J‘e‘b _]—') dH(X)
X 4] .

és k=0-ra

(84) PE.=j ti1=0)=p;

Mint konnyen megmutathato, esetiinkben alkalmazhatdo W. FELLER ([14],325.)
konyvében kimondott tétel, mely szerint ha egy irreducibilis lanc allapotai
ergodikusak, ugy a kezdeti £, értéktdl fiiggetleniil 1éteznek:

(85) : lim P, =))=—P;, (=0,1,2,..)
hatérvalészihﬁéégek és a P; értékek egyértelmilen meghatarozhatok a kovetkezo
egyenletrendszerbdl :

(86) v P./ - Pjrlpo_’"P/pl’i_ co _l"Plp,f -+ Pupj (j == O’ 1’ 2’ .. ) )
Esetiinkben a Markov-lanc irreducibilis, ugyanis barmely allapot elérhetd bar-
mely allapotbdl elegendd szamu lépéssel. FELLER kimutatja, hogy egy irredu-
cibilis lanc allapotai mind ugyanazon osztalyhoz tartoznak. e < 1 esetén, mint
lattuk, az E, allapot ergodikus és ennek kovetkeztében valamennyi allapotra fenn-
all ez. Ha Ze=1, ugy az E, allapot rekurrens nulla allapot és akkor az Osszes
tobbi allapot is az, azaz P;=-0 valamennyi j-re.

Legyen
(87) : : H(m)=— > Py
: =0
és. ' _
88) () N piwi=|er-ard Hx)— w1 —w)),
‘ 0 0

gy ezen generatorfiiggvények segitségével (86,-bol azt nyerjiik, hogy
(89) . o () = a(w) [[T(0)+P,o—P),

ahonnan '

: o (o) '

(90) . () = P, [ 1_— a(m)”

i 1—m

Ha mw —0, Ggy
, : 1—zt(m) .

(9 1 ) 1— (T —> Al

és ekkor 11(0)= Py(1—4i«). Most ha Z« <1, ugy akar [I(0)=1, akar
akar Py=1—~c¢ tekintetbevételével azt kapjuk, hogy :
(1—i)Y(Z(1 —m))
_1=vw@(—w) -

1—m

92 1 ()=
1
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PELDA: 1. y, exponencidlis eloszlast valésziniiségi valtozo, azaz H(x) =
=1—e="*, Ekkor w(s)=1 (1-}es) és igy fennall, hogy

i 1—le
(93) . [I ((1)) :m ’
ahonnan ‘ -
(94) Pi=(1—2¢)(ia).

2. /,,—(/ (allandd). Ekkor w(s)=e** és 1gy

— Aq)erel-e)
(95) 1) 1( Ll Sy
T (1—o)
ahonnan . :
(/ b ik o NJok~1
_ . . ot e (kA a)’™” (kle)
(96) . —(1 /(c) = ( 1)™"e ((j k)' —]—(4——1._ K=y

4. §. ,Vdrakozdsi idé“-problémdk nem Poisson-folyamat esetén

Tegyiik fel most, hogy a kiszolgalo - berendezéshez érkezé személyek
{t,) érkezési id6pontjaira fenndll, hogy a .= t.—t,1 (n=-1,2,...; {,==0)
id6kiilonbségek egyforma eloszlasi, fiiggetlen, pozitiv valdsziniiségi- valtozok
kozos P(T.=x)= Q(x) eloszlasfiiggvénnyel. Id6ben homogén Poisson-folya-
mat esetén Q(x)=:1—e*(x=0) volt. Most azt az altalanosabb esetet tar-
gyaljuk, midén Q(x) tetszbleges. A y,, y.,... kiszolgaldsi idOkrol tovabbra is
fel fogjuk tenni, hogy azok egyforma eloszlasu, fiiggetlen valosziniiségi val-
tozok kozos H(x) eloszlasfiiggvénnyel.

Mar a 2. fejezetben emlitettiik, hogy az ilymodon definidlt n(#) valo-
szinliségi fiiggvény altaldban nem Markov-folyamatot ir le, de a {f,} érke-
zési idépontok a rendszer Markov-pontjait “alkotjak. Legyen 7(f,—0) =1,
azaz az n-edik érkezd személy varakozdsi ideje és 7,(0) = %,. Az elmondottak
szerint az {1,} valoszinliségi valtozOk sorozata Markov-folyamatot alkot. Az
i .} valOsziniiségi véltozok », ismeretében sorjdban a kdvetkezd valoszinii-

ségi egyenlet segitségével hatdrozhatok meg: .

T 1~ Hn—Ty ~ha T —ye<in
o7 . Nt = T * St TS
O ha T+l _Xn ; r]u-

Jeloljiikk », valOsziniiségi valtozo eloszlasfiiggvényét - P(nuék):Fn(x)—szel.
Az {F.(x)} sorozat F,(x)-b0l kiindulva, fokozatosan-el6allithaté a kovetkezd
rekurziv formula segitségével :

(©8) =] KD ARG, (7 0,12,
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ahol o
(%9) K =[1— QU y— 0l dH)

Ugyanis az {4} véltozd sorozat altal leirt Markov-folyamat atmenet valoszi-
niiségei: Py =xin, =Y)==K(x,y) és igy fenpdll (98). A szamitisok
~ kényelmesen elvégezhetdk a kovetkezé kétlépéses rekurziv formulak segitsé-
gével : ‘

(100) | .Kl(x)ziliH(x%y)an(y') .
és _ : o
(101) Fun(x) :‘i—:_i'[l —Q(y—x)}d K. (3):

0

' TOvébbi kérdés, hogy mikor létezik lim F,(x)-:F(x) hatareloszlas-

fliggvény és hogyan lehet meghatarozni F(x)-et. Erre vonatkozdan hivatko-
zunk D. V. LINDLEY [6] munka]ara amelyben a kovetkezd tételt' bhizonyi-
totta. be:

Arra nézve, hogy létezzék hm F,.(x) = F(x) hatdreloszldsfiiggvény, sziik-

seges és elegendd, hogy fennalljon M (y,,) < M(t,) vagy w.—y=0. Ha
M(y.) = M(t.) és 1,— y,==0, tigy minden x-re lim F,(x)=0. Az F(x) hatdr-

N>

eloszlds, amennyiben létezik a kezdeti F,(x) eloszldstdl fiiggetlen és a kovet-
kezd mz‘egralegyenlet egyértelmiien meghatdrozott megolddsa : '

(102)_ . _ F(x):'J K(x, y)dF(y).
' : ‘0 .

LINDLEY vizsgalataiban ‘a (97) egyenletbd! indul ki és megmutatja, hogy
ez az egyenlét egy bolyongasi problémat ir le, amely probléma a rekurrens
események elméletével és nagy szamok torvényeinek segitségével targyalhato.

Az itt kimondott tétel bebizonyithato a Markov-folyamatok altaldnos
tételei segitségével vagy visszavezethetd lényegében annak a. kimutatdsara,
_hogy az 1, =0 allapot ergodikus véges visszatérési idovel, ha « < 6, ahol
«= M(y) és 6~ M(t,). ‘

Erdekes kérdés még az, hogy ha az 1(f) folyamatot minden #-re értel-
mezzitkk a 2. fejezetben leirt modon, ugy mikor létezik I1m F(t, x)=~ F*(x)

hatareloszlasfiiggvény €s hogyan hatarozhato meg. Erre vonatkozoan a kovet-
kezo tételt mondjuk ki: :

6, TETEL. Ha «<t és 0<b ;oo 6s° Q(x) nem olyan eloszldsfiiggvény,
-amely csupdn ugrdsokkal niveli ériékét egy adoz‘t szdm bzzonyos egész szdmii
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10bbszordseinél, ugy létezik a kezdeti F,(x) eloszldstdl fiiggetlen lim F(t, x) = F*(x)
t->» > i

hatdreloszldsfiiggvény, amely a kivetkezéképp hatdrozhats meg :

(103) P |- QUKD a,
ahol ’
(104 K(x) = | F(x—3) d H(y)

és F(x) a (102) integrdlegyenlet egyértelmiten meghatdrozott megolddsa.

Tételiink bizonyitasara bevezetiink egy uj véltozdt, L(f)-t, amely ¢ id6-
pontnak a kozvetlen megelézd t, (n=0,1, 2,...) idépontté] vett tavolsagat
jelenti. Az igy definidlt £(f) folyamat megegyezik J. L. DooB [15] munka-
jaban vizsgalt megujitasi folyamat specialis esetével. Feltételeink mellett alkal-
mazhatjuk Doos [12] tételét, amely szerint letezlk a kovetkezé hatéreloszlas-
fliggvény :

r '

(105) Q)= lim R(c(t)éx) = '[1 — Q).

0

Ha ft— o és ¢, jelenti a (0,t) szakaszban utoljara erkezo személy érkezési
idépontjat, ugy I valosziniiséggel n—oc és.lim P(1(t,) = x) = K(x), ahol

n-» 0

K(x)-et (104) szolgaltat]a igy kOnnyen belathatoan

(106) F*(x) = t K(x+y) d Q' (),

ami megegyezik (96)-tal. :
' Az egyértelmiiség és a kezdeti E,(x) eloszlastol valé fuggetlenség az
F(x)-re kimondott tételb6l kovetkezik.

Megjegyezziik, hogy ha F*(x)-et ugy értelmezziik, mint 1 (f) eloszlas-
fiiggvényét egy végtelen hosszu ideje tarté folyamatban. ,taldlomra“ valasztott
t= -t td6pontban, gy G(x)-re elég azt kikotni, hogy atlagara fennalljon:
0 < i< oo, Ezen pontosabban: azt értjiik, hogy a (0,f) intervallumon valasz-
tunk egy egyenletes eloszlast mutatd * pontot, erre nézve meghatarozzuk a
- megfeleld eloszlasfuggvenyt és azutan f— oo hataratmenetet végziink.

PELDA. Erre az esetre a-varakozasi idék mellett példanak lehet fethozni
vizgyiijt6-medencék megteiését és kiiiriilését. Ezt a-példat G. P. Bojev. ([16]
311. 0. 170. példa) konyveébdl meritettiik. Jelentse 1 (f) a vizgyiijtdé medence
készletét { iddpontban. A vizgyiijté medencék koriilbeliil éves periédusokban
telnek meg és ha feltessziik, hogy az idoegységenkint tdvozd viz mennyisége
a készletto! fiiggetleniil ugyanannyi, mig a kitiriilés bekovetkezik, ugy a fenti
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modellel leirhaté jelenséggel allunk szemben. Stacionarius esetben- a viz-
gyiijts medence készletének eloszlasfiiggvényét a (106) alatt megadott F*(x)
szolgaltatja. Ha azt tessziik fel, hogy az id6egységenként tdvozd viz ardnyos
a készlettel, ugy a [17] dolgozatunkban leirt modell alkalmazhato. :

Magyar Tudomdnyos Akadémia
Alkalmazott Matematikai Intézele.
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