KOZVETLEN BIZONYITAS AZ ELDONTESPROBLEMANAK
'ALTALANOS REKURZ{V ALGORITMUSSAL VALO
MEGOLDHATATLANSAGARA'.

KALMAR LASZLO lev. tag :
Eléadta az 1955. december 16-dn tarfott felolvaso iilésen

1. Eldontésprobléman ebben a dolgozatban a sziikebb logikai fiiggvény-
kalkulus eldontésproblémajat® értem. Ez a probléma olyan eljards keresésében
all, amelynek segitségével barmely adott (a szlikebb logikai fiiggvénykalkulus

értelmében vett) logikai formulardl® véges szdmu 1épésben el lehet dénteni,.

vajon kielégithet6-e.
A logikai formuldk halmaza, mint ismeretes és konnyen lathato, meg-
szamlalhatd. Tekintsiik a logikai formuldk valamely

I A Ay, LA
megszamlalasat. Minden ilyen megszamlaldshoz hozzarendelhetjiik a kovetkezo-

képpen definidlt aritmetikai fiiggvényt®, amelyet az eldontésproblémanak a
kérdéses megszamlalashoz tartozo karakterisztikus fiiggvényének nevezhetiink:

{ 0, ha az A, formula kielégithets,
7y "1, ha az A, formula nem elégithetd ki.

Vilagos, hogy annak eldontése, hogy az A, formula kielégitheto-e, ekvivalens
a y(v) fuggvényérték kiszamitisdval, ennélfogva, amennyiben az (1) meg-
szamlalas effektiv, vagyis olyan, hogy barmely A logikai formuldhoz véges
szamu lépéshen meg tudjuk taldlni azt a r sorszamot, arpelyre A=A, és

1 1954. november 22-én a berlini Humboldt-Egyetem matematikai kollokviuman tartott

-eldadas részletes kidolgozasa. Német nyelvii valtozata a berlini Zeitschrift fiir mathematische

Logik und Grundlagen der Mathematik c. folydiratban jelenik meg.
2 Az eldontésprobléma mibenlétére ¢s jelentOségére nézve lasd pl. a szerzo {1} dol-
gozatanak bevezetd részét (163—169. oldal), vagy Surainvi JAnos [1] dolgozatanak 1-—3.

’ fejezetét (180—186. oldal); ezckbdl a jelen dolgozatban felhasznalt matematikai logikai fogal-

makat is meg lehet ismerni. (A nevek utdn szogletes zardjelbe tett szamok a jelen dolgozat
végén talalhato irodalomra utalnak.)

3 Logikai formulan ebben a dolgozatban mindig a szlikebb logikai fuggvmykalkulus
értelmében vett formulat értiink; megengedjiik, hogy az azonossag-relacio is eléforduljon
a formulaban.

+ Aritmetikai fiiggvényen olyan fiiggvényt értiink, amelynek fiiggetlen valtozodja (vagy
ha tobbvaltozés fliggvényrél van szo, mindegyik fiiggetlen valtozoja) a természetes  szamo-
kon fut at és értékei is természetes szamok. Természetes szamon ebben a dolgozatban

" nemnegativ egész szdmot értiink.
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2 KALMAR L.

viszont, barmely » természetes szamhoz meg tudjuk talalni az A, formulat,
akkor az eldontésprobléma ekvivalens olyan eljards keresésével, amelynek segit-
ségével a y fiiggvény értékét barmely adott helyen véges szamu lépésben ki
lehet szamitani.

Az olyan aritmetikai fiiggvényeket, amelyekhez van olyan eljards, amely-
nek segitségével a fiiggvény értékét barmely adott helyen véges szdmu 1épés—
ben ki lehet szamitani, kiszamithatd fiiggvényeknek nevezziik. Egy CHURCH-
féle hipotézis szerint® a kiszamithaté fiiggvények osztilya azonos az altalanos
rekurziv fliggvények osztalyaval®. Ez a hipotézis — amennyiben az ,eljaras“
fogalmat a legaltalanosabb, tehat nem valamilyen matematikai definicié segit-
ségével szabatosan elhatarolt és egyben lesziikitett értelemben értjiikk” —

ismeretelméleti jellegii. Itt nem megyek bele annak a kérdésnek a targyala—'

saba, mennyiben fogadhato el CHURCH e hipotézise, csak megemlitem, hogy
vele szemben alapos (természetesen filozofiai) érveket lehet felhozni®,

Mar most CHURCH bebizonyitotta®, hogy az eldontésproblémanak a logikai
formuldk szokdsos (effektiv) megszdmlalasahoz tartozo karakterisztikus fiigg-
vénye nem tartozik az altalanos rekurziv fliggvények osztalyaba. CHURCH e
tételét gyakran ugy fogalmazzak, hogy az eldontésprobléma megoldhatatlan.

E fogalmazds az emlitett CHURCH-féle hipotézisen alapul; maga a tétel azon-
ban fiiggetlen a CHURCH-féle hipotézistdl, és azt mondja ki, hogy az eldontés~

5 Cnurch [1], 356. oldal. — Cuurcu definicio alakjaba oOltozteti ezt a hipotézist;
azonban mar az a tény is, hogy felveti azt a kérdést, mennyiben fedi definicidja a defi-
nialt fogalom (a kiszadmithato fiiggvény fogalma) ,intuitiv¢ tartaimat, mutatja, hogy val6ja-
ban hipotézisrdl van szo.

o Az altalanos rekurziv fiiggvény fogalmat illetéen lasd Kieene [1] dolgozatat, vagy
magyarul Peter Rozsa [1] mitvének 130—131. oldalat, vagy pedig a szerzd [2] dolgozatanak
1. pontjat (103—113. oldal). Maga az altaldnos rekurziv fiiggvény definicidja a jelen dolgo-
zatban is eld fog fordulni.

7 Az eljaras (algoritmus), nevezetesen valamely aritmetikai fiiggvénynek (természe-
tes szamokbdl allo sorozatnak) barmely adott helyen felvett értékének (adott indexii tagja-
nak) kiszamitasira szolgdld eljaras fogalmanak szabatos elhatarolasara szamos definiciot
javasoltak (lasd pl. Cuurch [1], 356—3538. oldal; Turva [1], 232—233. oldal; Markov {1]);
ha a kiszamithato fiiggvény fogalmaban eljardson e definiciok barmelyike altal szabatosan
elhatarolt eljaras-fogalmat értjiik, akkor Cuurch hipotézise bebizonyithato tétellé valik (lasd
Kieene [2], Turine [2], ill. GverLovsz [1]). Azonban az eljards ilyenféle elhatarolt fogalma
esetén mar nem evidens (hanem ismét csak ismeretelméleti jellegti hipotézis), hogy az eldon-
tésprobléma ekvivalens olyan, az elhatdrolt értelemben velt eljiris keresésével, amelynek
segitségével az eldontésproblémanak a logikai formulak valamely effektiv megszamlalasahoz
tartozé karakterisztikus fuggvenyenek értékét barmely adott helyen véges szamu 1épésben
ki- lehet szamitani.

8 Lasd a szerzd [2] dolgozatanak 125. oldalan a * jegyzetet. Erre a kérdésre még
mashol vissza szandékozom térni.

» CHurcH [2] és [3].
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probléma bizonyos fajta eljarassal nem oldhatdo meg, ti. olyannal, amely a
kovetkez6 alakd (vagy ilyen alakra hozhatd). Adva van -egy egyvaltozos ¢
altalanos rekurziv fiiggvény; és az eljardsnak valamely A, logikai formuldra
valo alkalmazdsa abban &ll (vagy azzal ekvivalens), hogy kiszamitjuk a ¢
fiilggvény értékét a »r helyen. Ha azt talaljuk, hogy ¢(»)-=0, akkor az elja-
ras arra az eredményre vezet, hogy az A, formula kielégithetd; ha pedig
¢(v)==0, akkor az eljards arra az eredményre vezet, hogy az A, formula
nem elégithetd ki. Az ilyen eljarast dltaldnos rekurziv algoritmusnak nevez-
ziikk; eszerint CHURCH tétele azt mondja ki, hogy az eldontésprobléma nem
oldhato meg altalanos rekurziv algoritmussal. CHURCH tételének jelentdségét
az mutatja, hogy mindazok az eljarasok, amelyek segitségével az eldontés-
probléma bizonyos specidlis eseteit sikeriilt megoldani, altalanos rekurziv
algoritmusnak bizonyulnak.

CHURCH tételének eddig kozzétett bizonyitdsai”, tudomasom szerint,
valamennyien a kovetkez6 alakuak. Mindenekel6tt egy mdasik P probléma-
seregrol ® mutatjuk meg, hogy nem oldhatd meg 4ltaldnos rekurziv algorit-
mussal *; majd a P problémasereget ,altalanos rekurziv médon*, vagyis olyan
redukcios eljards segitségével vezetjiik vissza az eldontésproblémara, amely
azt mutatja, hogy ha az elddntésprobléma megoldhato dltaldnos rekurziv algo-
ritmussal, akkor a P problémasereg is megoldhatd volna ilyen algoritmussal.
Eppen ezért ezeknek a bizonyitdsoknak megértéséhez nemcsak a sziikebb logikai
fiiggvénykalkulusnak, valamint az altalanos rekurziv fiiggvények elméletének
alapfogalmait kell ismerni, amelyekre mar a CHURCH-tétel kimonddsdhoz is
szitkkség -van, hanem, legalabbis részben, azt a diszciplindt is, amelyhez

1w Altalanosabban, legyen adva egy megszamlalhaté problémasereg, vagyis cgy, meg-
szamlalhato sok értéket felvevo, paramétertél fiiggd olyan problémak Osszessége, amelyek
mindegyikére ,igen“ vagy ,nem‘ valaszt varunk. (llyen megszamlalhaté problémasereg az
eldontésprobléma iIs; a paraméter az a logikai formula, amelyrdl el akarjuk donteni, kielé-

githeté-e, vagy nem.) Az altaldnossdg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a paraméter
a természetes szamokon fut at; tehat a problémasereg problémai egy
Py, P, Py, ...
sorozatot alkotnak. Marmost e problémasereg megoldasara szolgalo altalanos rekurziv
algoritmuson olyan eljarast értiink, amely a kovetkez6 alaku (vagy ilyen alakra hozhatd).
Adva van egy egyvaitozos ¢ altalanos rekurziv fiiggvény; az eljards a P, problémara asze-
rint adja azt a valaszt, hogy ,igen“ vagy ,nem“, hogy a ¢(v) fiiggvényérték O-e, vagy
0-t61 kiilonboz6 szam-e. Konnyen lathatd, hogy a problémasereg akkor és csak akkor old-
haté meg altalanos rekurziv algoritmussal, ha karakterisztikus fiiggvénye, vagyis a kovet-
kezbképpen definialt aritmetikai fiiggvény aitalanos rekurziv fiiggvény:
50, ha a P, problémara a helyes valasz: ,igen“,

Z () i1

ha a P, problémdra a helyes valasz: ,nem*.

11 Lasd Cuurcu [2], [3]; Turing [1], killonosen 259—263. oldal, tovabba |3].
12 Lasd a v jegyzetet.
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a kérdéses P probiémasereg problémai tartoznak. A jelen dolgozatban kozvet-
len, vagyis olyan bizonyitasat adom az eldontésproblémanak altalanos rekurziv
algoritmussal valé megoldhatatlansdgédra vonatkozd CHURCH-féle tételnek, amely
elkeriili az ilyen P problémaseregen at vezetd keriild utat s ennélfogva a sziikebb
logikai fiiggvénykalkulusnak és az &ltalanos rekurziv fiiggvények elméletének
elemein kiviil tovabbi el6ismeretet nem tételez fel. Ezenkiviil még az az
elénye is megvan a jelen dolgozatban adott bizonyitasnak, hogy vildgosabban
megmutatja azoknak, a logikai formuldk (1) megszamlélasdra vonatkozo,
feltételeknek pontos alakjat, amelyek elegenddk a tétel érvényességéhez ™.

2. A CHurcH-tétel bizonyitdsdhoz természetesen sziikségiink lesz az alta-
lanos rekurziv fliggvény fogalmdra, valamint bizonyos, e fogalom definicio-
jahoz felhasznalt fogalmakra. E fogalmak definicioja megtaldlhat6 a szerzd [2]
dolgozatanak 1. pontjaban (103—113. oldal). E dolgozat emlitett részét ismertnek
teszem fel; azonban a CHURCH-tétel bizonyitdsa szempontjabol célszerii lesz
e dolgozat jeloléseit némileg megvaltoztatni és bizonyos, oft nem teljesen
rogzitett jeloléseket rogziteni.

Az egyik valtoztatds az, hogy az altalanos rekurziv fliggvények defini-
cidjaul szolgdld egyenletrendszerek felirdsara csupa félkovér betiit és egyéh
jelet (zarojelet, vesszot, 0 szamjegyet, egyenlOség-jelet) hasznaiunk. Ezaltal,
valamint annak folytdn, hogy természetes szamokat egyébként mindig csak
gorog kisbetiivel jeloliink ™, a kozonséges (sovany) kurziv latin kisbetiik fel-
szabadulnak a kifejezések (vagy masféle jelsorozatok) jeldlésére (eszerint a
kifejezéseket nem jeldljitkk kurziv nagybetiivel, mint az emlitett dolgozatban).

13 A feltételezett elismeretek megtalalhatok pl. a szerzd [1] dolgozatanak bevezetd
részében (163—169. oldal), valamint [2] dolgozatanak 1. pontjadban (103—113. oldal).

1+ Az, hogy egy problémasereg megoldhaté-e altalanos rekurziv algoritmussal vagy
nem, fiigg attol, milyen sorrendben rendezziik a hozzatartozo probiémakat; igy az is, hogy
az eldontésprobléma megoldhato-e altalanos rekurziv algoritmussal, fiigg a logikai formulak
(1) megszamlalasatol. fgy pl, ha a logikai formulakat gy szamlaljuk meg, hogy paros
indexet kapjanak a kielégithetd, paratlant a ki nem elégithetd formulak, akkor az A, for-
mula akkor és csak akkor elégithetd ki, ha @(») - 0, ahol a ¢ fiiggvény, amelv a kovet-

kezOképpen van definidlva:
{ 0, ha » paros,
p(»)- 11, .
, ha » paratlan,

mint konnyen lathato, altalanos rekurziv fiiggvény. Azonban ilyen effektiv megszamlalast —
legalabb is addig, amig meg nem oldjuk az eldontésproblémat — nem tudunk megadni. —
A CHurch-tétel pontos kimondasaban valojaban nem az 6sszes, hanem csak a zart, azax
szabad valtozot nem tartalmazé logikai formuldk megszamlalasara vonatkozd feltétel szere-
pel majd; ugyanis az eldontésprobléma, mint ismeretes és kénnyen lathato, ekvivalens olyan
eljaras keresésével, amelvnek segitségével barmely adott zdrt formutardl el lehet donteni,
vajon kielégitheto-e. '

15 Gordg kisbetitkkel, meégpedig a ¢, 4, &, &, ¢, 7, ¢, w betiikkel jeldliink majd bizo-
nyos matematikai fiiggvényeket is (aritmetikai filggvényeket, vagy olyan fliggvényeket, ame-
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Ez azért célszeril, mert a kifejezések késobb majd egy / individuumtartomany
elemeiként szerepelnek; marpedig az individuumtartomdny elemeit kurziv latin
kisbetiikkel szokds jelolni. Hasonidan, kurziv latin kisbetiikkel jeloljik majd
egy masik /' individuumtartomany elemeit is™.

A maésik valtoztatds az, hogy ebben a dolgozatban azt a (rekurziv fligg-
vények elméletében kitiintetett) fiiggvényt is funktorral, nevezetesen az f, funk-
torral jeloljilk, amely a tetszoleges » helyen a »r--1 értéket veszi fel (» a
természetes szamokon fut at). lly modon a * jelolés, amely a szerzd [2] dol-
gozataban ¢ fiiggvényt jeldlte, felszabadul a szokasos (megkiilonboztets jelként
valo) haszndlatra és a kifejezés fogalmanak definicidja is egyontetiibben
mondhaté ki (a szerzd [2] dolgozatdban a ' jellel is, funktorokkal is képeztiink
kifejezés(ek)bol wj kifejezést); ez az elény karpotol benniinket azért a hatra-
nyért, hogy egyenletrendszerekben 0,0,0”,0™,... helyett a nehézkesebb
0, £,(0), f.(f,(0)), f.(£.(f,(0))), . .. kifejezéseket kell a 0,1,2,3,... természetes
szamok jelolésére hasznalnunk.

A harmadik valtoztatds az, hogy szigoribban rogzitjiik, mely betiiket
has‘znélunk szémvéltozéként vagy funktorként. Valamely éltalénoq rekurziv
mindig a v,, ..., Va, funktorként pedlg mindig az f,,..., {5 betuket hasznal-
juk. Itt tehat « és @ egyenletrendszerrdl egyenletrendszerre valtozd természetes
szamok (az egyenletrendszerben szerepld szamvaltozok, ill. funktorok szama,
de valaszthatunk ezeknél nagyobb szamokat is ¢ és o gyanant, hiszen nem
kotjiik ki, hogy v,,...,v. és f,,...,f; mind szerepeljenek az egyenletrend-
szerben). Mint mondtuk, az f, funktor mindig az f,(») -r--1 fliggvényt
jeloli; az f, funktort pedig mindig az egyenletrendszer altal definidlandé alta-
lanos rekurziv fiiggvény jelolésére hasznaljuk”.

lyeknek (mindegyik) fiiggetlen valtozoja természetes szamokon fut at ugyan és értékei is
fermészetes szamok, de amelyek nincsenck minden helyen értelimezve; tovabba olyan fiigg-
vényeket, amelyeknek (mindegyik) fiiggetlen valtozoja valamelyik individuumtartomany ele-
mein fut at és értékei is ezen, vagy masik individuumtartomany elemei). A tobbi gorog
kisbetiivel mindig természetes szamot jeloliink. (Amikor arrdl heszéliink, milyen fogalmak
jelolésére hasznalunk valamilven betiit, ezt mindig ugy értjiik, hogy akar index nélkiil, akar
indexszel, egy vagy tobb vesszdvel szerepel, mindig ilven fogalmat jeldliink vele.)

v Az I vagy I’ halmazon értelmezett logikai fiiggvényeket gorog nagybetiikkel jelol-
jitk; egyes latin nagybetiiket, nevezetesen az F, G, H és T betiiket logikai fiiggvényvalto-
z0k, -vagyis olyan valtozék jeldlésére hasznaljuk, amelyek (az / vagy az I’ halmazon értel-
mezett) logikai fiiggvényeken futnak at. A tobbi latin nagybetiiket kiilonbozé fogalmak
jelolésére hasznaljuk; pl. /, mint mar mondottuk, mdmduumtartnmanyt jelol; P-vel pedig
fentebb valamely problémasereget jeloltiink.

17 Ez a jeldlésrogzités nem jelenti az altalanossag megszoritasat, hiszen sziikség
esetén jelolésvaltoztatassal mindig elérhetd, hogy az egvenletrendszer altal definialt fiigg-
vényt jeloljiikk az f, funktorral.
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Egy-egy egyenletrendszer felirdsa esetén rogziteni kell a benne szerepld
f,, ..., fs funktorok argumentumszamat, vagyis az altaluk jelolt aritmetikai
fiiggvények fiiggetlen valtozoinak szamat is; legyenek ezek rendre o,, ..., 0g.
Itt o, mindig 1, hiszen f, egyvaltozds fiiggvényt jelol; ¢, azonban egyenlet-
rendszerrdl egyenletrendszerre véltozik, hiszen mindig az egyenletrendszerrel
definidlt altalanos rekurziv fiiggvény fiiggetlen véltozodinak szamdval egyenld.
Hasonloan, azt is megengedjiik. hogy o;, ..., 0, is egyenletrendszerrdl egyen-
letrendszerre véltozzanak.

Az a koriilmény, hogy e.,...,¢, nem cgyszer s mindenkorra rogzitett
szamok, valtozast tesz sziikségessé a kifejezés fogalmanak definiciojaban,
hiszen pl. £.(0, 0) nyilvdn akkor és csak akkor kifejezés, ha o,--2. Vilagos
¢ példabol, hogy az, hogy milyen jelsorozatokat neveziink kifejezéseknek, fiigg
a0, ...,0 szamok vdlasztasatol. Ez a kordlmény nem okoz nehézséget,
hiszen amikor valamely adott £ egyenletrendszerrdl beszélink, a o,,...,0
szdmokat is adottaknak tekinthetjiik ™.

Célszerii lesz némileg modositani a trividlis kovetkezmény fogalmdt is.
Ahelyett, hogy valamely + szamvaltozé (azaz a v,,..., V. jelek valamelyike)
helyébe tetszOleges szdmnak (pontosabban: a 0, f,(0), f,(f,(0)), ... kifejezések
barmelyikének) helyettesitését engednOk meg (ezt a miiveletet neveztiik a szerzd
[2] dolgozatdban specializdlasnak), mindossze kétféle helyettesitést engediink

p

* Eszerint az, amit a jelen dolgozatban kifejezésnek neveziink, nem fedi pontosan
a szerz0 [2] dolgozataban szerepl6 kifejezés-fogalmat, hanem az olyan kifejezés fogalmanak
felel meg, amelyben nem szerepel sem mas szamvaltozd, sem pedig mas funktor, mint ax
adott E egyenletrendszerben szerepld v,, ..., v, szamvaltozok és sorra o -1, ¢0,..., o
argumentumszami f;, f,, ..., f; funktorok. (Ez a fogalom, és vele egyiitt az egyenletnek és
egyenletrendszernek a jelen dolgozatban hasznalt fogalma is, fiigg az «, 8, ¢,, .. ., 0p $zamok
valasztasatdl.) Ez a ,relativ® kifejezés-fogalom elegend6 akkor is, ha az E egyenletrend-
szernek a szerzd a [2] dolgozatiban definialt értelemben vett trividlis kovetkezményeit vizs-
galjuk, hiszen ezekben sem szerepelhet mds szamvaltozo, mint vy, ..., v, sem pedig.mas
funktor, mint f,, ..., fﬂ. Ugyanis azok a miiveletek (a ,specializalas® és az ,alkalmazas®),
amelyek ismételt végrehajtasa segitségével az E egyenletrendszer egyenleteibdl az E egyen-
letrendszer trividlis kdvetkezményeit megkaphatjuk, olyanok, hogy egyikiik sem vezet olyan
egvenlethez, amely ,uj“ szamvaltozét, vagy ,uj“, f,-to! kiilonbdzo funktort tartalmaz.

Az a koriilmény, hogy az egyenletrendszer fogalma fiigg az e, 8, ¢,, - .., 0p Szamok
valasztasatol, ezek pedig attél az egyenletrendszertél, amelyet (trivialis kovetkezményeivel
egyiitt) vizsgalni akarunk, csak latszolag jelent circulus vitiosust. Valojaban az a helyzet,
hogy ha egy, a szerzd [2]| dolgozata értelmében vett, E egyenletrendszert akarunk vizsgalni,
akkor az «, 8, 3, ..., 05 szamokat ugy kell valasztanunk, hogy E, megfeleld jelolésvaltozas
utan, egyenletrendszer legyen a jelen dolgozatban hasznalt, az «, §, ¢,, ..., ¢g szamok e vi-
lasztasahoz tartozé, értelemben. (Pl. ¢ gyanant az E egyenletrendszerben szerepld szam-
valtozok szamat, # gyanant a benne szereplé funktorok szamat valaszthatjuk (a ’ jelet is
beleértve), ¢, ..., 05 gvanant pedig sorra ¢ funktoroknak az E egyenletrendszerbol leolvas-
hat6 argumentumszamat.)
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meg: v helyébe a 0, vagy az f,(v) kifejezés helyettesitését. Konnyen lathato,
hogy ez az, egyébként KLEENEtOl szdrmaz6' modositds valtozatlanul hagyija
az altalanos rekurziv fiiggvény fogalmat™.

3. Hogy az emlitett jelolésvaltozdsok és a veliik kapcsolatos tovdbbi
modositasok ne nehezitsék meg a jelen dolgozat olvasasat, roviden elismétlem
— e mddositasokat alkalmazva — az altalanos rekurziv fiiggvény fogalmanak
definiciéjat, a hozzéd sziikséges fogalmak definiciéjaval egyiitt®. Ez utdbbiak
kozott olyan fogalmak is szerepelnek, a megfeleld jelolésekkel egyiitt, amelyek
a szerz0 [2] dolgozatiban nem fordulnak eld, de amelyek megkonnyitik az
altalanos rekurziv fiiggvény fogalmdanak definiciojat és majd a tovdbbiak szem-
pontjabol is célszeriinek bizonyulnak; ezeket a fogalmakat konnyebb érthet6-
ség kedvéért példakkal illusztralom.

Legyenek «, 3, tovabba o,, ..., 0p adott pozitiv egész szamok; a jelen
3. pontban definidland6 fogalmak, az A4ltalanos rekurziv fiiggvény fogalmat
kivéve, mind e szdmok valasztdsatol fiiggnek. Legyen tovdbba o, = 1.

Jelsorozaton olyan véges sorozatot értiink, amelynek minden tagja az
alabbi jelek egyike *: .

(a) a 0 konstans;

(b) a vy, ..., v, szdmvdltozok,

(c) az £, ..., fs funktorok,

(d) az (, ) és , irdsjelek (kezdizdriojel, végzdrdjel és vesszo);

(e) az == egyenldség-jel.

A o,(-=1),..., g szdmokat sorra az {,, ..., Tz funktorok argumentumszd-
mdnak ne®ezziik. '

A jelsorozatokat ugy adjuk meg, hogy tagjaikat egymasutén irjuk. Pl. az
1,(0) jelsorozat "elsé tagja az f, funktor, masodik tagja a kezd6zardjel, har-
madik tagja a O konstans, negyedik tagja a végzarojel; a (v, vs, v3) jelsorozat
tagjai sorra a kezdbzardjel, a v, szamvallozd, a vesszd, a v, szamvdltozo, a
vessz0, a vy szamvdltozo és a végzardjel (nem pedig a vy, v, €s v, szamval-
tozok). Az egytagli jelsorozatokat azonosaknak tekintjitk egyetlen tagjukkal.

v Lasd Kteene [1}, 731. oldal (utolso két bekezdés).

20 Ez a tény azon alapul, hogy valamely v szamvaltozo helyébe pl. az f,(f,(f,(0)))
kifejezést helyettesiteni ugy is lehet, hogy v helyébe elobb haromszor egymésutin az f,(v)
kifejezést helyettesitjiik (ezaltal eloszor az f,(¢), majd az f, (f,(v)), majd az f,(f,(f,(»)))
kifejezés keriil mindenhova, ahol eredetileg » allott), majd végiil a 0 kifejezést helyettesitjiik
» helyébe ; és hasonlo all az f,(0), f,(f,(0)), ... kifejezések barmelyikére.

21 A rvidséghez az is hozzatartozik, hogy nem ismétlem el azokat a megjegyzése-
ket, amelyek az egyes fogalmak jelentésének megvilagitasara szolgalnak; ezek megtalalhatok
a szerzo [2] dolgozataban.

22 Az alabbi felsorolasban dolt irdssal megadjuk azokat a neveket, amiken az egves
jeleket vagy jelfajtdkat a tovabbiakban emliteni fogjuk.
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Tetszoleges jelsorozatokat kurziv latin kisbetiivel jeloliink. Néha agy
adunk meg egy jelsorozatot, hogy vegyesen irunk egymadsutin jelsorozatokat
jelold latin kisbetiiket és a fenti jelek koziil egyeseket. Ilyenkor természetesen
azt a jelsorozatot értjiik, amely ugy jon létre, hogy a latin kisbetliket azokkali
a jelsorozatokkal potoljuk, amelyeket jelolnek. Pl. ha k az f,(0), / pedig az
f.(1.(0)) jelsorozatot jeloli, akkor f,(k,/)-en az f,(f,(0), f,(f,(0))) jelsorozatot
értjiik.

Bizonyos jelsorozatokat kifejezéseknek neveziink; mégpedig

(a) a 0 konstans kifejezés;

(b) a vy, ..., v, szamvaltozok kifejezések;

(c) ha 2=:1,..., 8 tovabba k,, . .., k,, kifejezések, akkor az f.(k,, .. ., k)
jelsorozat® is kifejezés;

(d) mas jelsorozat nem kifejezés *.

Vilagos, hogy a 0, £,(0), f,(1.(0)), f,(f.(1,(0))), . .. jelsorozatok mind kife-
jezések; ezeket a kifejezéseket szdmkifejezéseknek nevezziik és sorra s,-val,
si-gyel, s,-vel, s;-mal, ... is jeloljik.

Egyenleten tetszbleges k=1 alaku jelsorozatot értiink, ahol & és [ kife-
jezések; egyenlefrendszeren pedig olyan véges halmazt, amelynek elemei
egyenletek.

Legyen k és | két kifejezés, » pedig egy szamvaltozd. Azt a jelsoroza- -
tot, amely ugy keletkezik a k jelsorozatbol, hogy minden olyan tagja helyébe,
amely o-vel azonos, az [ jelsorozatot helyettesitjiik, igy jeloljik: k(z/1). Kony-
nyit latni, hogy k(¢'l) is mindig kifejezés. Pl. ha k- fi(v, 0, fh(vl)) (ahol
0. -=3), akkor k(v,.(0))- - £.(f.(0), O, f,{£,(0))).

Egy [ kifejezést valamely k kifejezés részének nevezziik, ha a & jelsoro-
zat bizonyos kozvetleniil egymasutan kovetkezO tagjai sorra az [ jelsorozat
tagjaival azonosak. Pl. az f,(f,(0)) szamkifejezés része az f,(f (f,(0))) szdm-
kifejezésnek, mert ez utébbinak harmadik, negyedik, 6todik, hatodik, hetedik,
nyolcadik és kilencedik tagja sorra azonos az el6bbinek egymasutan kovet-
kezd tagjaival.

Ha az [ kifejezés része a k kifejezésnek, akkor a k jelsorozat tetszéleges
olyan, kozvetleniil egymdasutan kovetkezo tagjainak sorozatat, amelyek sorra azo-
nosak az [ jelsorozat tagjaival, azt is beleértve, hogy a k jelsorozat mely tagjai
alkotjak ezt a sorozatot, az [ kifejezés egy eldforduldsdnak nevezziik a k kife-

# Vagyis g, - :1 esetén az f,(ky), ¢, - 2 esetén az f,(ky, k1), 0, - 3 esetén az
f, (ks ko, k) jelsorozat stb.

2t Mas szoval a kifejezések halmaza mindazon jelsorozathalmazok metszele, ame-
lyeknek a O konstans és a vy, ..., v, szamvaltozok elemei, tovabba amelyeknek 2---1, ..., ¢
esetén a ky, ..., kg, jelsorozatokkal egyiitt az f, (k,, ..., k¢,) iclsorozat is eleme. A defi-
nicié fenti fogalmazasara nézve lisd a szerzO {2] dolgozatanak 105, oldalan a “ jegyzetet.
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jezésben. Pl. az f,(f,(0)) kifejezésnek csak egy eléforduldsa van az f,(f,(f:(0)))

kifejezésben (ahol ¢.-=3) azonban két el6fordulasa van (kétszer fordul el
benne, ti. az aldhazott helyeken).

~ Legyen k, [, m harom Kkifejezés. Azoknak a jelsorozatoknak a halma-
zat, amelyek a & jelsorozatbol ugy keletkeznek, hogy kijeldljiik az [ kifejezés-
nek tetszoleges szamu el6fordulasat a k kifejezésben (esetleg egyet sem, eset-
leg mindet, dltaldban azonban csak némelyiket), majd a kijelolt el6forduldsok
mindegyikét az m kifejezeéssel potoljuk, a tobbi esetleges elofordulasat pedig
valtozatlanul hagyjuk, igy jeloljiik: k(I’'m). Pl. ha k-- §1(£.(0, 0), 0, f,(1.(0, 0)))
(ahol g;-- 3, 0,=2), {=1,(0,0), m=:1,(0), akkor a k(' /m) halmaz a kovet-
kez6 négy elembdl all: £,(£.(0, 0), 0, f,(f.(0, 0))) (vagyis k& maga; ngy kelet-
kezik k-bdl, hogy I-nek egyik eldforduldsdt sem pdtoljuk m-mel); fi(f,(0), 0,
f.(£.(0,0))) (ugy keletkezik k-bdl, hogy I-nek elsé eldforduldsdt potoljuk
m-mel); §.(f.(0,0),0, f.(f.(0))) (itgy keletkezik k-bol, hogy [-nek mdsodik
eldforduldsdt potoljuk m-mel); végiil f.(f,(0), 0, £,(£,(0))) (ugy keletkezik k-bol,
hogy I-nek mindkét eldforduldsdt m-mel pétoljuk). Maga k& mindig eleme a
k(l//m) halmaznak; ha !/ nem része k-nak, akkor a k(///m) halmaz egyediil
a k elembdl all. Ha /-=m, akkor a k(/'/m) halmaz szintén egyediil a k elem-
bol all (mert ! akarhdny elofordulasat potoljuk m-mel, vagyis Ilel, k& mindig
valtozatlanul marad); ha azonban /--m, akkor, mint konnyii latni, a k{l//m)
halmaz elemeinek szama 2", ahol »r az [ kifejezés el6fordulasainak szama
k-ban. Azt is konnyii latni, hogy a k(l//m) halmaz elemei mindig valameny-
nyien kifejezések *'.

Legyen méarmost adva egy E egyenletrendszer. Bizonyos egyenleteket az

E egyenletrendszer (trivialis*) kidvetkezményeinek neveziink, mégpedig

(a) az E egyenletrendszer egyenletei kovetkezményei E-nek;

(b) valahanyszor a k=1/ egyenlet kovetkezménye az E egyenletrend-
szernek (k és [ kifejezések), tovabbd « valamely szamvaltozo, mindannyiszor
a k(¢/0)==I(v/0) és k(v/f,(v))={(r1.(v)) egyenletek is kovetkezményei E-nek;

% A k(e l) jelsorozatot és a k(I m) jelsorozat-halmazt (a jelsorozat részének, valamint
az [ jelsorozatnak a k jelsorozatban vald eldforduldsanak fogalmaval egyiitt) tetszoleges &
és I, ill. k, I és m jelsorozatok (nemcsak kifejezések) esetén lehet definidlni; ebben az
altalanos esetben természetesen k(v/[) nem mindig kifejezés és k(///m) elemei sem min-
dig azok. (A k(/’'m) halmaz definiciéjdban némi bonyodalmat okoz az, hogy ebben az alta-
lanos esetben [ egyes eldforduldsai k-ban ,egymdsba nyulhatnak®, ami olyankor, amikor i
és I kifejezések, mint konnyen lathatd, nem lehetséges.) Azonban erre az altalanositasra
nem lesz sziikségiink. :

2 A szerz6 [2] dolgozataban azért volt szilkség a trividlis jelzbre, mert az egyenlet-
rendszer mas, altalanosabb értelemben vett kdvetkezményeirdl is szd volt; a jelen dolgo-
zatban azonban elhagvjuk ezt a jelzdt, mert masféle kovetkezménvrol nem lesz szo.
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(¢) valahanyszor a k=1{ és k'=1I" egyenietek kovetkezményei az E
egyenletrendszernek (k, [, k" és [’ kifejezések), tovabba k" € k(k'//l') és
I” €l(k' '), mindannyiszor a k" ==!" egyenlet is kovetkezménye E-nek;

(d) mas egyenlet nem kovetkezménye E-nek?.

Egy E egyenletrendszert (az f, funktorra nézve®) dltaldnos rekurziv
definicionak neveziink, ha tetszéleges »,, ..., v, természetes szdmokhoz egy és
csak egy olyan » természetes szdm van, amelyre az £.(s,, .. ., Sre,) =Sy €gyenlet
kovetkezménye E-nek. Ha E altaldnos rekurziv definicio, akkor azt a o,
valtozos ¢ aritmetikai fiiggvényt, amelynek a (iy,...,7,) helyen felvett
w1, ..., 7,) €rt€ke, tetszbleges »y,. .., r,, természetes szamok esetén, ezzel
az egyértelmiten meghatarozott » szdmmal egyenld, az E dltaldnos rekurziv
definicio dltal definidlt fiiggvénynek nevezziik.

Egy ¢ aritmetikai fliggvényt dlfaldnos rekurziv fiiggvénynek neveziink,
ha az «, §, 0, ..., 0p pozitiv egész szamok alkalmas vilasztisa esetén van
olyan E altalanos rekurziv definicido, hogy ¢ az E altal definialt fiiggvény;
minden ilyen E egyenletrendszert a fiiggvény dltaldnos rekurziv definiciojdnak
neveziink *.

4. A tovabbiakban az «, g, ¢4, ..., 0p pozitiv egész szamokat adottaknak

N

gondoljuk, tehat nem mondjuk meg mindig kiilon, ha valami fiigg t6liik;
mégpedig (a ” jegyzetben szerepld E, egyenletrendszer kivételével) legyen
mindig ¢,=1.

A CHuRrcH-tételnek a jelen dolgozatban adando bizonyitasa a kovetkezd
segédtételen alapul.

SEGEDTETEL. Bdrmely E egyenletrendszerhez meg lehet adni olyan
(az «, B, 0s,...,0p szdmokon kiviil csak E-t0l fiiggd) B==B(E) zdrt logikai
Sformuldt, tovdbbd bdrmely v természetes szdmhoz meg lehet adni olyan (csak
r-t0l fiiggd™) C-- C(v) zdrt logikai formuldt, hogy az (E-tol és 10!l fiiggo)

%7 Mas szoval az E egyenletrendszer kovetkezményeinek halmaza mindazon egyenlet-
halmazok metszete, amelyeknek E minden egyenlete eleme, tovabba barmely k=1 egyen-
lettel egyiitt minden k(v/0) =1I1(¢x'0) és k(v f,(v)) =I(v'f;(v)) alaku ‘egyen]et is eleme, ahol
v tetszileges szamvaltozd, végiil barmely két k=1 és k' =1 egyenlettel egyiitt minden
olyan k' =1" egyenlet is eleme, ahol k" €k(k''-I') és I" € I(k’//I'). (Lasd a 24 jegyzetet))

28 Hasonléan lehetne definidlni az f;, ..., fg funktorok valamelyikére nézve altalanos
rekurziv definicié fogalmat; azonban erre nem lesz sziikségiink (hiszen az E egyenletrend-
szer altal definidlando fiiggvény jelolésére, mint mondtuk, mindig az f, funktort hasznaljuk).

2 A szerzd [2] dolgozatdban az a kikotés is szerepelt, hogy az E egyenletrendszer
nemcsak az f,, hanem a benne szerepl6 tobbi (f;-t6l kiilonb6z8) funktorra nézve is altala-
nos rekurziv definicié legyen (lasd a megel6z) jegyzetet). Azonban ugyanabban a dolgozat-
ban (a 113. oldalon) megjegyeztiik, hogy ez a kikités nem lényeges.

30 A C(ry formula még az ¢, 8, 0,4, ..., % szamok valasztasatdl sem fiigg.
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A= A(E, ©)=B(E)&C(t) logikai formula akkor és csak akkor (vagyis uz
E egyenletrendszer és a v természetes szdm azon és csak azon vdlasztdsai
esetén) elégithetd ki, ha az 1.(s;) =0 egyenlet nem kivetkezinénye az E egyenlet-
rendszernek. Mégpedig C(t) gyandnt vdlaszthatjuk az aldbbi (23) formuldt.

Bizonyitas. Jeloljiik /-vel a kifejezések halmazat. Vildgos, hogy / meg-
szamlalhaté halmaz, s6t, az is, hogy van olyan (ismétlés nélkiili) i, 4,...
megszamlalasa, hogy

@ i, 0, ii=Vi, ..., la= Vo,

(b) az filk,, ..., ky,) kifejezés (A- 1,...,9; ki, ..., &,

{

;. tetszOleges kife-

jezések) késébb fordul elé az iy, #,... megszamldlasban, mint a &, ..., &,
kifejezések barmelyike.
Rogzitsiikk .az [ halmaz egy ilyen i,1i;,... megszamlalasat. Akkor i,

w=-¢--1,¢--2,... esetén, valamely f.(k;, ..., k) alaka kifejezés, ahol a 4
index is, tovabbad a k..., k, Kkifejezések és igy ezek sorszamai is az
iy, iy, ... megszamlalasban, amelyek (b) folytan mind kisebbek, mint ¢, egy-
értelmiilen meg vannak hatdrozva x megadasa altal. Mas széval van olyan &
egyvéltozds fiiggvény, amely az «-nal nagyobb természetes szamok halmazan
van értelmezve és értékei 3-nal nem nagyobb pozitiv egész szamok, tovabba
van olyan ; kétvaltozos fiiggvény, amely akkor van értelmezve a (u, o) he-
lyen, ha u valamely «-ndl nagyobb természetes szam, o pedig valamely
9¢w-n€l nem nagyobb pozitiv egész szam, és értékei természetes szamok,
hogy m=-c¢--1,¢-+2,... esetén

(2) i‘u = ff([l.) (imy. Ly .-y l.m‘u, ('sf(.ur)))'
tovabba w-e¢-1,¢+2,...; 0==1,..., 0z, esetén
(3) N, 0) <.

Legyen adva egy E egyenletrendszer; elemei legyenek (mindegy, milyen
sorrendben) az

l‘.’l = ldl ’

Iy, =1Is,
egyenletek. Legyen tovabba ’
& max(y, 0, ..., Yoo Oo)-
Definialjuk az 2, @, ..., g, ¥, &, ¥, és () logikai fliggvényeket az
I halmazon a kovetkezOképpen®.

o y 1, ha x=-0,

22(Xx C .

x) | kiilonben;

M Itt x, y,2, U, Xy, ..., Xg; az I halmaz tetszilleges elemei, vagyis tetszileges kifeje-

zések; * az ,igaz“, - a ,hamis“ logikai érték jele.
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A 1,..., 3 esetén
v oha x- - fulx, .. X)),

| | kiilsnben;
W(x, 3, 2) - 3 1, h? y a vy,..., V. szamvaltozok egyike és z - x(y 0),
| kiilénben;
, ha y a vy, ..., v, szamvaltozok egyike és. z:~ x(y f,(»)),
kiilonben

fI)A('x, s oo Xoy s X):

([i(x y Z) ”‘; l

o y T, ha u€x(y 2),

ol 5 2, 1) = | kiilonben;

t, ha az x=y egyenlet az E egyenletrendszer kovetkezménye,

O 7) [ | kiilonben.
Akkor az alabbi (4)—(22) formulak = 1,...,¢; #  1,...,¢, 7
A= 1,..,8 - et+l,...,6, v=21,...,0 eseten az 1 logikai erteketve521k
fel, ha az u,,...,u. szahad 1nd1v1duumvaltozok helyébe sorra az i,,..., 1
kifejezéseket, a H, F,, ..., Fg, G,, Gi, G, és T logikai fiiggvényvéltozok he-
lyébe sorra az 2, &, ..., D, B, P, ¥, és O logikai fiiggvényeket helyette-
sitjiik, a kvantorokat pedlg ugy értjiikk, hogy véltoz6ik az 7 individuumtarto-
mdanyon futnak at. Minden egyes formula utan megadjuk annak rovid indo-
kolasat, miért van ez igy™

4) H{(u,).
Valoban, az £2 logikai fiiggvény definicidja folytan €2 (1(,) Q) t.
(5) FE(I‘) (u']'(‘“’ by seey ll'ﬂ:u» vg(ll))’ ”-“

Valdban, a ), logikai fiiggvény definicidja folytan, (2) miatt, DPgpy(l, . N>
s bnnoggy i) 1 ‘

(6) (X)) - (XGEX)Fo(xy, . . ., X, X).

Valoban, a &, logikai fiiggvény definici6ja folytan tetszdleges x,, . . ., x,, kifejezé-
sekhez van olyan x kifejezés, ti. x - fa(x,, ..., x,), hogy ®:(x,. .., X, X)= 1.

(7) (xl) s (x())_) (X) (y) ((F9~(xlr <oy Xy, X)&Fk(x“ S Xo; 5 y))_" xj;;y)'

*2 Az indokolasbol latszik, hogy a (4) és (5) formulak bizonyos ¢rtelemben az
ig, iy, ... sorozat képzésmodjat, a (6) és (7) formuldk a kifejezéseknek egymasbdl vald
képzésmodijat, a (8)—(11) formulak a 0 kifejezés helyettesitését valamely v. szamvaltozo)
helyébe, a (12)—(15) formulak az f,(vx) kifejezés helyettesitését vx helyébe, a ¢(16)—(18)
formulak valamely egyenlet ,alkalmazasat“ (baloldalanak egy masik egyenlet bal- ¢és jobb-
oldalan valé bizonyos szami elGforduldsanak jobboldalaval valo pdtlasat), a (19)—(22) for-
muldk pedig az E egyenletrendszer kovetkezményeinek képzésmodjat ,axiomatizaljak“. Az
indokolas egyeldre csak azt mutatja, hogy az ,axiomakat“ kielégiti az ,alapfogalmak* (ti. a
benniik eléforduld logikai fiiggvényvaltozok) e vdlasztasa; a bizonyitds mdsodik fele azt. is
mutatja majd, hogy ezek az ,axiomak“ bizonyos értelemben teljes axiomarendszert® atkot-
nak. — A (7) formulaban x - y természetesen az azonossag-reldciot jeldsli.

LR A, . B S PR A e I e Covan e an? okt o0
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Valoban, ha @.(x;, ..., Xy, X) - Di(xy, ..., Xg,, V) == Tv (X1 0 Xg;, X €5y
kifejezések), akkora @; logikai fliggvény definicidja folytan x --- fa(x:,...,x4,) - V.
(8) G, (U, 1ix, U).

Valoban, a ¥, logikai fiiggvény definicidja folytan %,(é,, i., i) == 1, mert
e =V, szamvaltozo és i,(i/0)—=0(v,/0) 0 i,. :

O - Go(uy, ux, 11,).

Valéban, a &, logikai fiiggvény definicioja folytan & (i, ix, i)~ 1, mert
Ix= -V, s2amvaltozd és i,(i,/0) = v.(v. 0) 0=,

(10) _ Go(tr, e, Uy).

Valéban, a %, logikai fiiggvény definici6ja folytan &y (iv, ix, iv)=1, mert.

I‘7¢1f Vi SZémVéltOZO éS Ix'(lx/O) . Vx'(Vx/O) \ iu’-

A1) (X)) () (D) (D (Pl - -y X, X) &
o \
&01( Go(Xo, ttx, Yo) & (Y1, - - -5 Vor, 1)) — Go(X, Ux, ¥)).

Valoban®, ha @Du(x,,..., %5, X) - DY, .- Ve, V)=1 €s 0=1,...,0
esetén Hy(Xg, i, Vo) 1 (X, .00y Xgp X, Y1y - -5 Ve, €5 ¥ Kkifejezések), akkor a
@, és U, logikai fiiggvények definicidja folytdn x-==fa(xy, ..., X)),
Yo by € 0 1,0 esetén  Yp==xo(ir/0) = X,(v~/0); tehat
Y(17‘10) A x(v”/vo) ==fi (1 (Vi 0)7 <oy Xoy (VAO)) = fA(yly ey y@,‘) Sy, agy hOgy
a ¥, logikai fiiggvény definicidja folytan by(x,i., y)=—=1.

(12) Gy (ty, tx, 11,).

Valoban, a ¥, logikai fiiggvény definicioja folytani (i, ix, i) =1, mert
i v, szamvaltozd és i,(i, T,(ix)) - 0(v./f(v.))=0=1,.

(13) (x) (Fi(ux, x) = Gy (11, U, X))

Valéban, ha @ (i., x)=1 (x kifejezés), akkor a @, logikai fiiggvény defini-

cidja folytan x=1,(;) - f,(v,), tehat a ¥ logikai fiiggvény definicioja foly-

tan by(ix, i, x) - 1, mert I, =v, szamvaltozo ¢s i, (i, T,(i.)) = v(v./F (V.))
SAA NS

14) G (1, ., 1),
s A [ jellel a (11), (15), (18) és (23) formulakban a megfeleld tagok konjunkciojat
ré viditjiik. Ha egy konjunkcios tag sincs (ha a (23) formulaban z -0), akkor a [T jellel
T
roviditett konjunkcio ( Il Fi(x, {, x,)) elmarad; ha csak egy konjunkciés tag van (pl. ha a
=1

(11) formulaban ¢; - ‘1), akkor a /[ jellel roviditett konjunkcié természetesen ezt az egy
tagot jelenti.

N

S PV S

Ny
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Valoban, a %, logikai fiiggvény definicioja folytan &\ (iv,i.,iv) 1, mert
Iy ==V, szamvaltozo és i, (i/f,(i)) Ve (v./5i(v.)): Vo e,

(15)  (x). - (X)) () - (Pe) D (Pl oo, Xy, X) &

A
&!:{ Gi(X,, tt, Yo) & Fo(1s - - oy Voo, 1)) — Gi(x, U, ).

Valoban, ha @i (x,, ..., X, %) DPi(y, ..., Ve, ¥) =1 €s0==1,..., 0. esetén
Di(Xo, iy, Yo) =1 (X1, ...y Xg, X, Y1, ..4, Y, €5 y Kkifejezések), akkor a @
és &, logikai fliggvények definicidja folytdin x— fi(x,,...,x,), ¥=
= BV .. Vo) €s 0= 1,..., 01 esetén y, = X, (6T, (5) ) = X, (Vo T, (V) ); tehdt
% (i/5) ==X (Vi/ (V)= F (0 (VT (V) - X, (Vg BV = Fa (15 - 3 D7) -
=¥, ugy, hogy a ¥, logikai fiiggvény definicioja folytan &,(x, i., y) —=1.

(16) () (1) () Gox, 3, 2, X).

Valoban, a ¥, logikai fiiggvény definicidja folytan tetszOleges X, y, és z kife-
jezések esetén &y(x,y,z,x)=1, mert x € x(y//2) (ti. ha az x kifejezésben az
y kifejezés egyik el6fordulasat sem potoljuk a z kifejezéssel, akkor az x kife-
jezés valtozatlan marad).

(17) () (V) Ga(x, X, 1, ¥)-

Valoban, a ¥, logikai fiiggvény definicioja folytdn tetszéleges x €s y kifeje-
zések esetén &,(x, x,y,y)==1, mert y€x(x/y) (ti. ha az x kifejezésben az
x kifejezés egyetlen el6forduldsat az 'y kifejezéssel potoljuk, akkor az y kife-
jezés keletkezik beldle). .

(18) (1) .. (%) )@ W (D) - Je) D(Fler -, Xy ) &
& 1 Guo, 2,9, 3 & FuDis -, Yo 1) = Gol%, 2, W, ).

Valoban, ha @i(x,, ..., X, X) = Pu(Vi, ..., Vo, ¥) =1 €5 0 = 1,..., 0, esetén
(%, 2, W, Yo) =1 (X0, .o, Xgps X, Viyoo s Var» ¥, 2 €5 W kifejezések), akkor
a @, és W, logikai fiiggvények definicioja folytin x==fi(x,,...,X,),
Yy=HhV...» V) és 0=1,..., 0. esetén y, € x,(2//w), vagyis az y, kifejezés
ugy keletkezik az x, kifejezésbdl, hogy benne a z kifejezés bizonyos elfor-
duldsait (esetleg egyet sem, esetleg mindet) a w kifejezéssel potoljuk. A z
kifejezés ugyanezen eléfordulasait potolva az x==fi(x,, ..., X,,) Kifejezésben
a w kifejezéssel, az fa(3,,...,¥,,): - ¥ kifejezés keletkezik; tehat y € x(z'/w)
és igy a ¥, logikai fiiggvény definicidja folytan &,(x, z, w, y) ==1.

(19) T(uy,, ts,).
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Valoban, a @ logikai fiiggvény definicidja folytan ®(iy,, is,)==1, mert az
iy,==is, egyenlet az E egyenletrendszer eleme, tehat kovetkezménye az E
egyenletrendszernek.

(200 D)@ W) UT(x,¥) & Go(X; tx, 2) & Go(, ttx, W)) — T(z, W)).
Valoban, ha @ (x, y) == Py(X, ix, 2) = Py, i, w)==1 (x,, 2z és w kifejezések),
akkor a @ és ¥, logikai fiiggvények definicioja folytdn egyrészt az x=y
egyenlet kovetkezménye az E egyenletrendszernek, mdsrészt z=:x(i./0) -
== X(v,/0) és w=—=y(i,/0)==y(v,/0); tehat a z=w egyenlet is kovetkezménye
az E egyenletrendszernek és igy, a @ logikai fiiggvény definiciéja folytan,
((z, w)==1.

@) DO T ) &G, u, 2) & (P, tx, ) — T(z, W))-

Valéban, ha O(x, y) == ¥(x, iy, 2) = ¥,(y, i, w)=1 (x, ¥, 2 és w kifejezések),.
akkor a @ és ¥, logikai fiiggvények definiciéja folytdn egyrészt az x=y
egyenlet kovetkezménye az E egyenletrendszernek, masrészt z — x(i,/f,(ix)) =

=x(Vi/fi(v)) és w=y(i,/f (i) = y(vyfi(v.)); tehdt a z=w egyenlet is
kovetkezménye az E egyenletrendszernek és igy, a @ logikai fiiggvény defini-
cidja folytan, O(z, w) = 1.

(22) (M@ O@W) (TP & T H&Gu(x, 2,1, ) &
& Go(p, z, t, w)— T(u, w)).

Valoban, ha O(x,y) O )=-P(x, 2, t,u)=P,(y,2,t, w)=1 (x, 9, 2, 1,
u és w kifejezések), akkor a @ és ¥, logikai fiiggvények definicioja folytan
egyrészt az x=y €és a z=f egyenletek kovetkezményei az E egyenletrend-
szernek, masrészt u € x(z,/t) és w € y(z//t); tehat az u=w egyenlet is kovet-
kezménye az E egyenietrendszernek és igy, a © logikai fiiggvény definicidja
folytan, ®(u, w)=—1.

Legyen méirmost adva egy olyan + természetes szdm, amelyre az
f.(s))=0 egyenlet nem kovetkezménye az E egyenletrendszernek. Akkor a

@) @ @) O [H0) & 1A 1,30 & Faes )| T, %)

formula is az 1 logikai értékét veszi fel, ha a H, F;, F, és T logikai fligg-
vényvaltozok helyébe sorra az £2, @,, @, és O logikai fiiggvényeket helyette-
sitjiik. Valéban, ha 2(x,) = @P.(x., ) ==1 és ¢=-1,..., T esetén Dy(x,-1, x,) =1
(xo, ..., X: és y kifejezések), akkor az 2, @, és @D, logikai fiiggvények defi-
nicija folytdn x,= 0, y=-f,(x) és t==1,...,7 esetén x,—f,(x..1); tehat
Xo=S80, %1 = £ (%) = £,(0) = 51, X, = f,(x) =f,(s)) =5, ..., X, =i (x:0)) =

F1(Se-1) =80 €s y = - £(x) - - 1.(s.). Ennélfogva az y=x, egyenlet nem kovet—
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kezménye az £ cgyenletrendszernek, agy, hogy a ¢ logikai figgvény definicioja
folytan O (p, x,) — | és igy O(y, x)—=1.

Jeloljiik marmost B-vel azt a zért logikai formulat, amely gy keletke-
zik, hogy az (5) formulaban u« helyébe az e-F1,...,# szamokat, a (6), (7)
és (18) formuldkban 4 helyébe az 1,..., 8 szamokat, a (8), (9), (12), (13),
(20) és (21) formuldkban » helyébe az 1,..., ¢ szdmokat, a (10) és (14) for-
mulakat » és »" helyébe az 1,...,« szdmokat, de » és »" helyébe kiilonbozo
szamokat, a (11) és (15) formuldkban = helyébe az 1,..., ¢, Z helyébe pedig
az 1,..., 7 szamokat, a (19) formuldban » helyébe az 1,..., 0 szdmokat
helyetiesitjitk, majd az igy keletkezd logikai formuldknak, valamint a (4), (16),
(17) és (22) formuldknak (valamilyen sorrendben) a konjunkcidjat képezziik,
végiil a kapott logikai formulaban az u,, ..., u, szabad véltozokat (a formula
elejére irt és a formula egész tovabbi részére vonatkozo) (Euw)...(Eu,)
exisztencialis kvantorok segitségével lekotjik. Ez a B formula (az ¢, 6,
9, ..., 0p szamok vdlasztisan kiviil) nyilvan csak az E egyenletrendszert6l
fiigg ™. Jeloljiik tovabba C-vel a (23) zart logikai formulat; ez pedig nyilvin
csak a v természetes szamtol fiigg. Az eddigiekbdl latszik, hogy ha az
f.(s) =0 egyenlet nem kovetkezménye az E egyenletrendszernek, akkor az
A= B&C logikai formula kielégithetd, hiszen az / individuumtartomanyon
kielégiil, ha a H, F,, ..., Fg, Gy, G, Gy és T logikai fiiggvényvaltozok helyébe
sorra az Q, Py, ..., Oz, ¥, Py, ¥, és O logikai fiiggvényeket helyettesititik.

5. Eszerint a segédtétel bizonyitdsdhoz azt kell még csak megmutatnunk,
hogy forditva, ha az A logikai formula kielégithet6, akkor az f.(s)=0
egyenlet nem kovetkezménye az E egyenletrendszernek.

Tegyiik fel tehat, hogy az A formula kielégithet6, mégpedig legyen [’
olyan halmaz, tovabba £, @i, ..., ®p, 4, {, P; és O olyan, az /I’ halma-
zon értelmezett logikai fiiggvények, hogy az A formula kielégiil az 7’ indivi-
duumtartomanyon, ha a H, F, ..., Fg, G, G, G, és T logikai fiiggvényvalto-
zok helyébe sorra az QD ..., Dy, Wy, W, B és O logikai fliggvényeket
helyettesitjiik, a kvantorokat pedig ugy értjiik, hogy valtozdik az I’ indivi-
duumtartomdnyon futnak at®. Akkor a (4)—(22) formuldk »~ 1,..., ¢;
F=1,...,¢,de XFx; i=1,...,08;, u=:«+1,...,8 r==1,...,0 esetén
az 1 logikai értéket veszik fel, ha az w,, ..., u, szabad individuumvaltozok
helyébe sorra az /' halmaz alkalmas i,...,i; eclemeit, a H, F,,..., Fp
G,, Gy, G, és T logikai fiiggvényvaltozok helyébe pedig sorraaz &', @, ..., &,
Pg, Wi, 3 és () logikai fliggvényeket helyettesitjiik.

* Az E egyenletrendszer a (19) konjunkcidstagon at befolyasolja a B logikai formu-
lat, hiszen a y,,dy, ..., y,, 9, szamok az E egyenletrendszertdl fiiggnek.

3 A kvantorok ebben és a kovetkez6 pontban mindig igy értenddk, anélkiil, hogy ezt
mindig kiilén megmondandk.
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(6) és (7) miatt™ vannak olyan, az /" halmazon értelmezett, sorra ¢,, ..., 0p
valtozés ¢, ..., ¢g matematikai fiiggvények, hogy 4--=1,...,8; x1,..., X,
x el esetén di(x,,...,X,,x) logikai értéke akkor és csak akkor 1, ha
X==¢;(X,, ..., Xp,). Ennélfogva (5) miatt™ w-= e --1,..., ¢ esetén

(24) i = e (s 15 -+ > i egup)-
Definialjuk az / halmaznak az [’ halmazba valo o (egyértelmii) leképe-
zését a kovetkezOképpen®. Legyen

(25) m(0) i,
tovabba »=-1,..., ¢ esetén
(26) (Vi) = I}, '

ha végiil a & kifejezés f.(k,, ..., k) alakid (A~ 1,...,3; ki,..., k, kifejezé-
sek), akkor legyen

(27) o(k)=olu(k, ..., k)= g(@k), ..., o(k,)).
*A kifejezés fogalmanak definicidja alapjan (kiilonosen (d) figyelembevételével,
lasd a 8. oldalon) vilagos, hogy (25), (26) és (27) aital m(k) minden £ kife-
jezésre értelmezve van és mindig /7’ eleme.

Megmutatjuk, hogy « - 0,1,..., ¢ esetén
(28) O (f) = i

Valéban, ez i,=0,i,~ v,,...,la= V. folytan (25) és (26) miatt all, ha
u=0,1,...,¢. Ha pedig u= e¢—+1,..., ¢ és feltessziik, hogy (28) w« helyett
minden g-nél kisebb természetes szamra all, akkor (2) és (27) miatt

o (1) = & (Fego (G 15 - oy Ly, 95(#)))) = e (@), - -y 0 (g pf(,‘.)));

itt (3) miatt, az indukcios feltevés folytan o==1, ..., 0¢. esetén

) . (g, 0) T o) .
tehat (24) miatt
o) e - o Do) = b
amivel (28)-at @« «+1,...,# esetén is bebizonyitottuk.

% Vagyis amiatt, hogy a (6) és (7) formulak £. 1, ..., 7 esetén az * logikai értéket
veszik fel, ha benniik az F, logikai fiiggvényvaltozo helyébe a &4 logikai fiiggvényt helyet-
tesitjiik. Hasonléan értenddk a tovabbiak sordn is a (4)—(23) formulakra vald ilyen utala-
sok. (Az olyan formuldk esetén, amelyekben az uy, ..., us szabad valtozok egy része is
szerepel, igy értendd az ilven utalas, hogy ezek helvébe sorra az I’ halmaz §, ..., i, ele-

- meit helyettesitjiik.)

3 Lasd a megel6z6 jegyzetet (utolso, zardjelbe tett mondataval egyiitt).

# Az o tehat olyan egyviltozos fiiggvény, amely a kifejezések I halmazan van értel-
mezve ¢s értékei az I' halmaz elemei. Az o leképezés nem sziikségképpen kéleséndsen
egyérteimil ¢s nem sziikségképpen az egész I’ halmazra képezi le az [ halmazt.

2 1L Osztaly Kozleményei VI
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(28) folytan nem okoz félreértést, ha valamely £ kifejezésnek az o leké-
pezés szolgaltatta w(k) képét rovidség kedvéért altalaban k'-vel is jeloljiik.
Ezt a jelolést haszndljuk, valahdnyszor a k kifejezés egyetlen jelbdl all, vagy
ha egyetlen (esetleg indexes) betlivel jeldljiik; mas esetben megmaradunk az
o (k) jelolés mellett. Eszerint (25) és (26) igy is irhaté: '
(25) 0 i,

(26") L2y G~ 1,...,¢);
(2T)-et pedig igy is kimondhatjuk: ha k -fu(k, .., ky) (A= 1., %

., ke, kifejezések), akkor X' = (ki, ..., k).

16, Legyen @ az 2, D,, ..., Bs, &, B, W, (O logikai fiiggvények vala-
melyike, st pedig a @ logikai fliggvény fiiggetlen valtozéinak szama (tehat
B 82 esetén xc==1; @ @, esetén v - 0, (4 1,...,8); D=, és
- esetén st 3; = W, esetén :v=4; végiil @ O esetén :x=-2).
Jeloljiik @'-vel D=2 esetén az ', P @, esetén (4A— 1,...,8) a &5,
O Ui, esetén (v==0,1,2) a ¥, végil @ - esetén a € logikai figg-
vényt. Megmutatjuk, hogy valahdnyszor ki, ..., k. olyan kifejezések, amelyekre
D(k,, ..., ki) logikai értéke 1, mindannyiszor &' (ki, ..., kz) logikai értéke is 1.

Ez az allitdas @=--£2 esetén igaz, mert akkor ®(k;) logikai értéke, az
£ logikai fiiggvény definicioja folytan, (akkor és) csak akkor 1, ha &k, 0;
mar pedig ekkor (25°) és (4) miatt

(k) 2O)- L)t

Ha &y (A==1,...,8), akkor @(k,, ..., k,, kg+1) logikai értéke,
a o, logikai fiiggvény definicioja folytan, (akkor és) csak akkor 1, ha
ko1 == falkyy . . .y ko)) ekkor (27) (mar emlitett atfogalmazasa) folytan kg, =
=-q(ky, ..., ki) tehdt a ¢, matematikai fiiggvény bevezetesekor emlitett
tulajdonsaga miatt '

DK - ey Kiys gy 1) = Pillks, - ., Ky s Kgyi) =1,

tehat allitasunk ekkor is igaz.

Ha @ -==45, akkor ®D(k,, k., k;) logikai értéke, a &, logikai fiiggvény
definicioja folytan, (akkor és) csak akkor t, ha k, a szamvadltozok egyike,
mondjuk k =v, (xk=1,...,@) és k, — Kk (ki/0)-~ k/(v,/0). Ebben az eset-
ben, (26") folytan,

D (ki, ki, ki) - - Po(ks, Vi, k) Po(ky, i, K3
~ azt kell tehat megmutatnunk, hogy ha k; = k,(v./0), akkor &5k, ix, k5)=-1.
Ez all, ha k, =0, mert akkor k;=0(v./0)- 0, tehdt (25") folytan, &= k=
=0 =, mar pedig (8) miatt WE@,ir, i) ~t. Ha £k =-v,, akkor
ky= vi(v..0)=:0, tehat, (26") és (25') folytan, ki~ vy = i, ki O --i; ennél-



-

AZ ELDONTESPROBLEMA ALTALANOS REKURZIV MEGOLDHATATLANSAGA 19

fogva allitisunk ckkor is igaz, mert (9) miatt (v, ix. i) 1. Ha k = v
(- 1,...,a, de x'=x), akkor k;==ve(v,0) v., tehat, (26) folytan,
ki=:ki-=vy I, ennélfogva allitdsunk ekkor is igaz, mert (10) miatt
Wiy, b, i)y - 1. Legyen marmost k= fally, .- 0e) (A1, 0,8 Ly ooy,
kifejezések) és tegyiik fel, hogy allitasunk igaz k, helyett az [, ..., [, Kkifeje-
zésekre; vagyis, hogy ha m, - = 1,(v./0) (0 - 1,...,04), akkor &55(l;, ix, mg) =1.
A @, logikai fiiggvény definicidja folytan egyrészt Di(ly, ..., I, ki) -==1, mas-
részt, k== (L,(V.0), ..., L, (Vi 0)) —=Fa(my, . . ., mg,) miatt, Dy(m,, ..., my, , ks)=
- -1, tehat, allitisunknak a @ -~ @, esetre vonatkoz6, mar bebizonyitott
része miatt, Pi(l, ..., L, ki) — Di(mi, ..., mg,, ki)---1. Ennélfogva, (11)
miatt, W(ki, i, ki)="1; ezzel &llitdisunkat a @ — &, esetben tetszOleges £,
kifejezésre bebizonyitottuk ™.

Ha @ - &,, akkor D (k,, k., k;) logikai értéke, a & logikai figgvény
definicioja folytan, (akkor és) csak akkor 1, ha k, a szamvaltozok egyike,
mondjuk k= V. (x==1,...,¢) és ki~ k(kf(k))- k(v.f(v.)). Ebben az
esetben, (26" folytan, :

O (ki, kb, k5) -— Pk, v, k) - PR i, B);

azt kell tehat megmutatnunk, hogy ha kz == ki(v./f1(v.)), akkor &y (ki, iv, ki)~ 1.
Ez all, ha k= 0, mert akkor k;=-0(v/f(v.))-- 0, tehdt, (25" folytan,
k= kh-—0 - i, mar pedig (12) miatt &5, i, i) ~ 1. Ha ki~ v, akkor
ky oo v (viof (Vi) = fi(v.), tehat, a @, logikai fiiggvény definicioja folytan,
D, (Vx, k)= 1 és igy, allitasunknak a @ = d, esetre vonatkoz6, mér bebi-
zonyitott része, valamint (26") miatt, ®@i(vi, ki)= @i(il, k3)- 1 ; ennélfogva
(13) miatt &y (i, ix, k3) = 1, ami azt jelenti, hogy allitasunk ebben az eset-
ben is igaz, hiszen (26') folytdn ki = v} - #. Ha k== ve (= 1,..., ¢, de
x =), akkor k= v (V. f,(Vi)) == vy, tehat, (26") folytan, ki-- ki= vi==is;
ennéifogva allitasunk ekkor is igaz, mert (14) miatt &(i, i}, i) == 1. Legyen
marmost & - £l .. 0,) (2 1,...,8; L, ..., I, kifejezések) és tegyiik fel,
hogy allitasunk igaz k, helyett az 1,..., 1, kifejezésekre; vagyis, hogy ha
my= l,(Vx, 5(v)) (0 -~ 1,..., ¢a), akkor ¥i(ly, i, mp)=- 1. A @, logikai fligg-
vény definicioja folytan egyrészt @i(l, ..., L,, k) =1, masrészt, k=

(LB (V) ) Loy (Vi £,(V))) - Ea (s ..., g, ) miatt, @ (my,. .., mg,, ks)==1;
tehat allitaisunknak a @& -- @, esetre vonatkozo, mdar bebizonyitott része
miatt, Di(li, .., L, k)  Di(my, ..., mg, k3)- - 1. Ennélfogva, (15) miatt,

3 A bizonyitds azon alapul, hogy ha egy allitas igaz a 0, v,, ..., v, kifejezésekre és
valahanyszor bizonyos I, ..., lo, kifejezésekre igaz, mindannyiszor igaz az fa(ly, ..., lp) ki-
fejezésre is (4 - 1,..., 9), akkor ez az allitds ‘'minden kifejezésre igaz. Ez nyilvanvaléan -
adodik a kifejezés-fogalom definiciéjabo! (lasd a 8. oldalon, kiilonosen a definicio (d)
pontjat). E modon késdbb is fogunk bizonyos allitdsokat valamennyi kifejezésre hebizonyitani.

2%
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Pi(ki, in, k3) = 1 ; ezzel allitasunkat a @ - &, esetben is bebizonyitottuk
tetszoleges &, kifejezésre.

Ha @ - @,, akkor D(ky, k., k;, k,) logikai értéke, a &, logikai fliggvény
definicioja folytan, (akkor és) csak akkor 1, ha k, € ki(ky//ks); azt kell meg-

értéke is 1. Ez all, ha ks - - ki, tehat ki-- k{ és igy (16) miatt &5(k{, k%, k3, ki) -
WLk, S, Ky, k1)< 1; tovabba akkor is, ha ke==k és ky-=ks,” tehat
kime=ki és ki = ki és igy (17) miatt U55(k{, ka, k3, ki) = P3(k1, ki, kb, k) — 1.
Ennélfogva allitasunk a k,-=0, v,,..., v, esetben mindenesetre igaz, hiszen
ekkor a k,(k;/ k;) halmaz k,==Fk esetén egyediil a k Kkifejezésbol, k, =k,
esetén pedig a k, ¢&s k, kifejezésekbdl all. Legyen marmost k= fu(li, ..., 1)
(A= 1,...,8 1L, ..., 1, kifejezések) és tegyiik fel, hogy allitisunk igaz k,
helyett az 1, ..., [, Kifejezésekre; vagyis, hogy valahanyszor o=-1,..., 0, ese-
tén m, € l,(k.//ks), mindannyiszor @I(l,, k3, ki, mp)-=1. Akkor a ky(ke/jks)
halmaz k,=Fk, esetén az Osszes olyan f.(m,,..., m,) kifejezésekbol all, ahol
o=-1,...,0. esetén m, € l,(k,//k;) (mert ekkor a k, kifejezésnek csak olyan
eléforduldsa lehetséges a k, Kkifejezésben, amely az [,..., [, kifejezések
valamelyikéhez tartozik); k==K, esetén pedig a k, és k, kifejezésekbol all.
Minthogy a k,=—k,, tovdabba a k,=~-k ¢€s k,==k, eset mar el van intézve,
elég azt az esetet tekinteniink még, amikor k- fi(m, ..., m,), ahol
0o=1,..., 0. esetén m, € l,(k,/ k;). Ekkor a @; logikai fiiggvény definicioja
folytan  &®.(m,, ..., me,, k) DL, ..., L, k) == 1, tehat, allitdisunknak a
D = P, esetre vonatkozd, mar bebizonyitott része miatt, Di(mi, ..., my,, ki)

i, ..., I, , ki) == 1. Ennélfogva, (18) miatt, &5(ki, k2, k%, ki) = 1; ezzel
allitasunkat a @ = U, esetben is bebizonyitottuk tetszbleges k, (és k,, &, k)
kifejezésre.

Ha végiil @ - (), akkor ®(k,, k) logikai €értéke, a @ logikai figgvény
definicidja folytan, (akkor és) csak akkor , ha a A, =*#, egyenlet kovetkez-
ménye az E egyenletrendszernek; azt kell megmutatnunk, hogy ebben az
esetben @' (ki, k5)== @' (ki, k5) logikai értéke is 1. Ez all, ha a k =k, egyenlet
az E egyenletrendszer egyenleteinek valamelyike, mondjuk k ~=1iy, és ky=1;,
(r—-1,...,0), mert akkor (19) miatt

, O (ki, k) = O\ (&5, i5,) = 1.

Tegyiik fel, hogy allitasunk bizonyos &, és k, kifejezésekre all; megmutatjuk,
hogy akkor, » -=1,...,« esetén, az [, - - k(v./0) €és [, = k.(v,'0), tovabba az
my = k(v E.(v.)) és my= k(v T,(v.)) kifejezésekre is all, vagyis, hogy
6 (13, 5) = @' (mi, ms)—: t. Valéban, a ¥, és &, logikai fiiggvények definicidja
folytan, &, (ky, Vi, 1) = Bylky, Vi, b)) - 1 €5 W (ky, v, m) = Pi(ky, vy, my) -1
és igy allitasunknak a @ = {5, és & -- iU, esetre vonatkozo, mar bebizonyitott
része, valamint (26") miatt, Pi(ki, vi, Iy Dk, iv, ) - 1, Wa(ks, vii, I5) -
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Bigks, i, 15yt és. Bi(ki, v, i) Wk, i, my)  f, Bk, vy, ms)

Pi(ks, i, ms) 1, ennélfogva (20) és (21) miatt, valoban &'(l1, l5) 1 és
&' (mi, ms)-—= 1. Tegyiik fel mdasrészt, hogy allitdsunk Dbizonyos k&, és k,,
valamint® I, és I, kifejezésekre, amelyekre a k, =k, és |, =1, egyenletek kovet-
kezményei az E egyenletrendszernek, all, vagyis O'(ki, k)= O, )= 1;
megmutatjuk, hogy akkor 4all tetszoleges olyan m, és m, kifejezésekre is,
amelyekre m, € ky(l,; 1) és m, € ka(l,;.1;), vagyis, hogy tetszbleges ilyen m, és
m, kifejezésekre '(mi, ms)-- t. Valdban, a &, logikai fiiggvény defini-
cioja folytan, #y(k,, 1, L, m))= Py(ky, 1,, l,, m,)=1 és igy, allitsunknak a
@ = I, esetre vonatkozd, mar bebizonyitott része miatt, &L(ki, 11, 15, mi)

Wy(ks, I, I, my) = 1; ennélfogva, (22) miatt, valéban @'(mi, m3)— 1.
Ezzel allitasunkat a @ - () esetben is bebizonyitottuk az E egyenletrendszer
tetszbleges k, =k, kovetkezményére"'.

Eszerint annak bizonyitdsdhoz, hogy valamely ki =k, egyenlet nem
kovetkezménye az E egyenletrendszernek, elegendd azt megmutatnunk, hogy
6 (ki, k) - |. Alkalmazzuk ezt a k& =%.(s;), k=-0 esetre. Minthogy
e 1,2,... esetén s, f(s,-1), azért, a Py logikai fiiggvény definicidja folytan,
Di(s..1,8) - 1, tehat, a most bebizonyitott allitds (&= @, esete) miatt,
®i(s._1,8) -~ 1; ez tobbek kozott « 1,2,...,r esetén is all. Tovabba, a @,
logikai fiiggvény definicidja folytan, (s, k) 1, tehat, ugyanazon Aallitas
(& b, esete) miatt, di(s;, ki)- - *. Minthogy végiil, az £2 logikai fiiggvény
definicioja és s, O folytdn, £2(s,) - {, tehat, ugyanazon dllitas (& £ esete)
miatt, £2'(st)- 1, azért, (23) és s,- 0  k, miatt, O’ (ki, s)) -- O’ (ki, k%) 1,
tehat O'(ki, k2)- |; ennélfogva a ki =k., vagyis az f.(s;) =0 egyenlet valo-
ban nem kovetkezménye az E egyenletrendszernek. Ezzel a segédtételt bebi-
zonyitottuk.

7. A segédtétel felhasznalasaval marmost bebizonyithatjuk az eldontés-
problémanak 4ltalanos rekurziv algoritmussal valé megoldhatatiansagara vonat-
kozod CHURcH-féle tételt a kovetkezd, szabatosan megfogalmazott alakban®.

0 0tt tehat 4, és [, nem feltétleniil azokat a k,(vx0) és k,(v«:0) kifejezéseket jelolik,
mint az elobb.

31 A bizonyitds azon alapul, hogy ha cgy allitas igaz valamely E egyenletrendszer
minden egyes cgyenletére, tovabba, valahanyszor valamely k, =k, egyenletre igaz, mind-
annyiszor igaz z - 1, ..., ¢ esetén a k(v, 0)=4ky(v, 0) és a k; (v, §,(v,}))=Fy (v, 1. (Vv,))
egyenletekre is, végiil valahanyszor bizonyos ky =k, és I, = [, egyenletekre igaz, mindannyi-
szor igaz minden olyan m, = m, egyenletre, ahol m; € ky(l,//1,) és my€k-(ly 15), akkor ez
az allitas az E egyenletrendszer minden kovetkezményére igaz. Ez nyilvanvaldan adddik a
kovetkezmény-fogatom definiciéjabol (lasd a 9—10. oldalon, kiilonosen a definicié (d) pontjat).

22 A Cuurch-tétel itt kimondott alakja nemcsak abban kiilonbézik a bevezetd 1. pont-
ban vazolt alakjatol, hogy azokat, a logikai formuldk (1) megszamlalasara vonatkozo felté-
teleket, amelyek mellett bebizonyitjuk a tételt, most szabatosan megfogalmazzuk (mig oft
a ,szokdsos“ megszamlalasokrdl beszéltiink), tovabba, hogv az osszes logikai formulak
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TETEL. Legyen r,, ry, ... csupa kilonbizé terinészetes szdmokbol dlio
végtelen sorozat; legyen A, A,,, ... az 0Osszes zdrt formuldk egy olyan meg-
szdmozdsa a vy, vy, ... indexekkel*, amely eleget tesz a kiovetkezd feltételek-
nek. Létezzék olyan egyvdltozos L és olyan kétvdltozés 9 dltaldnos . rekurziv

figgveny, hogy
@ v =0,1,... esetén C(t)= Az, ahol C(r)a(23) logikai formuldat*

Jelenti*® ;

helyett csak a zart logikai formulakrdl van szo (lasd a M jegyzet utolsé mondatat); hanem
abban is, hogy megszdmldlds. vagyis az Osszes természetes szamokkal mint indexekkel
valéo megszdmozas helyett tetszdleges (csupa kiilonboz6) +,, »,, ... természetes szamokkal
mint indexekkel vald megszdmozdsrol van szo (a kozonséges megszamlalas az ilyen meg-
szdmozasnak az a specidlis esete, amikor »,=:0, »== 1, ...). Ennek a modositasnak nem
az a célja, hogy altalanosabban mondjuk ki a tételt, hanem az, hogy konnyebben lehessen
alkalmazni. Ugyanis maganak a (zart) logikai formuldk halmazanak legkonnyebb gy
megadni egy effektiv megszamlalasat, hogy mindenekelbtt az olyan jelekb6! képezett Gsszes
véges sorozatok halmazat szamldljuk meg, amelyek segitségével minden logikai formulat
(alkalmas - jeloléssel) fel lehet irni (ilyen jelek gyanant valaszthatjuk pl. a kovetkezOket:
" (negaci6 jele). & V, >, <, (, ), E, . (vessz0), tovabba az individuumvaltozdk és a logi-
kai fliggvényvaltozok gyandnt hasznalt, pl. X, y, 2, £, 1, v, w, Xy, Yo, Zor Loy o Cor Wo .
Xy, Y1, 2, b,y v, w0 F, G H TR, Gy, Hy, Ty, Fi, G, Hy. Ty, ... betiiket;
egyébként a negacio jelét célszerd masképp valasztani, pl. A helyett mindig 7A-t irni (ha
sziikséges, A-t zardjelbe téve), hogy minden logikai formulat e jelekbdl alkotott véges,
linedris sorozatként irhassunk). Az e jelekbdl képezett véges sorozatok kozott természete-
sen nemcsak zart logikai formuldk vannak, hanem szabad valtoz6t tartalmazo logikal for-
mulak is, sot olyanok is, amelyek nem logikai formulak, hanem jelek értelmetlen egymas-
utdnjabol allnak, pl. ))x - F. A zart logikai formulak megszamlalidsahoz e sorozatok meg-
szamlilasabdl ugy juthatunk, hogy az ilyen értelmetlen képzddményeket, tovabba a szabad
valtozot tartalmazo logikai formulakat utdlag ethagyjuk. Marmost azt, ogy egy adott zart
logikai formula milyen sorszamot kap e megszamlalasban, koriilményes megallapitani, hiszen
e sorszam attél fiigg, hdny értelmetlen képzGdmény, valamint szabad valtozot tartalmazo
logikai formula elbzte meg az adott zart logikai formufat az emlitett jelekbol képezett véges
sorozatok megszamialasaban. Ezért nehézkes annak ellendrzése is, vajon eleget tesz-e egy
igy kapott megszamlalds a tétel feltételeinek. Egyszeriibb gy eljarni, hogy az értelmetlén
képzOdmények, valamint a szabad valtozot tartalmazé logikai formulak ethagyasa utan is
megtartjuk a zart logikai formuldk eredefi sorszamait; csakhogy akkor e sorszamok nem
lesznek az dsszes természetes szdmok. A zart logikai formulak ilymédon keletkezd meg-
szamozasairol mar rendszerint konnyebb megmutatni, hogy eleget tesznek a tétel feltételeinek.

4 Nem kotjiik ki, hogy az As,, As,, ... zart logikai formulak kiilonbozoek legyenek,
csak azt, hogy minden zart logikai formula legalabb egyszer eléforduljon koztiik. Eszerint
a zart logikai formuldk megszamozdsai nem egyebek, mint a természetes szamok halmaza
valamely részhalmazanak (a {#,, »;,...} indexhalmaznak) egyértelmii, de nem sziikség-
képpen kolcsonosen egyértelmii leképezései a zart logikai formulak halmazara.

# Vagy barmely maés olyan formulat, amely (minden egyes E egyenletrendszerhez)
alkalmasan valasztott B(E) formulaval egyiitt rendelkezik a B(E) és C(r) formulaknak
a segédtételben kimondott tulajdonsagaval.

+ Ebbe fermészetesen az is beleértendd, hogy a o fiiggvény csak olyan értékeket
vesz fel, amely a »,, », ... szdmok valamelyike.
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(b) w, vy, ey, L. eselén
A‘IL & A'r : Al')(“’ ) 4“.
Akkor nincs olyan egyviltozés ¢ dlfaldnos rekurziv fiiggvény, hogy az

A, logikai ' formula v r,, v, ... esetén akkor és csak akkor elégitheté ki, ha
¢ (r)=0.

BizonviTAs. Tegyiik fel, van ilyen ¢ altalanos rekurziv fiiggvény; akkor
tehat az A, logikai formula »-=w,7,... és ¢(¥) =0 esetén kielégitheto,

¢(¥)==0 esetén nem. Megmutatjuk, hogy ez lehetetlen, mégpedig ugy, hogy
megadunk egy ellenpéldat, vagyis olyan » szamot a %, %,,... szamok koziil,
amelyre vagy ¢(v)—~ 0 és az A, logikai formula mégsem elégithetd ki, vagy
pedig ¢(r)==0 és az A, logikai formula mégis kielégitheto.

A .

_ () e (I, 5(1)) (v 0,1,..))
egyenlettel definialt »» aritmetikai fiiggvény altaldnos rekurziv fiiggvény *.
Legyen E a v fiiggvény valamely altalanos rekurziv definicidja ¢és legyen
B-~ B(E) a segédtétel értelmében az E egyenletrendszerhez tartozé zart logi-
kai formula*. Legyen « a B(E) formula (valamelyik ) sorszdma az 4A,,, A,.,, ...
megszamozasban, vagyis legyen B(E)-=A, (v a 7, ¥,... szdamok egyike).
Akkor az A: B(E)& C(vr) logikai formula a segédtétel szerint akkor és csak
akkor elégithet6 ki, ha az f,(s;)) =0 egyenlet nem kovetkezmeénye az E egyenlet-
rendszernek. Minthogy masrészt az E egyenletrendszer a y fiiggvény éltala-
nos rekurziv definicidja, azért az £,(s;)=0, vagyis az fy(s;)=s, egyenlet

#- Ebbe természetesen az is beleértendd, hogy a ¢ fiiggvény olyan (u, ») helyen,
ahol @ is, » is a »,, #, ... szamok valamelyike, csak olyan értéket vesz fel, amely szintén
a »,, vy, ... szamok valamelyike. ) ’ :

47 Valoban, legyen E,, E, és E; a §, 9, ill. ¢ ‘tiggvények egy-egy altalanos rekurziv
definicioja, Ef, E, és E, pedig olyan egyenletrendszerek, amelyek tigy keletkeznek az E;, E,, ill.
E, egyenletrendszerb6l, hogy megvaltoztatjuk a benntik szerepld, f;-tot kiilonbdzd funktorok
jeloléseit, mégpedig tigy, hogy két olyan egyenletben, amelyek az E;, E, és E, egyenlet-
rendszerek koziil két kiilénbzOhoz tartoznak, ne szerepeljen kozos, fi~t6l kiilonbozé funk-
tor, tovabbd, hogy az f, funktor egyaltalaban ne szerepeljen az Ej, E, és E, egyenletrend-
szerekben. Legyen f , f, és f, az a harom funktor, amely e jelolésvaltoztatds sordn az
E,, E,, ill. E; egyenletrendszerben szerepld f, funktor helyébe 1ép. (Az f, funktort az E,
egyenletrendszerben a {, az E, egyenletrendszerben a &, az E; egyenletrendszerben pedig
a ¢ fiiggvény jelslésére hasznaltuk; az Ej, E,, ill. E. egyenletrendszerben ezeknek a fiigg-
vényeknek jelolésére az i, f,, iil. f, funktort hasznaljuk.) Akkor konnyil latni, hogy az az
egyenletrendszer, amely az E/|, E, és E, egyenletrendszerek egyenleteibdl, tovabba az

£ (v)) =t (fa(vy, 1.(v4)))
egyenietbOl all, altalanos rekurziv definicio, és az altala definialt fiiggvény éppen .

# Vagyis olyan zart logikai formula, amely a tételben szerepld C(r) logikai formula-
val egyiitt (Jasd a # jegyzetet) rendelkezik a segédtételben kimondott tulajdonsaggal. _

4 A B(E) formula tobbszor is eléfordulhat az As,, Av,, ... megszamozasban (lasd
a 4 jegyzetet), tehat tobb sorszadmot is kaphat. .
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akkor és csak akkor kovetkezménye az E egyenletrendszernek, ha w(t) -0,
tehat akkor és csak akkor nem kovetkezménye, ha () ==0. Eszerint az A
logikai formula akkor és csak akkor elégithetd ki, ha w(7)==0. Azonban
a v fiiggvény definicidja szerint

. () - '/)(9(',-(0)*“4/»(')
ahol » - 9(w, 5(r)); masrészt a tételben szerepld (a) és (b) feltételek, tovabba
B(E) - A, folytan
A=B(EY&C(t) A& Ay, Ascwy - Are

Eszerint, ha ¢(»)=1(t)-- 0, akkor az A, logikai formula nem elégitheto ki,
ha pedig ¢(v)= w(t)==0, akkor Kkielégithetd; tehat a »=- 9(v, {(v)) szam
valoban ellenpélda™ a ¢ fiiggvény feltételezett tulajdonsagara. Ezzel a tételt
bebizonyitottuk.

Konnyen lathato, hogy a zart logikai formuldk ,szokasos* megszamo-
zasai, pl. a GODEL-féle megszamozds®™ és a lexikografikus megszamozas®,
eleget tesznek a tétel feltételeinek; igy tehat a tétel tobbek kozott ezekre
a megszamozasokra is érvényes.

50 A we=P(r, {(r)) szam a ¢ és & fuggvcnyekmk a ¥ ¢s ¥ jegyzetben emlitett tulaj-
donsaga folytan a »,, »y, ... szamok valamelyike.

51 A zart logikai formulak Gopei-féle megszamozasihoz a kovetkezé6 modon jutunk.
Mindenekel6tt megszamozzuk a pozitiv egész szimokkal valamilyen modon azokat a jeleket,
amelyeket a logikai formuldk felirasahoz hasznalunk; pl. az 1,2,... szamokhoz sorra a
1 &V, -, <~ () E,, (vessz®), x, y, 2, t, u, v, w, F, G, H, T, x4, Yo, 2o, ty. Un, Yo Wy,
Fy, Gy, Hy, Ty, X1, 1, 20, 4, uy, v, w, Fy, Gy, H, Ty, ... jeleket rendeljiik. Majd min-
den » =y ... abe pozitiv egész szdmhoz, ahol =, -2, @; 3, my==5, ... a primszdmok
novekvd sorozata, hozzarendeljiik azt a fenti jelekbol képezett véges sorozatot, amely sorra
azokbol a jelekbdl all, amelyek a fent emlitett megszamozasban a g, ..., #, sorszamot
kaptak. (Ha ux, ..., ¢ 0 valamelyike 0, akkor ez elhagyandd.) llymédon tObbek kozott min-
den egyes zart logikai formulat is hozzarendeltiink valamilyen pozitiv egész szamhoz,
a formula dn. Gope-szdmdhoz. Pl a (x)(F(x) » G(x)) formula GopeL-szamaként
263105776 1117136 1710197238 29183163710 417437 (vagy pl. 2631057 1161317176 1910237314 4118436.

47"'5«)"59 ) véalaszthato.

2 A zart logikai formuldk lexikografikus megs;amozasahm a kovetkez6 modon jutunk.
Mindeneckel6tt megszamlaljuk valamilyen (pl. a megel6zd jegyzetben szerepld) sorrendben
azokat a jeleket, amelyeket a logikai formulak felirdsdhoz hasznalunk; majd az e jelekbdl
képezett véges sorozatokat a kovetkezOképpen rendezziik. Két kiilonbdzo hosszusagu véges
sorozat koziil az jon elobb, amelyik rovidebb; két egyenld hossziisagu sorozat koziil pedig
vagy az, amelyiknek a jelek megszamlalasaban legkésobb eloforduld jele e megszamlalas-
ban megeldzi a masik sorozatnak a jelek megszamlalasaban legkésobb eldforduld jelét ;
vagy pedig, ha a két sorozat olyan, hogy a jelek megszamlaldsaban legkésébb eléforduld
jeliik ugyanaz, akkor az jon elobb, amelynek az elsé olyan jele, amelyik kiilonbozik a masik
sorozat ugyanannyadik jelétol, a jelek megszamlaldsaban megel6zi a masik sorozat ugyan-
annyiadik jelét. Marmost minden » természetes szdmhoz hozzarendeljiik azt az emlitett
jelekbol képezett véges sorozatot, ammely ebben az clrendezésben a » 4- I-edik helyre keriilt;
ilymédon tobbek kozitt a zart logikai formuldkat is hozzarendeltiik bizonyos természetes
szamokhoz.
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