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A hiperbolikus sikgeometriának ismert megvalósítása az euklideszi geo-
metria keretében az alábbi pszeudogeometria, vagy képgeometria, amely 
H . POINCARÉ [1] munkái révén terjedt el s amelyet e geometria Poincaré-féle 
körtnodelljének szokás nevezni. 

Legyen az euklideszi sikon valamely К kör mint alapkör megadva-
E К kör belső pontjait nevezzük pszeudopontoknak, a K-t derékszögben 
metsző köröknek, ill. egyeneseknek (amelyeket közös néven ortogonális körök-
nek akarunk nevezni) а К belsejébe eső részeit mondjuk pszeudoegyeneseknek. 
A P, és P> pszeudopontokon átmenő ortogonális kör P,P, ívét nevezzük 
pszeadoepyenesdarabnak. Ennek karakterisztikája legyen az 

(UVPoP) up, 
PoV pv 

1. ábra 

kettösviszony, ahol U és V az emiitett ortogonális kör K-\al való metszéspontjai, 

úgy jelölve, hogy P2 az ÖV íven P, és V között van (1. ábra). Két pszeudo-

2. ábra 

* Német nyelvű más változata : Über die Trigonometrie des Poinearéschen Kreis-
modells der hyperbolischen ebenen Geometrie, Acta Math. Hung. 5 (1954), 29—34. 
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egyenesdarabot akkor mondjunk pszeudokongruensnek, vagy pszeudoegyenlö-
nek, ha a karakterisztikáik egyenlők. Ezzel szemben az /, m pszeudoegyenesek 
pszeudoszöge az őket képező ortogonális körök szögével legyen karakterizálva 
(2. ábra) s egyenlő karakterisztikájú pszeudoszögeket nevezzünk pszeudo-
kongruenseknek (pszeudoegyenlöknek). Könnyen meggyőződhetünk, hogy az ezen 
megállapodásokkal értelmezett pszeudogeometriában a hiberbolikus síkgeo-

£2' 

metria minden axiómája teljesül. Megállapodásainkból már következik, hogy 
a P,, P. pszeudopontok P, P.. pszeudotávolsága a fenti jelölések mellett 

(1) PfPn = log (UVP2Pj), 

amennyiben pszeudofiosszegységnek azt a pszeudoegyenesdarabot választjuk, 
amelynek karakterisztikája a természetes logaritmusok e alapszámával egyenlő. 

Ez a PoiNCARÉ-féle körmodell azonban nemcsak modellje a hiperbolikus 
síkgeometriának, hanem ekvivalens is vele : a hiperbolikus síkot kölcsönösen 
egyértelműen leképezhetjük e körmodellre. Ezt könnyen megmutathatjuk, még-
pedig a hiperbolikus trigonometria felhasználása nélkül [2]. Ennélfogva e kör-
modell trigonometriájának előállítása egyben a hiperbolikus trigonometria 
képleteinek bebizonyítását jelenti. 

Ezen az úton igen elegánsan állította elő a hiperbolikus trigonometriát 
j . HJELMSLEV [3]. Meggondolásának lényege a következő. Tekintsünk olyan 
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AB£2 elfajuló pszeudohúromszöget, amelyben A és В pszeudopontok, míg £2 

az alapkör kerületén fekvő pont (3. ábra). Legyen mint pszeudotávolság 
AB = c, továbbá az A és В csúcsú pszeudoszögek legyenek BA£2< = k, 

А В = g. Az A és В pontokon átmenő к ortogonális kör /é-val való U, V 
metszéspontjai jelölését válasszuk úgy, hogy az UV íven В az A és V közé 

essék. Az ábrát £2 mint inverziócentrumra vonatkozólag invertálva, а К alap-
kör valamely K ' egyenesbe, К belseje e K ' egyenes egyik oldalán fekvő fél-
síkba, а к ortogonális kör e K ' egyenesre merőleges k' körbe, az A és £2 
ill. В és £2 pontokon átmenő /, ill. m ortogonális körök pedig A"-re merő-
leges /', resp. m' egyenesekbe mennek át (4. ábra). Az A, B, £2, U, V pontok 

inverzei legyenek rendre A', B', £2', U', V ; ezek közül £2' a végtelenben van. 

Minthogy ez inverziónál a szögek nagysága megmarad, azért 

B'A'£2J = A'B'£2'< = g. 

A k' kör középpontját В '-vei jelölve, nyilván A ' í / < = A, B'B' VJ g, tehát 
mint e középponti szögeknek megfelelő kerületi szögek 

Ennélfogva 

A A ' V ' ff U B ' 
g 2 ~~ U'A" C 2 B'Vr 

s így 

ctg y c t g y =; W V B ' A ' ) = {UVBA), 

miután ez inverziónál a kettősviszony is megmarad. De AB с folytán az 

(1) alatti távolságképletre tekintettel 

(UVBA) = ec, 

tehát látjuk, az AB£2 elfajuló pszeudoháromszög alkatrészeire fennáll az, 

, / , g 
F — ctg y ctg 2 

alapképlet. Ez a mondottak szerint a hiperbolikus síkon is érvényes. Amint 
J. HJELMSLEV [4] idézett könyvében megmutatja, ez alapképletből már egy-
szerűen előállíthatók a derékszögű háromszög hiperbolikus trigonometriai 
képletei. Ezt az előállítást más helyen [5] már ismertettem. Sokkal bonyodal-
masabban állították elő a hiperbolikus trigonometriát a PoiNCARÉ-féle kör-
modellből H O W A R D E V E S és V. E . H O G G A T T [6]. 

Az alábbiakban bizonyos elemigeometriai segédtételek alapján, amelyeket 
egy előbbi dolgozatomban [7] már bebizonyítottam, a PoiNCARÉ-féle kör-
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modellről közvetlenül leolvassuk a derékszögű pszeudoháromszög trigonometriá-
jának két alapképletét, amelyekből az egész hiperbolikus trigonometria követ-
kezik. E segédtételek a következők : 

1. Segédtétel. На X az M középponttól különböző pont а к kör belsejé-
ben és X-en át olyan kört fektetünk, amely k-t a E, H pontokban derékszög-
ben metszi, akkor a F H és MX egyenesek Y metszéspontja független az X-en 
át fektetett kör választásától (5. ábra). 

2. Segédtétel. Ha valamely körnek - H u félkörnél kisebb íve és M a 

kör E itt. H-bell érintőinek metszéspontja, akkor bárhogyan választva a E H 
ív közbülső X pontját, a = H és MX egyenesek Y metszéspontjára 

j EX Y2 EY 
{ XH ' YH 

(6. ábra). 

3. Segédtétel. На X az M középponttól különböző pont а к kör belsejé-
ben és Etí, H0 az MX egyenesnek k-val való metszéspontjai, úgy jelölve, hogy 
X az M és H0 között fekszik, akkor az X pontnak az 1. segédtétel szerint 
megfelelő Y pontra 

t E a X f E 0 Y 
' AH ) YHn 

(7. ábra). 
Legyen a Fa lapkor középpontja O, sugara r. Valamely Л ' ф О pszeudo-

pontnak az 1. segédtétel szerint megfelelő Y pontra nézve az О К távolságot 
könnyen kifejezhetjük a t OX pszeudotávolsággal. Legyenek ugyanis U, V 
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az OX egyenes és К metszéspontjai, úgy jeiölve, hogy X az О és V közé 
essék (8. ábra). Akkor az (1) távolságképlet értelmében UO О V folytán 

F (UVXO) •-•== . 

Ennélfogva a 3. segédtétel felhasználásával 

UY_r+OY 
\ XVI YV r—OY 

s innen 

( 2 ) O Y ^ R Ç — ^ R I B T . 

Tekintsünk mármost valamely ABC derékszögű pszeudoháromszöget, 
amelyben C^ 90° s amelynek alkatrészei 

(3) ВС = а, CA =•• b,ÂB = с, A« = / , B< = 

На А ф О, akkor а К alapkört, valamint annak belsejét önmagába átvivő 
inverzióval A mindig O-ba vihető [8]: az Л-ban О A-ra állított merőlegesnek 
K-\al való egyik metszéspontját S-sel, а К kör S-beli érintőjének OA-val 
való metszéspontját pedig O'-vel jelölve (9. ábra), az O' középpontú és O'S 
sugarú körre vonatkozó inverzióval К valamint annak belseje önmagába megy 
át s A éppen O-ba kerül. Ez inverziónál a szögek nagysága, valamint a 
kettősviszony megmarad [9J, tehát az á ő C pszeudoháromszögböl származó 
AiZ^Ci pszeudoháromszög (amelyben A, O), rendre ugyanazokkal az alkat-
részekkel bír, tekintettel a pszeudokongruenciára tett fenti megállapodásainkra.* 

* Ez észrevételre szükség van már akkor , midőn a pszeudokongruenc iá t illetően a 
HiLBERT-féle III. egybevágósági axiómát bizonyít juk be. 
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Ennélfogva az ABC pszeudoháromszögre vonatkozó hiperbolikus trigometriai 
képletek megállapításánál feltehetjük, hogy A -=^0 (10. ábra). 

Legyenek а В és С pontokon átmenő ortogonális körnek а К alap-
körrel való metszéspontjai U és V, úgy jelölve, hogy az UV íven С az U és 
В közé essék. Akkor (1) értelmében az ABC pszeudoháromszög ВС а 
oldalára UC С V folytán 

(4) e - (UVBC) = • 

S ha az AB, AC egyenesek OV-vel való metszéspontjait B' és C'-vel jelöljük, 
a 2. segédtétel szerint 

I U B f - 4 B ' = t g 7 + t g Я 
w \BV) B'V tg ß— tg Я ' 
ahol fl = COV^== UOCg az O C b pszeudotávolságnak megfelelő úgy-
nevezett elpattanási szög. 

Mármost (4)-böl (5) alapján 

,.„ tg 7 + t g Я  
tg ß~ tg Я ' 

honnan 

(6) tg Я — " ^ Т ) tg ß = th a tg ß. 

De (2) felhasználásával OC b folytán 
(7) r cos ß—OС''— r th b; 
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vagyis cos tli b s így 

tg fi-

Ezt (6) alatt behelyettesítve, előáll a 

(1) 

sïï b ' 

th a 
tg - t - t & sh b 

alapképlet, amely a derékszögű háromszög alkatrészei közül az egyik hegyes-
szög és a két befogó között állapít meg összefüggést a hiperbolikus síkon. 

10. ábra 

Minthogy (10. ábra) 

cos Я о с  
OB' 

és (2) értelmében AB с folytán (7) mellett még 
O ß ' = r t h с, 

ily módon nyerjük a 
.... . t h ö 
(II) c o s A = Th7 
második alapképletet, amely a hiperbolikus síkon a derékszögű háromszög' 
egyik hegyesszöge, a mellette fekvő befogó és az átfogó közötti összefüggést 
fejezi ki. 

E (I) és (11) alapképletekböl, melyeket itt a PoiNCARÉ-féle körmodellről 
leolvastunk, már folyik a hiperbolikus síkon a derékszögű háromszög (3) 
alatti alkatrészei közül három-három között még fennálló további négy egyenlet 
s ezzel az egész hiperbolikus trigonometria. 
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