A HIPERBOLIKUS TRIGONOMETRIA LEOLVASASA
A POINCARE-FELE KORMODELLROL*

SZASZ PAL
Bemutatta Hajos Gyorgy r. tag az 1956. februdr 24-én tartott felolvaso iilésen

A hiperbolikus sikgeometridnak ismert megvalositdsa az euklideszi geo-
metria keretében az aldbbi pszeudogeometria, vagy képgeometria, amely
H. POINCARE [1] munkai révén terjedt el s amelyet e geometria Poincaré-féle
kormodelljének szokas nevezni.

Legyen az euklideszi sikon valamely K kor mint alapkor megadva-
E K kor belsé pontjait nevezziik pszeudopontoknak, a K-t derékszogben
metsz6 koroknek, ill. egyeneseknek (amelyeket kozos néven ortogondlis kirok-
nek akarunk nevezni) a K belsejébe esé részeit mondjuk pszeudoegyeneseknek
A P, és P, pszeudopontokon atmend ortogonalis kor PP, ivét nevezzuk
pszeudoegyenesdarabnak. Ennek karakterisztikdja legyen az

up, UP,
VBV
kettOsviszony, ahol U €s V az emlitett ortogonalis kor K-val valo metszéspontjai, .
ugy jelolve, hogy P, az (jT/ iven P, és V kozott van (1. abra). Két pszeudo-

(UVP,P,) -

" 1. dbra 2. dbra

* Német nyelvii mas valtozata: Uber die Trigonometrie des Poincaréschen Kreis-
modells der hyperbolischen ebenen Geometrie, Acta Math. Hung. 5 (1954), 29—-34.
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egyenesdarabot akkor mondjunk pszeudokongruensnek, vagy pszeudoegyenlo-
nek, ha a karakterisztikdik egyenl6k. Ezzel szemben az [, m pszeudoegyenesek
pszeudoszoge az Oket képezd ortogondlis korok szogével legyen karakterizalva
(2. abra) s egyenld Kkarakterisztikdjii pszeudoszogeket nevezziink pszeudo-
kongruenseknek (pszeudoegyenloknek). Konnyen meggy6zédhetiink, hogy az ezen
megallapodasokkal értelmezett pszeudogeometridban a hiberbolikus sikgeo-

Q!
e e,

NA B
= v’
3. dbra 4. abra

metria minden axiomdja teljesiil. Megallapodasainkbol mar kovetkezik, hogy
a P, P, pszeudopontok P, P, pszeudotdvolsdga a fenti jelolések mellett
(1) E—p‘z:log(uvpepoy
amennyiben pszeudohosszegységnek azt a pszeudoegyenesdarabot valasztjuk,
amelynek karakterisztikdja a természetes logaritmusok e alapszaméval egyenld.
Ez a POINCARE-féle kormodell azonban nemcsak modellje a hiperbolikus
sikgeometrianak, hanem ekvivalens is vele: a hiperbolikus sikot kolcsondsen
egyértelmiien leképezhetjiik e kormodellre. Ezt konnyen megmutathatjuk, még-
pedig a hiperbolikus trigonometria felhaszndlasa nélkiil [2]. Ennélfogva e kor-
modell trigonometridjanak el6allitisa egyben a hiperbolikus trigonometria
képleteinek bebizonyitdsat jelenti.
Ezen az tton igen elegansan allitotta el a hiperbolikus trigonometriat
J. HiELMSLEY [3]. Meggondolasanak lényege a kovetkezd. Tekintsiink olyan
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ABS&2 elfajulo pszeudohdromszoget, amelyben A és B pszeudopontok, mig £2
az alapkor keriiletén fekvé pont (3. dbra). Legyen mint pszeudotavolsag
AB=c, tovabba az A és B csucsii pszeudoszogek legyenek BARy =14,
ABS2yx==u. Az A és B pontokon atmend k ortogonalis kor K-val valo U, V

metszéspontjai jelolését valasszuk dgy, hogy az UV iven B az A és V kozé
essék. Az abrdt £2 mint inverzidcentrumra vonatkozolag invertdlva, a K alap-
kor valamely K’ egyenesbe, K belseje e K’ egyenes egyik oldalan fekvo fél-
sikba, a k ortogondlis kor e K’ egyenesre merdleges &’ korbe, az A és L
ill. B és £ pontokon atmend /, ill. m ortogondlis korok pedig K’-re mero-
leges I, resp. m’ egyenesekbe mennek 4t (4. abra). Az A, B, 22, U, V pontok
inverzei legyenek rendre A’, B, 2, U’, V’'; ezek koziil £2" a végtelenben van.
Minthogy ez inverzional a szbgek nagysaga megmarad, azért

_ BAQy=—1, ABQy=—u.
A k' kor kozéppontjat ='-vel jelolve, nyilvan A'Z" Ul =-4i, B"Z' Vi -~ u, tehat
mint e kozépponti szogeknek megfeleld keriileti szogek

AI ‘/7/ Ui( — 7('

u

B'U Vi =

27 2
Ennélfogva
Ltg/—zA—,V , Cctg & . ~q,'—[—j
2 UA 2 BV
s igy

otg ’5 ctgf —(U'V'B A)—=(UVBA),

miutan ez inverzional a kettGsviszony is megmarad. De AB -¢ folytan az
(1) alatti tavolsagképletre tekintettel

(UVBA) =¥,
tehat latjuk, az AB£2 elfajuld pszeudohdromszog alkatrészeire fennall az,

: i u
» e’ == ctg 5 ctg 0]

alapképlet. Ez a mondottak szerint a hiperbolikus sikon is érvényes. Amint
J. HJELMSLEV [4] idézett konyvében megmutatja, ez alapképletb6l mar egy-
szerfien el6allithatok a derékszogii haromszog hiperbolikus trigonometriai
képletei. Ezt az eldallitast mas helyen [5] maér ismertettem. Sokkal bonyodal-
masabban dllitottdk elé a hiperbolikus trigonometriat a POINCARE-féle kor-
modellbdl HowARD EVES és V. E. HoGGATT [6].

Az alabbiakban bizonyos elemigeometriai segédtételek alapjan, amelyeket
egy elébbi dolgozatomban [7] mar bebizonyitottam, a PoINCARE-féle kor-
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modelirdl kozvetleniil leolvassuk a derékszOgii pszeudohdromszog trigonometria-
janak két alapképletét, amelyekbdl az egész hiperbolikus trigonometria kovet-
kezik. E segédtételek a kovetkezok :

1. Segédtétel. Ha X az M kizépponttol kiilénbozd pont a k kor belsejé-
ben és X-en dt olyan kirt fektetiink, amely k-t a =, H pontokban derékszog-
ben metszi, akkor a =H és MX egyenesek Y metszéspontja fiiggetlen az X-en
dt fektetett kor vdlasztdsdtol (5. abra). .

5. dbra 6. dabra

2. Segédtetel. Ha. valamely kornek EH a félkorneél kisebb ve és M a

kir = ill. H-beli érintdinek metszéspontja, akkor bdrhogyan vdlasztva a £R
v kozbiilsé X pontjdit, a =H és MX egyenesek Y metszéspontjdra

‘ XH )
(6. abra).

3. Segeédiétel. Ha X az M kozépponttol kiilonbozo pont a k kor belsejé-
ben és =, H, az MX egyenesnek k-val valo metszéspontjai, iigy jelolve, hogy
X az M és H, kozitt fekszik, akkor az X pontnak az 1. segédtétel szerint
megfelelé Y pontra

..OX X

i, <2 e 1 R
(7. abra).
Legyen a K alapkor kozéppontja O, sugara r. Valamely X == 0 pszeudo-
pontnak az 1. segédtétel szerint megfeleld Y pontra nézve az OV tavolsagot
konnyen kifejezhetjiik a /= OX pszeudotivolsdggal. Legyenek ugyanis U, V
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az OX egyenes és K metszéspontjai, ugy jelolve, hogy X az O és V kozé
essék (8. abra). Akkor az (1) tavolsagképlet értelmében UO — OV folytan
= (UVXO0)= XV

Ennélfogva a 3. segédtétel felhasznalasaval

o2

oo UXYA' Uy 7+ 0¥

“txv} vV oy

7. dbra . 8 abra
S innen :

e —]
FI1

. Tekintsiink marmost valamely ABC  derékszogli pszeudoharomszoget,
amelyben Cx--90° s amelynek alkatrészei

(3) BC=a,CA=b,AB=c, Ax — i, Bx — p.

Ha A= 0, akkor a K alapkdrt, valamint annak belsejét Onmagaba atvivo
inverzioval A mindig O-ba vihet6 [8]: az A-ban OA-ra éllitott merdlegesnek
K-val valo egyik metszéspontjat S-sel, a K kor S-beli érintdjének O A-val
‘valé metszéspontjat pedig O’-vel jelolve (9. abra), az O" kozépponti és O'S
sugarti korre vonatkozo inverzioval K valamint annak belseje dnmagaba megy
at s A éppen O-ba keriil. Ez inverziondl a szogek nagysdga, valamint a
kettosviszony megmarad [9], tehat az ABC pszeudoharomszogb6l szarmazo
A:B, C, pszeudoharomszog (amelyben A, O), rendre ugyanazokkal az alkat-
részekkel bir, tekintettel a pszeudokongruencidra tett fenti megallapodasainkra.*

(2) Y == rtht.

* Ez észrevetelre sziikség van mar akkor, midon a pszeudokongruenciat illetden a
Hiserr-féle 11l egybevagosagi axiomat bizonyitjuk be.
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Ennélfogva az ABC pszeudoharomszogre vonatkozo hiperbolikus trigometriai
 képletek megéllapitasanal feltehetjilk, hogy A== 0O (10. 4bra).

Legyenek a B és C pontokon éatmend ortogondlis kornek a K alap-
korrel valo metszéspontjai U és V, ugy jelolve, hogy az UV iven C az U és
B kozé essék. Akkor (1) értelmében az ABC pszeudohdromszéog BC —a
oldalara UC — CV folytan

: s v LB
4) e—=(UVBC)= 5+
S ha az AB, AC egyenesek UV-vel val6 metszéspontjait B’ és C'-vel jeloljiik,
a 2. segédtétel szerint

®) BY) BV bi—tei’

ahol g— COVyx=UOCs az OC b pszeudotivolsagnak megfelels tigy-
nevezett elpattandsi szog. :

(UB‘2 UB _ tg3+tgi

9. dbra
Marmost (4)-bél (5) alapjan
s l8B1EA
tg 3—tg 4’
honnan
.oe—1 v
(6) : s 2] tg s—thatgp.

De (2) felhasznalasaval OC — b folytan
(7) rcos 8=0C’ =rthb,
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vagyis cos g=—th b s igy

1
y tg }f = m §
Ezt (6) alatt behelyettesitve, el6all a
: tha
1)) tg 4 5

alapképlet, amely a derékszogii haromszog alkatrészei koziil az egyik hegyes-
szdg és a két befogd kozott allapit meg 0Osszefiiggést a hiperbolikus sikon.

; 10. dbra
Minthogy (10. abra)
COS 4 = Q—C—/
Ly
és (2) értelmében AB — ¢ folytin (7) mellett még
: : OB =rthe
ily modon nyerjiik a
: th b
(n CO8 4 — oo

masodik alapképletet, amely a hiperbolikus sikon a derékszogli haromszog
egyik hegyesszoge, a mellette fekvé befogd és az atfogd kozotti osszefiiggést
fejezi ki.

E (I) és (II) alapképletekbdl, melyeket itt a POINCARE-féle kormodellrdl
leolvastunk, mar folyik a hiperbolikus sikon a derékszogii haromszog (3)
alatti alkatrészei koziil harom-harom kozott még fenndllé tovabbi négy egyenlet
s ezzel az egész hiperbolikus trigonometria.
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