A HIPERBOLIKUS TRIGONOMETRIA ELOALLITASA
A POINCARE-FELE FELSIK UTJAN*
SZASZ PAL

H. POIN‘CARE[I]ahiperbolikus sikgeometria megvalositasaképp az alabbi
modellt, mondhatnok pszeudogeometridt vagy képgeometridt adta meg, ha
némileg mas alakban is. Ezt roviden Poincaré-féle félsiknak nevezziik.

Legyen az euklideszi sikon valamely a egyenes mint alapegyenes meg-
adva. Az altala meghatarozott két félsik egyikének belsé pontjait nevezziik
pszeudopontoknak, az e félsikban fekve és'az alapegyenest derékszogben metszo
félkoroket és félegyeneseket (amelyeket orfogondlis félkordknek, ill. ortogondlis
Jélegyeneseknek akarunk a tovdbbiakban nevezni), mondjuk pszeudoegyenesek-
nek, természetesen nem szamitva ezekhez az a-ra esé végpontjaikat. Ha a P,
és P, pszeudopontok nem ortogonahs félegyenesen fekiisznek, akkor a rajtuk

atmend ortogonalis félkor PP, ivét, ellenkezd esetben a P, P, egyenesdarabot

nevezziik pszeudoegyenesdarabnak. Ennek karakferisztikdja legyen az els6

esethen a
5 oL By 2
Soiis e e ooy
kettosviszony, ahol = és H a P,, P, pontokon atmend ortogonalis félkor vég-

pontjai, ugy jelolve, hogy P, a ZH félkoron a P, és H kozott van (1. abra).
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1. dbra : 2. dbra
A masodik esetben a karakterisztika legyen a
£
=P
* Német nyelvii valtozata: Herleitung der hyperbolischen Trigonometrie in der Poin-
caréschen Halbebene, Acta Scientiarum Mathematicarum 15 (1954), 126—129.
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osztdviszony, ha = a P, €s P,-t tartalmazo ortogonalis félegyenes kezddpontja
s P, a = és P, kozé esik (2. 4bra). Két pszeudoegyenesdarabot nevezziink

pszeudokongruensnek vagy pszeudoegyenlonek, ha a karakterisztikaik egyenlok.
Ezzel szemben az /, m pszeudoegyenesek pszeudoszige az ezeket képezd orto-
gondlis félkorok (esetleg ortogondlis félkor és ortogondlis félegyenes) szogével
legyen karakterizalva (3. 4bra) s egyenlé karakterisztikaji pszeudoszogeket
nevezziink pszeudokongruenseknek (pszeudoegyenloknek). MeggybdzOdhetiink,
hogy az ezen megallapodasokkal értelmezett pszeudogeometridban a hiperbo-
likus sikgeometrianak minden posztulatuma ki van elégitve. Megallapodasa-
inkbol mar kovetkezik, hogy amennyiben pszeudohosszegységnek azt a pszeudo-
egyenesdarabot valasztjuk, amelynek karakterisztikdja a természetes loga-

m
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" 3. dbra

ritmusok e alapszaméval egyenld, a nem egy ortogondlis félegyenesben fekvt
Py, P, pszeudopontok P, P, pszeudotivelsdga a fenti jelolések mellett

(1) P,P,—log (=HP,P),

mig ellenkez6 esetben ez (1) képletnek megfeleléen
s =P,

(2) Py==10g =B

Ez a Poincaré-féle félsik azonban nemcsak modellje a hiperbolikus sik-
geometridnak, hanem ekvivalens is vele: a hiperbolikus sikot kolcsonosen
egyértelmiien leképezhetjiik a Poincaré-féle félsikra. Ezt igen egyszeriien meg-
tehetjiik, mégpedig a hiperbolikus trigonometria felhaszndlasa nélkiil [2].
Ennélfogva a hiperbolikus trigonometria képleteit bebizonyitand6, elegend6 a
a Poincaré-féle félsik trigonometridjat eldallitanunk.

Lényegében ugyanez a feladat a hiperbolikus sik Poincaré-féle kirmodellje
trigonometridjanak el6allitisa, amivel elobbi dolgozatunk is foglalkozik [3].
Ugyanis a Poincaré-féle félsik kolcsonosen egyértelmiien leképezhetdé e kormo-
dellre. Ez elemigeometriai tGton kovetkezoképp torténhet. A Poincaré-féle fél-
sikot az a alapegyenest £2-ban érint6 és annak masik oldalan fekvé O kozéppontu
K korre vonatkozo inverzidval leképezziik az O£2 atmérdjii K* kor belsejére,
majd e korbelsét 2 mint hasonlésagi centrumra vonatkozolag kétszeresen
nagyitjuk (4. dbra). Ezzel nyilvan megkapjuk a K-beli kormodellt, tekintve,
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hogy e transzformacional kor vagy egyenes korbe (az inverzio O kozéppont-
jan atmen6 kor vagy egyenes egyenesbe) megy at és a szogek nagysédga,
valamint a kettbsviszony megmarad. E megfelelkezés révén a kormodell tri-
gonometridjanak elballitdsaval a Poincaré-féle félsik trigonometriajat is meg-
kapjuk. ~

Nem latszik érdektelennek azonban a Poincaré-féle félsik trigonometria-
janak kozvetlen elballitisa sem. Ez tobbféle médon lehetséges, ezek egyikét

52

a

4. dbra

mutatjuk be az alabbiakban. Részben hasonlé modszerrel élt mar H. MESCH-
KOWSKI [4] is.
& ¥

Legyen ABC derékszogili pszeudohdromszog (Cx = 90°) a
BC=a; CA—=0b, AB=c, BACy—1, CBAy—u

alkatrészekkel. Hozzuk ezt a B pont koriili pszeudoforgdssal olyan helyzetbe,
hogy B a rajta atmend ortogondlis félegyenes £2 kezdépontja és C kozé essék
(5. abra). Az 2B— 1 hosszegységvalasztds mellett (2) szerint '
a— BC—log 22C,

vagyis
3) L2A=8C=¢"
Az A és B pontokon atmend ortogondlis félkor kozéppontjat /-val jelolve,
nyilvin 7I'Bx —u és igy

: === _ ————— C y o3 b
4) FA=IB T QF =ctg p.
De mivel evidenter 2 A1’y =4, az AQ21" haromszogben a cosinus-tétel szerint

RI=QA* - I'A>* —-2Q2A-T'Acos 4,

6%



84 SZASZ P.

azaz (3) és (4)-re tekintettel

ctgiu— %1 - : A2 -cos 4
g ' osin*n sinp
amibol kovetkezik
Ccos 4 a
200 288 gy,
s u
vagy
CoSs 4
() ; ——=cha,
sin w

5. dbra

A 4, u, ¢ kozotti egyenletet H. MESCHKOWSKI [5] meggondolasaval kovet-
kezoképp kaphatjuk meg. Hozzuk a haromszoget B koriili pszeudoforgassal
olyan helyzetbe, hogy A a B és az el6bbi 2 pont kdzé essék (6. abra). Most
az £2A-1 valasztassal (2) értelmében

c— AB—log 2B,
vagyis
(5) 2.8 =gt
Jeloljiik a B, C pontokon atmené ortogonalis félkor kozéppontjat /' -gyel, az

6. dabra
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A és C-n atmen6ét /y-vel. Akkor nyilvan Q7' By 1, 21,4y =14, tehat
(5)-re tekintettel

(6) QI =ectgu, 26, —ctgi,
tovabba

7) re=e8 e raA- b

( e sing’ " *? 2 sind -’

Minthogy azonban a feltevés szerint a két ortogonalis félkor C-ben egymast
derékszog alatt metszi, azért a I7C/l .y derékszog, tehdt PYTHAGORAS tétele
értelmében :

nry e+ 1,0
vagyis (6) és (7) alapjan

(erctg e g ) sinf  sin®Z
Innen adodik
Zecctg Actg u e 1,
vagy
an ctg A ctg u=- che,
a derckszogu pszeudoharomszog 4, u, ¢ alkatrészer kozott fennallo egyeniet.
E () és (ll) képletekbol mar folyik az egész hiperbolikus trigonometria.
Ennek tehat a Poincaré-féle félsik utjan valé el6allitisat ezzel befejezettnek
tekinthetjiik.
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