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SZÁSZ PÁL 

H. POINCARÉ [ÍJ a hiperbolikus sikgeometria megvalósításaképp az alábbi 
modellt, mondhatnók pszeudogeometriát vagy képgeometriát adta meg, ha 
némileg más alakban is. Ezt röviden Poincaré-féle félsiknak nevezzük. 

Legyen az euklideszi síkon valamely a egyenes mint alapegyenes meg-
adva. Az általa meghatározott két félsík egyikének belső pontjait nevezzük 
pszeudopontoknak, az e félsíkban fekvő és az alapegyenest derékszögben metsző 
félköröket és félegyeneseket (amelyeket ortogonális félköröknek, ill. ortogonális 
félegyeneseknek akarunk a továbbiakban nevezni), mondjuk pszeudoegyenesek-
nek, természetesen nem számítva ezekhez az a-ra eső végpontjaikat. Ha a P, 
és P, pszeudopontok nem ortogonális félegyenesen feküsznek, akkor a rajtuk 
átmenő ortogonális félkör P P 2 ívét, ellenkező esetben a P,P, egyenesdarabot 
nevezzük pszeudoegyenesdarabnak. Ennek karakterisztikája legyen az első 
esetben a 

£ P 2 F P , 

POH ' P , H 

kettősviszony, ahol F és H a P , , P 2 pontokon átmenő ortogonális félkör vég-
pontjai, úgy jelölve, hogy P, a Jï H félkörön a P, és H között van (1. ábra). 

( F H P O P A T 

/. ábra 

A második esetben a karakterisztika legyen a 

(FP ,P , ) 
P, 

2. ábra 

— P Í 

* Német nyelvű változata: Herleitung der hyperbolischen Trigonometrie in der Poin-
caréscheti Halbebene, Acta Scientiarum Mathematicararu 15 (1954), 126—129. 
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osztóviszony, ha - a P, és P.2-t tartalmazó ortogonális félegyenes kezdőpontja 
s Pi a - és A közé esik (2. ábra). Két pszeudoegyenesdarabot nevezzünk 
pszeudokongruensnek vagy pszeudoegyenlönek, ha a karakterisztikáik egyenlők. 
Ezzel szemben az /, m pszeudoegyenesek pszeudoszöge az ezeket képező orto-
gonális félkörök (esetleg ortogonális félkör és ortogonális félegyenes) szögével 
legyen karakterizálva (3. ábra) s egyenlő karakterisztikájú pszeudoszögeket 
nevezzünk pszeudokongruenseknek (pszeudoegyenlőknek). Meggyőzödhetünk, 
hogy az ezen megállapodásokkal értelmezett pszeudogeometriában a hiperbo-
likus síkgeometriának minden posztulatuma ki van elégítve. Megállapodása-
inkból már következik, hogy amennyiben pszeudohosszegységnek azt a pszeudo-
egyenesdarabot választjuk, amelynek karakterisztikája a természetes loga-

3. ábra 

ritmusok e alapszámával egyenlő, a nem egy ortogonális félegyenesben fekvő 
Plt P« pszeudopontok P,P 2 pszeudotávolsága a fenti jelölések mellett 

(1) p K - Aog ( - H P , P , ) , 
míg ellenkező esetben ez (1) képletnek megfelelően 

(2) P P 2 = log . 

Ez a Poincaré-féle félsík azonban nemcsak modellje a hiperbolikus sík-
geometriának, hanem ekvivalens is vele: a hiperbolikus síkot kölcsönösen 
egyértelműen leképezhetjük a Poincaré-féle félsíkra. Ezt igen egyszerűen meg-
tehetjük, mégpedig a hiperbolikus trigonometria felhasználása nélkül [2]. 
Ennélfogva a hiperbolikus trigonometria képleteit bebizonyítandó, elegendő a 
a Poincaré-féle félsík trigonometriáját előállítanunk. 

Lényegében ugyanez a feladat a hiperbolikus sík Poincaré-féle körmodellje 
trigonometriájának előállítása, amivel előbbi dolgozatunk is foglalkozik [3]. 
Ugyanis a Poincaré-féle félsík kölcsönösen egyértelműen leképezhető e körmo-
dellre. Ez elemigeometriai úton következőképp történhet. A Poincaré-féle fél-
síkot az a alapegyenest L?-ban érintő és annak másik oldalán fekvő О középpontú 
К körre vonatkozó inverzióval leképezzük az Oi2 átmérőjű K* kör belsejére, 
majd e körbelsőt i> mint hasonlósági centrumra vonatkozólag kétszeresen 
nagyítjuk (4. ábra). Ezzel nyilván megkapjuk a /ő-beli körmodellt, tekintve, 
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hogy e transzformációnál kör vagy egyenes körbe (az inverzió О középpont-
ján átmenő kör vagy egyenes egyenesbe) megy át és a szögek nagysága, 
valamint a kettősviszony megmarad. E megfelelkezés révén a körmodell tri-
gonometriájának előállításával a Poincaré-féle félsik trigonometriáját is meg-
kapjuk. 

Nem látszik érdektelennek azonban a Poincaré-féle félsík trigonometriá-
jának közvetlen előállítása sem. Ez többféle módon lehetséges, ezek egyikét 

£2 

mutatjuk be az alábbiakban. Részben hasonló módszerrel élt már H. MESCH-
KOWSKL [4] i s . 

* 

Legyen ABC derékszögű pszeudoháromszög (C< 90°) a 

BC=a, CA = b, ÄB = c, В A Я, CBA< = lu 

alkatrészekkel. Hozzuk ezt а В pont körüli pszeadoforgással olyan helyzetbe, 
hogy В a rajta átmenő ortogonális félegyenes í2 kezdőpontja és С közé essék 
(5. ábra). Az 1 hosszegységválasztás mellett (2) szerint 

« = ß C l o g ß C , 

vagyis 

(3) £2A=£2C = d'. 

Az A és В pontokon átmenő ortogonális félkör középpontját / -val jelölve, 
nyilván = és így 

(4) Г A = Г В — - J - — , í 2 / " = ctg u. v ' sin ,« ь 

De mivel evidenter Í2 Al\ l, az АС2Г háromszögben a cosinus-tétel szerint 

Í2 Г2 - (2 A2 + Г A2—2Í2A Г A cos /., 

E* 
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azaz (3) és (4)-re tekintettel 

amiből következik 

vagy 

(I) 

1 2e" 
ctg - a = e - ' 4- -—s с cos Я, sin-/i sin p 

2 e ^ é>+\, 
sin и 

cos /. 
——— = cli a, Sin fi 

a derékszögű pszeudoháromszög Я, p, a alkatrészei között fennálló egyenlet, 

с 

А Я, p, с közötti egyenletet H. MESCHKOWSKI [5] meggondolásával követ-
kezőképp kaphatjuk meg. Hozzuk a háromszöget В körüli pszeudoforgássaf 
olyan helyzetbe, hogy А а В és az előbbi fí pont közé essék (6. ábra). Most 
az Í2A 1 választással (2) értelmében 

с AB = log Í2 B, 
vagyis 
(5) í i B ^ e . 
felöljük a B,C pontokon átmenő ortogonális félkör középpontját / ' ,-gyel, az 

6. ábra 
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A és C-n átmenőét /4-vel. Akkor nyilván ÜI\B< « , — tehát 
(5)-re tekintettel 
(6) Í H \ é ctg ft, Û A ctg 

továbbá 

(7) /\С = 1\В ? , I X Г,А Á v ' SHI ft sin l 
Minthogy azonban a feltevés szerint a két ortogonális félkör C-ben egymást 
derékszög alatt metszi, azért А Г , С Г 2 < derékszög, tehát PYTHAGORAS tétele 
értelmében 

i \ n p c + r x - , 
vagyis (6) és (7) alapján 

e lc 1 
(в" Ctg fi -f Ctg Я)" = . „ + . » , . & & ' sin M Sin-Я 

Innen adódik 
2e ctg Я ctg f* = ér'' + 1, 

vagy 
(II) ctg Я ctg fi — ch c, 

a derékszögű pszeudoháromszög Я, /(, с alkatrészei között fennálló egyenlet. 
E (I) és (II) képletekből már folyik az egész hiperbolikus trigonometria. 

Ennek tehát a Poincaré-féle félsík útján való előállítását ezzel befejezettnek 
tekinthetjük. 
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