A KLASSZIKUS ORTOGONALIS POLINOMRENDSZEREK
EGY JELLEMZESEROL

FELDMANN LASZLO

Klasszikus ortogonalis polinomrendszereknek nevezziik a Jacobi, Laguerre
és Hermite polinomokat; illetdleg azokat a polinomokat, amelyek ezekbdl
linedris transzformaciéval nyerhet6k. A klasszikus ortogondlis polinomrend-
szerek kozos tulajdonsiga, hogy mindegyikhez talathato olyan

(. a@)y’ 4 by +e@y - iy
alaku differencialegyenlet, melynek az illetd polinomrendszer megoldasa. Ez
ugy értend6, hogy létezik {4.} szamsorozat, melynek Z,,4,,...,4.,... elemét
Z helyébe helyettesitve, az illet6 polinomrendszer p,, pi, ..., Pu, ... pontosan

nulla, els6, ..., n-edfoku tagjai kielégitik (1. 1) egyenletet.

Mas ortogondlis polinomrendszer, mely az emlitett modon kielégit (1.1)
alaku differencidlegyenletet, nem ismeretes. Jelen dolgozatban bebizonyitjuk,
hogy ilyen ortogonalis polinomrendszer — a harom klasszikuson kiviil — nem
is talalhato.

Eljarasi mddot is adunk annak megallapitasara, hogy adoit (1.1) diffe-
renciadlegyenletnek van-e ortogonalis polinomrendszer megoldasa (a mar
emlitett értelemben) ¢s ha van, akkor melyek a polinomrendszer azon jel-
lemz6 adatai, melyek segitségével a polinomrendszer megkonstrudihato.

Annak lehetoségét, hogy a klasszikus ortogonalis polindmrendszerek jel-
lemezhetok, mint (1.1) egyenlet egyediili megoldasai az ortogonalis polinom-
rendszerek kozott, ACZEL JANOS vetette fel.*

2. Kozelebbr6l meghatarozzuk azon (1. 1) egyenletet melynek megolddsai,
valamely klasszikus polinomrendszer tagijai.

*]. Aczér: Eine Bemerkung iiber die Charakterisierung der ,klassischen orthogona-
len Polynome. Acta Math. Acad. Sci. Hung. 4 (1953). A probléma még igy is felvetheto:
Keresendok (1.1) egyenlet megoldasai, a szokdsos peremfieltételek helyett azon feltétellel,
hogy ,,legyen a megoldas polindm*“. Mikor talalhaté ekkor megfelelé {4,}-hez olyan {p,}
rendszer, mely ortogondlis rendszer nemnegativ silyfliggvénnyel?

Hasonlé témajii L. Fecomann: Uber durch Sturm—Liouvillesche Differentialgleichungen
charakterisierte orthogonale Polinomsysteme. Publ. Math. 3. (1954) cikke. Jelen dolgozat
1. és 2. tétele azonban mas bizonyitasi eljardsokkal és tobbet mond ki, mint az emlitett
cikk.
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1. LEMMA. Legyen (1.1) egyenletnek py, p, és p, pontosan nulla-, elsé-
és mdsodfoki polinommegolddsa, kiilonbozo 4., 4, %, paraméterértékek mellett.
Ekkor a(x) legfeljebb mdsodfoki, b(x) pontosan elsifoki polinom és c(x) dl-
lando. [gy alkalmas linedris helyettesitéssel (1. 1) egyenlet

(2.1) Qy" Lxy -4y
alakra hozhato, hol R
(2.2) y Q= ax*+-bx-+c

legfeljebb mdsodfoki polinom és ha van — pontosan n-edfokit — polinommegoldas,
akkor a hozzdtartozo 2 ériek

(2.3) b= -n-(n—1)a - n. (n=2)
BizoNYITAS. p,-t behelyettesitve (1. 1) egyenletbe, kapjuk

C(x)pu = ;-0/)0
Ebbél ¢(x) 4, Behelyettesitve p;-et

b()p; + Apr- A
lesz, melybol
b() = (=P,
ami pontosan els6fokd polinom, mivel Z, == 4,.
Végiil p, behelyettesitve és b(x), c(x) helyébe a mar meghatarozott ér-
tékeket téve

44 1 1 - - » ] - -
apy 'p, (h—A)Pips | kaps o

1
lesz, melybol

a(x) == pl ; (/1-.»~/1n)p3——1}; (ly—2) D\ 3 :
legfejebb masodfokit polinom. b(x) féegyiitthatojaval végigosztva (1.1) egyen-
letet, majd x"-:-x-}0 linedris helyettesitést. alkalmazva és az allando egyiitt-
hatokat egybeolvasztva kapjuk (2. 1)-et. Hitra van még (2.3) igazolasa. Ezt
p. pontosan n-edfoktt polinom (2.1)-be helyettesitésével és x*-hez tartozd
egyiitthatok 6sszehasonlitasaval kapjuk.

2. LEMMA. A Jacobi, Laguerre és Hermite polinomok differencidlegyenlete
olyan (2.1) alaki egyenletbe transzformdlhato — megfeleld linedris transzfor-
mdcioval — melyben a =0 és ¢ < 0. )

BizonyiTAs. Nyilvanvald, liogy a megfeleié klasszikus polinomrendszer
linedris transzformaciojaval elérhetd, hogy olyan polinomokba mennek at, me-
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lyek Jacobi polinomok esetén a

2.4) —Dy" +e+38 ~2)x+e—ply — n(e+3-+n+1)y
e>—16és §>—1

differencialegyenletet; Laguerre polinomok esetén a

(2.5) —xy' -~ (x—ae—1)y = ny > —1

differencialegyenletet; végiil Hermite polinomoknal a

(2.6) —y'+2xy - -2ny

differencialegyenletet elégitsék ki. (Pl. Jacobi polinomokra ez az a linearis
transzformacio, mely az ortogonalitisi intervallumat a szokasos (—1, 4 1)
intervallumba viszi at.)

Elegendd a bizonyitast tehat ezekre elvégezni. Végrehajtva (2.4) egyen-
lethen

1 I'L')‘———(C

X == X' -+
c-5-1-2 Coed-8--2

helyettesitést; (2.35) egyenietben
x-=xX +e-1
¢s (2.6) egyenietben
X == 1 x'
2

helyettesitést, kozvetleniil belathatd a lemma allitasa.

3. Ratéritnk a célul kitiiziitt probléma megolddsara, annak bizonyitasara,
hogy az eddig targyalt harom klasszikus polinomrendszeren kiviil nincsen
mds ortogonalis polinomrendszer megoldasa az (1.1) differencialegyenletnek.

Nyilvan elegendd lesz ehhez azt megmutatni, hogy ha van orfogondlis
{p.} megoldasrendszer, akkor 1. és 2. lemma feltételei is teljesiilnek (1.1)
egyenletben. :

1. TETEL. Az ortogondlis polinomrendszerek kioziil a klasszikus polinom-
rendszerekhez és csakis ezekhez rendelhetd (1.1) alaki differencidlegyenlet, oly
mdodon, hogy a polinomrendszer minden tagja megolddsa legyen ugyanazon
differencidlegyenletnek, kiilonbizo 1 értékek mellett.

E tétel helyett, egy ndlanal erdsebb tételt fogunk bizonyitani.

2. TETEL. Legyen py, py, ..., Dx pontosan nulla, elsd, ..., n-edfoku poli-
nom. Legyenek fovdbbd ezen {p.} rendszer nullahelyei kiilonbozok, valdsak és
szétvdlasztottak. Ez utobbi azt jelentse, hogy — jelolve p, k-ik nullahelyét
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Co-val —
(3- 1) Chil, 1 < (42798 | Ly 2 < Uy, 2 < ool <y < Gl usl

dlljon fenn.

Ekkor, ha {p,} rendszer minden egyes tagja megolddsa (1.1) differen-
cidlegyenletnek megfeleld 4y, 4., ..., . paraméterérték mellett, akkor p. rend-
szer csak a hdrom klasszikus polinomrendszer egyike lehet.

BizonyiTAs. Figyelembe véve 1. és 2. lemmat, elegendd lesz azt bizo-
nyitani, hogy a megfeleld tulajdonsagt {p.} rendszer olyan (2.1) alaka dif-
ferencidlegyenletet elégit ki, melyben a =0 és ¢ <O.

El6szor a = Ofeltételt bizonyitjuk. ¢ < O ebbdl kozvetleniil kovetkezik majd.

A (2.1) egyenlet

(2. 1)y a(x)y” - b(x)y" =:ic(x)y
alaku differencialegyenlet. Ha a(x), b(x) és c(x) egyiitthatokat gy akarjuk meg-

n n+d

. . Ly . . al ‘
hatarozni, hogy adott p, =~ X | @, Pu=_ X" (@uw==1) €S Pp.x =2, Q1 X
=0 kO

(@i, nn= 1) 1-fOegyiitthatos polinomok, megoldéasai legyenek (2.1”)-nek, ugy
jarhatunk el, hogy az adoft pi,p. és p,.. fliggvényeket (2.17)-be rendre
behelyettesitjiik és az igy a(x), b(x) és c(x)-re kapott homogén linearis egyen-
letrendszert megoldjuk. Ennek — mint ismeretes — akkor és csak akkor van
trividlistol kiilomboz6 megoldasa, ha

. O 1 — /..,1 P ]
(3 2) D(X) T ‘ p:’«’ [7,', - /:np n l =0
i pﬂftl-.Ll ,U:’:+1 - ;vnlrl pn—H I !

Mivel (2.1) is (2.1”) tipusba tartozik, igy (2.1) megolddsara is fennall (3.2).

A szereplé polinébmok mindegyikére wugyanazt az x' = x-+0J alaka
helyettesitést végrehajtva, nem fog megvaltozni a nullahelyek szama és kolcso-
nos helyzete, pusztan az egész ,,gyokrendszer® fog d-val eltolodni. Tovabba
mivel Z, pusztan a és n fiiggvénye és ez utobbiak ilyen helyettesitésre inva-
ridnsok, igy 4, értéke is valtozatlan marad a helyettesités végrehajtisa utan.

Az emlitett helyettesitéssel — - — e,41.1 valasztissal — elérhetd, hogy
Prr €180 nullahelye
3.3) 1 =0
legyen. Ekkor
10 1 — Ay |
D(¢rin): | 2@ @ —dnm | 0.
200012 Qi 0
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Ebbd1*

p aio
3.4 y m (@1 Gnsr.o — Q2 Quir 1),
Tekintettel arra, hogy (2.3) kifejezésbél kovetkezik, hogy a = O ekvivaiens
4, >0 (ha n = 2) feltételle, csak azt kell bebizonyitanunk, hogy (3.4) kifejezés
pozitiv. '

Célszerii lesz a.. egyiitthatokat gyoktényezos alakban felirni. Ismeretes.
hogy a. felirhaté mint p, gyokeinek (n — k)-ad osztilyti kombinécioinak osz-
szege; pozitiv vagy negativ eldjellel aszerint, hogy n--k paros vagy paratlan
szam. Ezt igy fogjuk jelolni:

wok

) ek N —
Q= =(— 1) 77 2 ttar o . . €L,
n
nth

Mivel. — tekintettel (3.1) és (3.3)-ra — esetiinkben minden ¢, nulla-
hely pozitiv, igy a. eléjele pusztan n--k parossagatol fiigg. igy (3.4) jobbol-
dalanak els0 tényezOje biztosan pozitiv, mert a,;10a0<0(mivel n-+-1 -2 és
n-+0 parossaga kiilonbozd) és ao <0, mert az indexosszeg paratlan.

Ezért elegend6 a masodik tényez6 vizsgalata, mely gyokos alakban
felirva (figyelembe véve mar az clbjeleket is és azt, hogy .11 — 0)

-1 n~1 -2
N S

) .
A ) \‘ \
(3.5) D s Dttt — G2 e e ot 17 D Gt e e G

) = | )

igy lathato be, hogy (3.5) pozitiv:

Jeloljiik I-gyel a pozitiv elojelii tagokat és [I-vel a negativokat. Megfelel-
tetést létesitiink Il és I tagjai kozott a kovetkezbképpen: Felirjuk p, és p..,
szerepldé nullahelyeit: :

(3' 6) Cpty e ooy Gy G 250 o oy Cpclont e

Ebbdl H valamely tagjat megkapjuk, ha toroljiikk .. €s «,; elemeket (ki) és a
maradék tagok szorzatat képezziik. Rendeljiik hozza Il ezen tagjahoz 1-bol azt a
tagot, mely (3.6)-boOl e €s .y (i7=1) torlésével €és a megmaradt tagok
Osszeszorzasaval keletkezett.

Figyelembe véve (3.1) egyenl6tienség sorozatot, «.. >'e,.1, miatt, az
egymasnak megfeleld tagok koziil, a pozitiv eldjelit a nagyobb abszolit
értékii. Igy (3.5) valdban pozitiv.

* D (a,41,1) determinansbol lathato, hogy 4, O feltételezve 4, a,0a,+1.2 -0 lenne, ami
«,. gyokok pozitiv volta miatt Z,- 0 egyenldségre vezet, ami lehetetlen. Igy feitételez-
hetjiik, hogy 2, 1.
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Ezzel 4, >0 és a vele ekvivalens a = 0 bizonyitasat befejeztiik.

Végiil ¢ <0 bizonyitdsa a kovetkez6:

(2.1) egyenletnek Z;==1 paraméterértek melletti elséfoki megoldasa:
p, = X. Behelyettesitve po=x>-}-fx-++ megoldast (2.1) egyenlethe és az
alland6 tagokat mindkét oldalon egyenl6vé téve lesz

2¢ - bay
igy 4,:- miatt sgn ¢ -sgn 7. Viszont y <0, ami ugy lathato be, hogy p,
nullahelye, (x: -0) szétvdlasztja p. nullahelyeit és ez csak 8° - 8 — 4y esetén
lehetséges.

4. A bebizonyitott tételek kovekezményeképpen, eljardsi modot adunk
meg annak megdllapitasara, hogy (1.1) differencidlegyenletnek mikor van
ortogondlis polinomrendszer megoldasa ¢és melyek ennek jellemzé adatai.

I. Sziikséges, hogy a differencidlegyenlet
4.1) Q' + Ly =4y
alaka legyen, hol Q legfeljeb masodfokt és L pontosan elsofoku polinom.

II. (4.1) alaka differencidlegyenlet akkor és csak akkor vihetd at linearis

miivelettel olyan (2. 1) egyenletbe, melyben a =0 és ¢ <0, ha a kovetkezd
harom tipus egyikébe tartozik. Ezek:

o) Q masodfoku és két kiilonbozd valés gyoke van, olyan, melyet L
nullahelye szétvdlaszt.

b) Q elsofoka €s vagy L nullahelye megelozi Q nullahelyét, ha Q és
L foéegyiitthajtojanak elbjele megegyezik; vagy Q nullahelye el6zi meg L nulla-
helyét, ha Q és L foegyiitthajtdjanak eldjele kiilonbozo. Az elsé esetben — ¢-val
jelolve Q nullahelyet — az ortogonalitasi intervallum (¢, — >); a masodik
esethen pedig (¢, -+ o).

¢) Q allando és elojele kiilonbozik L féegyiitthatojatol. Ekkor az orto-
gonalitasi intervallum (- oo, —oc).

MEGJEGYZES. A targyalt tétellel kapcsolatban FRrer TAMAS és FREUD
Geza felvetették. Lehetnek-e a klasszikus polindmok -16bb sulyfiiggvénnyel és
tobb intervallumban ortogonalisok? Véges intervallumban (tehdt a Jacobi
polinomok) nem. Ez konnyen belathato, egyrészt abbol, hogy a polindmrend-
szer nullahelyei az ortogonalitasi intervallum Dbelsejében mindeniitt siiriin
helyezkednek el; masrészt abbol, hogy az ortogonalitasi intervallum és a poli-
nomrendszer egyértelmilen meghatdrozza a stlyfiiggvény nyomatékait (konstans
szorzo erejéig). Az elobbibdl az ortogonalitasi intervallum, utobbibdl a suly-
fliggvény unicitisa kovetkezik.

Célszerii lenne ezeket végtelen intervailum esetén is belatni.*

*A kérdésre adott valasz a kérdést feltevokkel kialakult megbeszélés eredménye.
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