RIESZ FRIGYES 1880—1956

A magyar tudomanyos életet nagy gydsz érte 1956. februdr 28-an:
hosszas betegség utdn, 76 éves koraban elhunyt RiEsz FRIGYES akadémikus.
Gyéaszunkban a kiilfold tudomanyos vildga is osztozik, hiszen RIESz FRIGYES
nemcsak a magyar matematikusok mélyen tisztelt és szeretett mestere volt, a
magyar tudomdnyos élet egyik legnagyobb biiszkesége, hanem korunk egyik
legnagyobb tudosa, akinek korszakalkoté tudomanyos eredményei az emberi-
ség kozkincsévé véltak s akinek nevét mindeniitt a vildgon a legnagyobbaké
kozott tartottdk szamon.

RiEsz FRIGYES 1880. januar 22-én sziiletett Gyorott. Miutdan egyetemi
tanulmanyait a budapesti, ziirichi és gottingai egyetemeken elvégezte, Lécsén
és Budapesten volt kozépiskolai tandr. 1911-ben a kolozsvari egyetem helyettes
tanarnak hivta meg, 1914-ben ugyanott rendes tandr lett. A vilaghabort utan
egyetemi tandri miikodését Szegeden folytatta. Bar akkor mar vilagszerte
ismert, vezet6 tudds volt, akit bizonyira szivesen fogadtak volna nem egy

1 1L Osztidly Kozleményei VI/2
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nagy kiilfoldi egyetemen, nem ment kiilfoldre, hanem inkabb viéllalta az
tjonnan feldllitott szegedi egyetemen valo munkat, ami évekig kedvezOtlen
munkakoriilményeket, a konyvtar és folyoirattdr hidnyat jelentették szamara.
Hala RiEsz FRIGYEsS és tandrtdrsa, HAAR ALFRED nagy tudomanyos tekintélyé-
nek és energikus munkajanak, a szegedi egyetem matematikai intézete néhdny
éven beliil igen megerbsodott, ismert matematikai kutatocentrumma valt, amelyet
mint magyar Gottingat kezdtek emlegetni kiilfoldon is. Mar 1922-ben meg-
inditottak HaaRr-ral egyiitt Szegeden az ,Acta Scientiarum Mathematicarum®
folyoiratot, amely jelent0s szerepet jatszott a magyar matematika nemzetkozi
tekintélyének a megalapozasaban. A Magyar Tudoméanyos Akadémia RIESZ
FrIGYESt 1916-ban levelezd, 1936-ban rendes tagjanak valasztotta. Az 1925 26.
tanévben a szegedi egyetem rektora volt. A masodik vildghaborii végén
Szegeden varta meg a felszabaduldst s az els6k kozt kezdte meg, 1944
novemberében, az egyetemen fjra meginditott munkat, s6t 1945 tavaszan
ismét elvallalta az egyetem rektordnak akkor kiilonosen felel§sségteljes és sok
boicsességet kivand tisztét. 1945 végén a budapesti egyetem meghivta tanarai
kozé, igy életének utolsé 10 évét Budapesten toltotte. Egymds utan érték a
tudomanyos kitiintetések: 1945-ben a Tudomédnyos Akadémia nagydijat (ami
akkor jelképes ,dij“ volt) neki itéltek oda, 1949-ben Kossuth-dijjal, 1953-ban
a Kossuth-nagydijjal tiintették ki,a Magyar Tudomanyos Akadémia IIl. Osz-
talyanak elnoke, majd tiszteletbeli elndke, a Bolyai Janos Matematikai Tar-
sulatnak diszelnoke lett, a parizsi Tudomanyos Akadémia levelezd tagjava,
a miincheni Bajor Tudomanyos Akadémia és a lundi Svéd Kiradlyi Fiziogréfiai
Tarsasag kiilsd tagjava valasztotta. A szegedi, budapesti és parizsi egyetemek
diszdoktorukkd vélasztottak. 1950-ben, 70-edik sziiletésnapjan, egyiitt tinnepelte
6t a tudomanyos vildg. A Szovjet Tudomanyos Akadémia diszes levélben
koszontotte s ebben az egész vildg matematikusainak egyontetii véleményét
fejezte ki, amikor megallapitotta: ,kétségtelen, hogy On egyike a matematikai
gondotkodas legnagyobb €16 mestereinek®.

RiIEsz FRIGYES nevével kapcsolatban a legismertebb az tin. Riesz-Fischer-
tétel, amelyet egymastol fiiggetleniil taldlt RIESzZ FRIGYES és ERNST FISCHER
német matematikus. Mintkett6jiik kozleménye a pdrisi akadémia Comptes
Rendus-jében jelent meg 1907-ben, RiESzé két honappal megeldzve a FISCHERét.

Ez a tétel a Fourier-sorokra, vagy altalinosabban valamely tetszbleges.
teljes ortogondlis fiiggvényrendszer szerinti sorfejtésre érvényes klasszikus,
un. Parseval-féle tételnek a megforditisa. Utobbi azt mondja ki, hogy ha
¢ (X), pa(x), ... az (a, b) kozon értelmezett fliggvényeknek egy teljes, normalt,
ortogondlis rendszere, akkor barmely négyzetesen integralhato f(x) f;’jggvénynek e

rendszer szerinti f(x) ~ > ciqi(x) sorfejtésében fellépd ck:J.f(x)q)k(x)dx
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egyiitthatok, az Gn. altalanositott Fourier-egyiitthatok, négyzetosszege véges
és egyenld f(x) négyzetintegraljaval:

b
£ - Xe.
&

A Riesz-Fischer-tétel azt allitja, hogy forditva, ha barmiképpen is adunk
meg végtelen sok ¢, szémot ugy, hogy négyzetdsszegiik véges legyen, létezik
egy — ¢s lényegében csakis egy — olyan négyzetesen integralhato fiiggvény,
amelynek ezek az adott ortogondlis rendszerre vonatkoz6 Fourier-egyiitthatoi.
Meg kell azonnal jegyezniink, hogy az integralhatésigot a Lebesgue-féle
modern értelemben kell itt érteni; a klasszikus integralfogalmakra szoritkozva,
a tétel nem lenne érvényes. A ,lényegében csak egy“ kitétel azt jelenti, hogy
a feladat megolddsait add fiiggvények egymastol csak nullamértékii halmazokon
kiilonbozhetnek.

E tétel fontossaga abban 4ll, hogy megvildgitotta a Lebesgue szerint
négyzetesen integralhato fiiggvények nevezetes osztdlydnak, az un. L, osztaly-
nak bels6, hogy ugy mondjuk, geometriai szerkezetét. Ha a Iényegében nem
kiilonbozd fiiggvényeket ebben az osztdlyban azonosaknak tekintjiik, egy fiigg-

e
vény ,hossziisdgat®, vagy ,normajat“ az [‘f||=V‘f2(x)dx, két fiiggvény

a

b

»Delsd szorzatat“ pedig az (f, g) == ’.f(x)g(x)dx képlettel érteimezziik, akkor

az L, fiiggvényosztily nem csupan hasonlatos lesz a kozdnséges vektortérhez,
hanem a Riesz-Fischer-tétel szerint azonos szerkezetii, ,izomorf“ lesz a vég-
telen dimenzids, Gn. Hilbert-féle vektortérrel; utdbbinak elemei azok a
végtelen sok komponensit X=(c,, ¢;,...) ,vektorok“, amelyek komponensei-
nek a négyzetosszege véges és ahol a normat és belsd szorzatot a kozonsé-

IXi=Zd @ n=Yoa

képleteket értelmezziik.

Minden jogunk megvan tehat arra, hogy az L, fiiggvényosztalyt magat
is mint egy geometriai objektumot: fiiggvényteret tekintsiik. E fliggvénytér és
a Hilbert-féle vektortér kozos tulajdonsdgaibdl valo elvondssal alakult ki az
absztrakt Hilbert-tér fogalma, az ujabb matematika egyik leghasznosabb
fogalom alkotasa, amely absztrakt jellege ellenére ma mar nemcsak a mate-
matikusoknak, hanem a — kvantum-mechanikdban valo alapvetd szerepe
miatt — a fizikusoknak is mindennapi kenyerévé valt. Egyébként a kvantum-
elmélet eredeti — latszolag eltér6 — két alakjanak, a Schrodinger-féle hullam-

1*
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mechanikdnak és a Heisenberg-féle matrixmechanikdnak az ekvivalenciajat is
éppen a Riesz-Fischer-féle tétel magyardzza meg.

RiEsz FRIGYEStS] szarmazik az L, fiiggvénytér fogalma is, amelynek
definicidjaban a kettes kitevd szerepét tetszbleges p > 1 kitevs veszi at; e

b
térben a normat az ]]f[]z“ 1f(x)|1’dx]” képlet értelmezi. A belsd szorzat
definicidja az L, térre p==2 esetében mar nem vihet6 at, mert az L,-be
tartozd két fiiggvény szorzata altalaban nem integralhatd. Ezzel szemben —
mint a sorokra vonatkozé Holder-féle egyenlétlenségnek RiEsz dltal integra-
lokra taldlt megfelel6jéb6l kovetkezik — mindig integrdlhaté a szorzata két
olyan fiiggvénynek, f-nek és g-nek, amelyek kozill f az L,, g pedig az L,
térbe tartozik, ahol a p és g kitevoket az 1/p+1/g=1 egyenlet kapcsolja

ossze, tovabba
b 1 ] 1

’ff(x)g(x)dxié I7ol» ax]?| [ |g(x)rax]*.

a a a

S6t Riesz ennek a forditottjat is bebizonyitotta: Ha valamely g(x) fiiggvénynek
az L, osztilyba tartozé bdrmely f(x) fiiggvénnyel valé szorzata integralhato,
akkor g(x) beletartozik a kapcsolt L, térbe. Ha egy ilyen g(x) fiiggvényt
rogzitiink, akkor az

b

Jf®g(xyax
szorzatintegral az L, térben linedris fliggvényoperdcio, azaz ha az integralnak
az értékét, mint az f fiiggvény fiiggvényét Af-el jeloljiik, akkor A(cf)=cAf
barmely ¢ szdmra, (Afi+f,) = Afi+ Af, és létezik olyan, az f-t6l fiiggetlen
M szam (pl. a g normaja), amelyre |Af] = M||f||. Riesznek sikeriilt megmu-
tatnia, hogy ezek a tulajdonsagok jellemzbek is, azaz hogy nincs az L, tér-
ben értelmezett més linearis fiiggvényoperdcid, mint amelyeket a kapcsolt
L, tér egyes rogzitett g(x) elemei a mondott értelemben szarmaztatnak.

Minthogy a p—gq egyenldség csupan a p==2 esetében all fenn, mind-
ez ravilagit az L, tér kiilonleges helyzetére: ez az egyetlen a tekintett terek
koziil, amelyik azonos a vele kapcsolt térrel.

Egy tovabbi, az L, fiiggvénytérre vonatkoz6 nevezetes eredménye RIESZ-
nek az altaldnositott ,momentumprobléma“ megolddsa. A probléma: megha-
tarozni a ¢(x) fiiggvényt véges, vagy végtelen sok adoft fi.(x) fiiggvény-
nyel valo szorzatintegraljdnak ismeretébol, azaz megoldani az

£ () (x) dx = e (k=0,1,2,..)
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integral-egyenletrendszert. Ha f.(x) = x*, akkor az integral a ¢(x) kozonséges
értelemben vett k-adik momentuma. Ha az f.(x) fiiggvények ortogonalis rend-
szert alkotnak, akkor a probléma ugyanaz, mint amire az L, tér esetében a
Riesz-Fischer-tétel vonatkozik: meghatarozni a fiiggvényt az adott ortogo-
nalis rendszerben valé Fourier-egyiitthat6ibol. — RIESz megmutatta, hogy ha az
adott fi(x) fiiggvények az L, térbe tartoznak, az egyenletrendszernek akkor és
csak akkor van az L, térbe tartoz6 olyan ¢(x) megoldasa, amelyre ||p]l, = M, ha

| 2 e = MY 2 wnfill

tetszés szerinti w, egyiitthatok esetében. A norma jele mellé illesztett mutatd
jelzi, hogy egyik esetben az L,, a masikban az L, térben érvényes norma-
rol van szd.

Az L, fiiggvénytérhez sokban hasonld tulajdonsdgu az az ugyancsak
Riesz 4ltal bevezetett, manapsag I,-vel jelolt tér is,amelyet az olyan végtelen

sok komponensii X = (ci, ¢y, ...) vektorok alkotnak, amelyekre a > |ci|r sora
k

véges Osszegii; itt X normajat az ebbdl az Osszegbdl vont p-edik gyok értel-
mezi. E vektorterekre vonatkozé eredményeit RIESZ a périzsi Borel-gyiijtemény-
ben 1913-ban megjelent ,Les systémes d’équations linéaires & une infinité
d’inconnues“ cimii konyvében fejtette ki.

Mig a p—2 esetben a Parseval-féle és a Riesz-Fischer-féle tétel alap-
jan a fiiggvénytér és sorozattér lényegében azonos, ti. minden teljes, normalt,
ortogonalis fliggvényrendszer a két tér egymdsra valo linedris és hossziisag-
tarto leképezését szdrmaztatja, addig a p==2 esetben ilyen szoros kapcsolat
nem all fenn. YOUNG és HAUSDORFF a kozonséges Fourier sorra, RIESZ pedig
tetszbleges korlatos ortogonalis fiiggvényrendszer esetére kimutatta, hogy a
fliggvény és Fourier-egyiitthatdi kozt a p=2 esetben fenndllo Parseval-
egyenléség szerepét a p==2 esetben bizonyos egyenlétlenségek veszik at.

Riesznek a fiiggvény- €s sorozatterekre vonatkozo eszméi, modszerei és
eredményei felmérhetetlentil nagy €és még tavolrol sem lezart hatassal voltak a
a modern fiiggvényanalizisre. Maga RIESz, mikozben e terekre vonatkozo
vizsgalati modszereit kidolgozta, maris tovabb tekintett. Erre utal az integral-
hato fiiggvények rendszereir6l sz6l6, a ,Mathematische Annalen“-ben 1910-
ben megjelent nagy dolgozatinak el6szavaban az a megjegyzése, hogy e
konkrét fiiggvényterek vizsgilata hasznalhato alapot nytjt a fiiggvényterek
axiomatikus elmélete szdmara.

Valoban ezen az tdton alakult ki, RIESzen kiviil féleg HAHN, HELLY és
BANACH munkaja nyoman az italdnos. linedris metrikus terek, az un. Banach-
ferek fogalma és elmélete, a modern analizis egyik leghasznosabb fogalom-
alkotasa. E terek fogalma altalanosabb a Hilbert-térénél; utobbit hasonlo tulaj-
donsag tiinteti ki, mint amely az L, fliggvényteret kitlinteti a tobbi L, tér koziil.
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A fentieken kiviil még egy masik nevezetes konkrét fliggvénytérre vonat-
kozélag is vannak RiEsznek fontos eredményei. Ez a tér az (a, b) kozon értel-
mezett folytonos fiiggvények fere; itt a normat az

Il = max /),

képlet értelmezi. RiESznek sikeriilt 1909-ben, HADAMARD egy tételének kiegé-
szitéseképpen megmutatnia, hogy az ebben a térben értelmezett linedris ope-
raciok 4altalanos alakja a kovetkezd:

Af=|F(x)de(),

ahol «(x) egy az operacio altal lényegében egyértelmiien meghatarozott kor-
latos véltozdst fiiggvény, az integralt pedig a Stieltjes-féle értelemben kell
venni. Ezt az integralfogalmat még a mult szdzad végén STIELTJES vezette be
a lanctortekre vonatkozo vizsgalataiban, de KONIG GyULA mar elébb is hasz-
nalta eldadésaiban. Azonban ennek az integralfogalomnak — amely egyéb-
ként nem mas mint a fizikdban addig is tobbé-kevésbé heurisztikus modon
haszndlt, altaldnos tomegelosztas szerinti integrdl pontos matematikai megfo-
galmazdsa — a matematikai analizisben valé hasznos szerepére igazan csak
RiEsz e tételével kapcsolatban terelodott rd a kozfigyelem. RIESZ tételétol
indittatva, LEBESGUEnek hamarosan sikeriilt a Stieltjes-féle integralfogalmat
olyan mértékben altaldnositania, mint el6bb a klasszikus Cauchy—Riemann-
féle integralfogalmat.

Szolnunk kell RiEsznek a Lebesgue-féle integrdllal kapcsolatos szerepé-
rél is. A modern analizis e korszakalkoto tedridja szdzadunk elején keletke-
zett. Bar RIEMANN, JORDAN, PEANO ¢és BOREL eszméi mar elGkészitették az
utjat LEBESGUE e nagy tjitdsanak, eleinte az analizis miivel6inek a tobbsége
bizonyos bizalmatlansaggal tekintett ra. Jellemz6, hogy LEBESGUEnek a pdrisi
Comptes Rendusben 1901-ben megjelent elsé kozleményét a ,Jahrbuch tber
die Fortschritte der Mathematik“ mindossze 3 sorban ismertette.

Riesz az els6k kézt volt, aki felismerte az uj integralfogalom jelent6sé-
gét és éppen a Riesz-Fischer-tétel altal rovidesen maga szolgaltatta az 4j
fogalom erejének egyik ékes bizonyitékat. De felismerte azt is, hogy a Lebes-
gue-féle elmélettel szemben megnyilvanult bizonyos idegenkedés onnan ered-
het, hogy LEBESGUENé! az integral értelmezését megel6zi a mérhetd halmazok
fogalma és eléggé bonyolult elmélete. Olyan, elemibbnek tekinthet6 felépités-
modot tiizott ki RIESZ célul maga elé, amely a mértékelméiet nélkiil, kozvet-
leniil jut el az integralhoz.

Sikeriilt is mar 1912-ben egy olyan felépitést megadnia, melyet késébb
részletesen az ,Acta Mathematica“-ban fejtett ki. Ebben az integralhatd fiigg-
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vények ugy jelennek meg, mint bizonyos egyszeril fliggvények, ti. a szaka-
szonként allandd fiiggvények majdnem mindeniitt konvergens sorozatainak a
hatarértékei. Az altalanos mértékelmélet helyett csupan a nullamértékii halma-
zok fogalmdra és elemi tulajdonsdgaira tdmaszkodik; ezek azonban alig vesz-
nek egy-két sort igénybe. Késébb ezt a felépitésmodot is lényegesen tovabb
egyszeriisitette annak az észrevételnek az alapjan, hogy a szakaszonként
allandé fiiggvények tetszés szerinti sorozatai helyett elegendd a monoton soro-
zatokat tekinteni.

LEBESGUE elméletében a differencidlasra vonatkozd tételek az integra-
lasra vonatkozdak utin kovetkeznek, mint azok kovetkezményei. [gy LEBES-
GUEnek az a nevezetes tétele, hogy minden monoton fiiggvény majdnem min-
deniitt differencidlhaté, LEBESGUEnek az- integraciorol 1904-ben irt alapvetd
konyvében csaknem az utolso oldalon keriil szoba, mint az egész elmélet egyik
utolsé kovetkezménye. Riesznek sikeriilt 1932-ben erre a tételre egy kozvet-
len, egyszeriiségben és elegancidban feliilmiilhatatlan bizonyitast adnia. Ezzel
egyiitt egy sereg egyéb fontos probléma felé nyilt egyszeriibb, ko6zvetlen j
ut, s6t lehetségessé valt az is, hogy a klasszikus integralfogalomhoz hasonléan °
a Lebesgue-féle integral is mint a differencidlas miiveletének a megforditisa
targyaltassék.

Térjiink vissza a folytonos fiiggvények terében értelmezett linedris ope-
racidknak Riesz altal talalt el6dllitisara egy Stieltjes-integrallal. Ennek alapjan
a korlatos valtozasu fiiggvények elemzése egyszersmind elemzése a lineéris
operacioknak is. Példal az a klasszikus tétel, hogy minden korlatos valtozast
fiiggvény két monoton novekvd fiiggvény kiilonbségeként Aallithato eld, egy-
szersmind az altalanos linedris fiiggvényoperdcionak két pozitiv linedris fiigg-
vényoperacio kiilonbségeként vald eldallithatésagat mondja ki. A korlatos val-
tozasu fiiggvény kanonikus felbontdsdnak egy teljesen folytonos, egy folytonos
és majdnem mindenttt O differencidlhdnyadossal biro, végiil egy tiszta ugrd-
fiiggvény Osszegére, megfelel az altaldnos linedris operdcionak hdrom részre
valé felbontdsa, melyet ezen az alapon FRECHET tanulmanyozott.

RiEsz az 1928. évi bolognai nemzetkdzi matematikai kongresszuson tar-
tott eldadasaban rdmutatott arra, hogy a folytonos fiiggvények linearis ope-
racidinak szoban forgd részei jellemezhet6k és elballithatok a Stieltjes-integ-
rallal valé elballitas telhasznalasa nélkiil is. Modszere a majordns operdcio
fogalmara tamaszkodik. Alaptétele: linedris operdciok birmely majordlhato hal-
mazdnak mindig van egy legkisebb majordnsa. Modszerének megvan az a
nagy elénye, hogy teljesen altaldnos, ugyhogy nemcsak a folytonos fiiggvé-
nyek, hanem tetszéleges absztrakt halmazokon értelmezett fliggvények linearis
operdcidira is alkalmazhatd.
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Abban a nagy dolgozataban, amellyel 1937-ben akadémiankon mint ren-
des tag székét elfoglalta, ezeket a gondolatait fejti ki és fejleszti tovabb.
Még altalanosabb feltevésekbdl indul ki, nem elégszik meg azzal, hogy a
folytonos fiiggvényeket altalanosabb fiiggvényosztallyal helyettesiti, hanem
maguknak a fiiggvényeknek a szerepét adja at absztrakt elemeknek és a
fiilggvényosztalyét ezen elemek Osszességének, melyet csupan néhany, az ele-
mek Osszeadasat illetd feltevéssel jellemez. E dolgozat francia nyelvii valto-
zatat késdbb a princetoni ,Annals of Mathematics“, majd ennek orosz nyelvre
valé forditadsat a moszkvai ,Uszpehi-Mat. Nauk“ folyéiratok kozolték. RIESZ
e gondolatainak igen nagy hatdsa mutatkozik meg az irodalomban, kiindulé-
pontjaul szolgaltak az Gn. félig rendezett linedris terekre vonatkozo széleskorii
vizsgéalatoknak. ' :

RIESz munkassdganak egy tovabbi fontos teriilete, amely azonban az
eddig ismertetettekkel szoros kapcsolatban van, az infegrdlegyenletekre és alta-
ldnosabban a linedris transzformdciokra, vagy mas széval: operdtorokra vonat-
kozik. Szamos matematikai és matematikai-fizikai probléma vezet integral-
egyenlethez; a legfontosabbaknak ezek koziil a kovetkezd az alakjuk:

b

F)— 2| K(x, 9)f () dy = g(0),

ahol a g(x) és a K(x,y) un. magfiiggvény adva van, 4 egy paraméter és
az f(x)-et keressiik. Az ilyen tipusit egyenletekre — folytonos fiiggvények
esetében — FREDHOLM altal e szdzad elején kidolgozott elméletnek, barmeny-
nyire hatalmas teljesitmény volt is, megvolt az a hétrdnya, hogy olyan segéd-
eszkdzokkel dolgozott — komplikalt felépitésii fiiggvénydeterminansokkal —,
amelyek egyes részleteiben nehézkessé tették és az altalanositdsoknak ttjat
alltak.

Riesznek sikeriilt 1916-ban egészen elemi, inkdbb geometriai jellegii
modszert taldlnia, amely ugyancsak elvezet a Fredholm-féle tételekhez, de
amely sokkal altalanosabb feltevések mellett is hasznalhato. Nevezetesen,
alkalmazhaté ez a moddszer barmely metrikus lineéaris térben adott

f—2Tf=¢g

egyenletre, ahol a g a tér egy adott, f a keresett eleme, T pedig a térnek
egy onmagaba val6é linedris és teljesen folytonos (,vollstetig“) leképezése.
Egy transzformdciot akkor mondunk linearisnak, ha teljesiilnek rd a 7T(cf) ==
cTf, Th+L)=ThL+TL, | Tf|| = M| f]| feltételek, amelyek hasonloak a line-
aris operaciokat jellemzd feltételekhez, a kiilonbség csupan az, hogy mig az
operacié értéke mindig szdm, addig a transzformacio értéke maga is a tér
eleme. A transzforméciot RiESz szerint akkor mondjuk ,teljesen folytonosnak,
ha a tér barmely korldtos halmazat kompakt halmazba viszi® at.
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A Fredholm-féle tételeknek még egy madsik bizonyitdsa is szarmazik
Riesztél, amelyet 1913-ban megjelent, mdr emlitett kiinyvében vazolt fel. Ott
csak a Hilbert-féle vektortérrel dolgozik ugyan, de modszere szintén alkal-
mazhato tetszéleges metrikus linedris tér esetére is. E modszer inkabb fiigg-
vénytani jellegii; az [[—AT]"' ,rezolvens* transzforméciénak, minta 4 komp-
lex paraméter analitikus fiiggvényének a szingularitdsait, a 7 ,spektrumat”, a
kozonséges reziduumszamitdshoz hasonld eljardssal vizsgalja. Bar e modszer
a T transzformdcié spektrumanak szétbontasdra akkor is sikerrel alkalmaz-
hat6, ha 7 nem teljesen folytonos, hosszi ideig némileg elkeriilte a figyelmet.
Késobb, a 30-as évek vége Ota, azonban az érdekl6dés elbterébe keriilt és
alapvet$ szerepet jatszik az un. ,normalt gyiiriik“, vagy mas szoval ,Banach-
algebrak“ 1. M. GELFAND altal felallitott fontos elméletében, valamint LORCH-
nak, DUNFORDnak és madsoknak az altalanos linedris transzformdaciok spektru-
mara vonatkozé tjabb kutatasaiban.

Az integralegyenleteknek nevezetes és a fizikai alkalmazdsokban is leg-
gyakrabban eldforduld esete az, amikor a K(x, y) ,magfliggvény“ a két val-
tozd szimmetrikus fiiggvénye. Ha a magfiiggvény folytonos, vagy legalabbis
négyzetesen integralhatd, akkor ezeknek az integrélegyenleteknek a problé-
méja egy tetszblegesen vdlasztott teljes ortogondlis fiiggvényrendszer kozveti-
tésével atviheté a Hilbert-féle vektortér szimmetrikus matrixit Y -—AX line-

aris transzformdcioinak, ill. a hozzajuk rendelt (AX, X)—Zamxlx,, négyze-

tes alakoknak a probléméjaba. Véges sok valtozo négyzetes alak]alra tudvalevo-
leg alapvetd fontossagu tény az, hogy ezek fétengelyre transzformdlhatdk,
azaz hogy egy Z— UX ortogondlis helyettesitéssel az (AX, X) = 24,2} alakra
hozhaték. HILBERT kimutatta, hogy analog elballitds a végtelen sok véltozos
esetben is megadhatd, mégpedig nemcsak azokban az aranylag egyszeri
esetekben, amelyekhez az integralegyenletek vezetnek, hanem tetszés szerinti
olyan (AX, X) négyzetes alak esetében, amely az || X|| =1 egységgdmbon
korlatos: |[(AX, X)| = M. Csakhogy a jobboldalon a véges Osszeg helyébe
altalaban kétféle végtelen algoritmus 1ép: egy végtelen sor és egy folytonos
paraméter szerinti integral. Mint RIESZ megjegyezte, ez a két algoritmus egye-
sithet6 egy Stieltjes-integrdl formajaban és igy a Hilbert-féle felbontas a

kovetkezd alaka lesz:
M

(AX, X) = | 2d(Ex X, X).
-
Itt Ex X az X vektor merGleges vetiiletét jelenti a Hilbert-tér egy bizonyos
L, alterére, mely a A paraméterrel egyiitt no.
Ezt az alapvetd tételt HILBERT a véges valtozd esetébdl faradsdgos hatar-
atmenettel bizonyitotta. RiESz 1910-ben, egy HILBERThez irott levelében olyan
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bizonyitast ko6zolt ra, amely a momentumproblémanak altala éppen akkor
talalt megoldasara épiil fel. Majd konyvében egy tjabb, kozvetlen bizonyitast
adott. Mddszerének lényege az, hogy a négyzetes alak helyett magit az A
linedris transzformaciot ¢és ennek hatvanyait tekinti: A=/, A'=-A4, A=
== AA,...,A"=AA"", ..., ezeket rendre hozzarendeli az w'==1,u, ...,
u", ... hatvanyfiiggvényekhez, majd a hozzarendelést kiterjeszti a polinomokra
és hataratmenettel altaldnosabb fiiggvényekre is; a tételben szerepld E, vetités
ekdzben ugy adddik, mint «# azon fiiggvényéhez rendelt transzformacio, amely
az u==/4 ponttdl balra 1, jobbra pedig O.

Amikor késdbb, a 20-as évek végén, a kvantummechanika Osztonzésére
a Hilbert-tér vizsgalata fbleg hazankfia, NEUMANN JANOS kezdeményezésére
tijabb nagy lendiiletet vett, és a nem korlatos, azaz az ||Af] = M||f|| feltétel-
nek eleget nem tevd transzforméciokat is.yizsgéalat ala vették, a kutatok bdven
merithettek Riesz konyvének gondolataibdl. Az amerikai STONE, az uj ered-
ményekrdl 1932-ben irt hatalmas monografidjanak eldszavaban ezt irja:
sSzeretném hangstilyozni azt a fontos szerepet, amelyet RIESZ FRIGYES mun-
kassdga jatszott a nemkorlatos transzformdciok sikeres vizsgdlatdnak el6készi-
tésében. Azok a fogalmak, amelyeket RIESZ kdnyvében kifejtett, (ij szempon-
toknak és 1] modszereknek a bevezetését jelolték ki, amelyek nélkiil a haladas
bizonyara csak késdbb kovetkezett volna be.¢

De RiESz nem elégedett meg az 1j fejloddés iranymutatdjanak dicsOségé-
vel, hanem n1jabb dolgozataival maga is jelentékeny szerepet jatszott ebben a
fejlédésben. 1930-ban a szegedi Actdban, a Hilbert-térrél sz6l6 nagy dolgo-
zataban 1j bizonyitasat adja a nem-koridtos, un. dnadjungdlt transzformacidk
NEUMANN és STONE dltal kevéssel el6bb talalt integraleloallitisanak. Késdbb
LorcH amerikai matematikussal egyiitt, aki egy évet toltott RiEsznél Szege-
den, még két egyszeriibb bizonyitast adott erre a kozponti fontossagu tételre.

Mindama munkdssaga alapjan, amelyr6l eddig szo volt, RIESZ FRIGYESt
a matematika egy 0j aganak, az un. funkciondlanalizisnek az egyik megalapi-
tojaként tekintik. Ez a tudomanydg ma a legnagyobb lendilettel fejlodik, 1
szempontokkal és modszerekkel gazdagitotta a matematika egyéb dgait is, s
alkalmazdsi lehet6ségei a matematika és a matematikai fizika kiilonboz6 terii-
leteire még tavolrol sincsenek kimeritve.

Az egyik legérdekesebb, a funkciondlanalizis médszereivel megkozelit-
het6 probléma a klasszikus statisztikai mechanika tn. ergodproblémdja. Amiota
NEUMANN JANOs és (. D. BIRKHOFF a 30-as évek elején hires tételeikkel e
probléma szigoru, matematikai targyaldsanak alapjait leraktdk, az ,ergod-
elmélet édllandéan az érdeklodés eldterében &ll s a mély és jelentds problé-
mak és eredmények egész soran at fejlodott. Ezzel az elmélettel RIESZ FRIGYES
is behatéan foglalkozott. Az eredetileg nehézkes bizonyitasokat j moédszerek
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alkalmazasaval 1ényegesen egyszeriisitette. Erdekes megemliteni, hogy a Birk-
hoff-féle, tin. individudlis ergodikus tételnek, valamint a Hopr, DUNFORD és
MILLER dltal talalt altalanosabb tételeknek a bizonyitdsara RIEsz Iényegében
ugyanazt az egészen elemi lemmajat hasznélja fel, amellyel annak idején a
monoton fiiggvények majdnem mindeniitt valé differencialhatdségat sikertilt
bizonyitania. A Neumann-féle, un. statisztikus ergodikus tételre, amely az L,
fuggvénytér Onmagara vald {tdvolsdgtarto linedris leképezéseire vonatkozik,
olyan bizonyitast taldlt, amely az L,, s6t még 4ltalainosabb linedris terekre és
ezek kontrakcidira, azaz a tavolsagot nem noveld linedris leképezéseire is
alkalmazhato.

RiEsz FriGyEsnek a valos fiiggvények elméletébe és a funkcionalanali-
zisbe vagod legjelentdsebb eredményeit, valamint azokhoz csatlakoz6 tijabb
eredményeket tartalmaz az a konyv, amelyet RIESzZ FRIGYES élete alkonyan irt
e sorok irdjaval, tanitvanyaval kozosen, ,Lecons d Analyse Fonctionnelle“
cimen. Ez a konyv 1952-ben jelent meg elészor a Magyar Tudoményos Aka-
démia kiaddsaban és azota vilagszerte nagy sikert aratott. Az els6 kiadast
két njabb francia nyelvii kiadds kovette, kiadtdk a Szovjetunioban orosz és
az Egyesiilt Allamokban angol nyelven, német és kinai nyelvii kiaddsai pedig
Berlinben, ill. Pekingben most késziilnek.

Vessiink tekintetet most RIESz FrIGYESnek azokra a munkaira, amelyekben
nem az dllaldnos folytonos, vagy integralhatd fliggvényekrdl van szo, hanem
amelyekben szabalyosabb, analitikus, harmonikus stb. fiiggvényeket vizsgal.

1916-ban akadémiai levelez tagként tartott székfoglald eldadasaban egy
érdekes szélsOértékfeladatot old meg a komplex sik egységkdrében konvergens,
adott tagokkal kezdddd hatvdnysorokra, ti. meghatdrozza ezek koziil azt,
amelynek az Osszegfiiggvénye az egységkor Kkeriiletét a lehetd legrovidebb
gorbére képezi le. Modszerét alkalmazza CARATHEODORYnak €s FEJERnek egy
mésik, ugyancsak az adott tagokkal kezd6d6é hatvanysorokra vonatkozo tételé-
nek a bizonyitdsara is. .

Riesz és FEJER egyiitt talaltdk a konform leképezés alaptételének legegy-
szeriibb bizonyitidsat, amely azota a tankonyvirodalomban mint ,standard“
bizonyitas szerepel. Egyiittes munkdjuk szdmos értékes egyéb gyiimolicse koziil
ragadjuk ki a kovetkezd érdekes tételt: Ha egy kort konformisan leképeziink
egy h hosszisdgi girbével hatdrolt tartomdnyra, akkor a kir bdrmelyik di-
mérdjének a képe legfeljebb h;2 hosszisdgiu girbevonal lesz. — Ennek a tétel-
nek a tekintélyes irodalmi visszhangja tdmadt, maga RIESZ is visszatért meég-
egyszer a problémara és a tételt altaldnositotta tetszéleges — valos- vagy
komplexértékii — kétvaltozds harmonikus fiiggvényekre.

Az 1916. évi stockholmi skandindv matematikai kongresszuson fivérével,
Riesz MarcELlal egyiitt tartott el6addsdban az analitikus fiiggvényeknek a
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keriileti értékeivel foglalkozott. Ismeretes volt mar 1906 6ta FaTou klasszikus
disszerticidjanak az a tétele, hogy ha f(z) a komplex sik egy kortartomanya-
nak a belsejében holomorf és korlatos fiiggvény, akkor a kor keriiletének
majdnem minden pontjdban Iétezik a fliggvény hatarértéke. A RiESzZ-fivérek
ugyanezt a kor helyett tetszés szerinti rektifikdlhaté gorbe altal hatarolt tarto-
manyra is kimutattdk, s6t azt is bebizonyitottdk, hogy — ha csak a fiigg-
vény nem identikusan zérussal egyenld — a keriileti értékei is majdnem
mindeniitt kiilonboznek O-tol. A korlatossag feltevése is enyhitheté; ha pl. a
|z| < R kortartomanyrél van sz6, akkor elég ha a koncentrikus r < R sugari
korokon vett

1 — )
M) = 5 | 17emyr dy
¢

integralkdzepek valamilyen p > 1 kitevd esetében az r-tol fiiggetien korlat
alatt maradnak. :

Az utdbbi feltételnek eleget tevd fiiggvények osztalyat HARDYrol szokas
H, osztdlynak nevezni. RiEsz FRIGYES kimutatta, hogy a H, osztdly a korben
korlatos holomorf fiiggvények osztilyaval abban a kapcsolatban 4ll, hogy
minden H,-beli fiiggvény felbonthaté egy a kirben holomorf korldtos figg-
vénynek és egy olyan H,-beli fiiggvénynek a szorzatdra, amelynek a kor belse-
jében nincs zérus helye. E felbontési tételnek egyik haszna az, hogy Aaltala az
Osszes H, osztdly vizsgdalatat vissza lehet vezetni a legjobban kezelheté H,
osztalyéra. : » ‘

Térjiink vissza a |z| < R korben holomorf f(2) fiiggvény M,(r) integral-
kozepeire, mert ezek vizsgalata kozben jutott el RIESZ egyik Ilegfontosabb
felfedezéséhez, a szubharmonikus fiiggvények fogalmahoz és elméletéhez. Az
-M,(r) kozépr6l HARDY 1915-ben bebizonyitotta, hogy az r sugar novekvod
fiiggvénye és hogy M,(r) logaritmusa r logaritmusanak konvex fiiggvénye. —
Riesz, Hardy tételének mélyebb oka utdn kutatva, meglatta, hogy ez az ok
abban rejlik, hogy ha f(z) a komplex z=x-iy vdltozo analitikus fiiggvénye,
akkor a

g%, y)=I1f(x+1p)]
fiiggvény az x,y sik megfeleld tartomanydban szubharmonikus. Ezen RIESZ
azt érti, hogy ha egy h(x,y) harmonikus fiiggvény nagyobb g(x,y)-ndl
valamely résztartomdny hatdrdn, akkor nagyobb a belsejében is. Ez a fogalom
akarhany valtozo esetére ugyanigy értelmezhetd; egy dimenzié esetében a
harmonikus fiiggvények a linearisak révén, a szubharmonikus fiiggvények
fogalma a konvex fiiggvényekére redukélodik. RIESZ nem allt meg az emlitett
észrevételnél, azaz a Hardy-féle tételnek szubharmonikus fiiggvényekre vald
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altalanositdsanal, hanem mélyen bebhatolt e fiiggvények analizisébe s a kom-
plex-valtozos fiiggvénytan, valamint a potencidlelmélet kiilonbozé problémaira
vald alkalmazasaiba. A potencidlelmélettel valé kapcsolatot az adja, hogy
minden negativ témegeloszids potencidlja szubharmonikus és hogy ennek a
megforditottja is lényegében igaz. RiEsznek ez az igen mély tétele a potencidl-
elmélet fejlodésének hatalmas 1j perspektivait nyitotta meg. Eltek és allanddan
élnek is nagy szammal a kutatok ezekkel a lehetGségekkel, s 1924 ota, midta
RIESZ els6 idevdgo kozleménye megjelent, rohamos fejlédésnek vagyunk a
tanui. RADO TIBOR, RIiEsznek Szegeden volt kivalo asszisztense és munka-
tarsa, mar 1937-ben egy teljes Ergebnisse-fiizetben szamolhatott be a Riesz-
féle ideakrol és a hozzdjuk kapcsolddd nagyszamu é€s fontos eredményrol.
Azota ezek az eredmények megsokszorozodtak.

Mindabbol, amit Riesz Frigyes munkdssagarol eddig mondottunk, kitiinik,
hogy O elsdsorban a matematikai analizisnek volt a mesteri kutatdja, még-
pedig mind a ,klasszikus analizis“-nek, mind pedig a ,funkcionalanalizis“-
nek. De nemcsak az analizis teriiletén alkotott maradandot, hanem a geo-
metria teriiletén is, kozelebbrdl a topologikus tér fogalméanak a kialakitisival.
A hatarérték €s a folytonossag alapvetd topoldgiai fogalmai axiomatikus tanul-
manyozdsanak atjara els6ként FRECHET francia matematikus és RIESZ FRIGYES
léptek, kb. ugyanabban az id6ben, 1906 koriil. FRECHET olyan, manapsag a
matematikaban kozkeletii, alapvetd fogalmakat vezetett be, mint a metrikus
tér, a kompaktsag és a teljesség fogalmai, és szamos kisérletet tett arra nézve,
hogy axiomatikus utat talaljon az alapvet6 topoldgiai relaciokhoz (hatirpont,
folytonossag) kozvetlen tton, elkeriilve a tdvolsdg fogalmat, ezek a kisérletei
azonban nem tekinthetfk sikeriiltnek. Ezzel szemben RiEsz, az 1908-ban tar-
tott romai nemzetkdzi matematikai kongresszuson megfogalmazza a topologikus
tér axiomait, kozvetleniil axiomatizalva a hatarpont fogalmat és ilyen médon
eljut a topologikus terek azon osztdlyahoz, amely a T-terek osztalya elne-
vezés alatt a mai topologiaban végleges helyet foglalt el. fgy tehat a
topologikus tér fogalma elst sikeres bevezetését a tudomany RiESZ FRIGYESnek
koszonheti.*

Riesz FRIGYES egyetemi rektori székfoglalé beszédében, 1925-ben, ame-
lyet ,Elemi modszerek a fels6bb mathematikdban® cimmel tartott, a fels6bb
matematikabol vett példdkon mutatta be, hogy a tudomanyban a ,felsébb¥, a
»bonyolult“, a ,nehéz“ nem é&lland6 érvényil jelzdk, és ami ma még ilyen,
az holnap mar ,elemivé“, ,egyszeriivé“, _konnyiivé“ valhat. RIESZ FRIGYES
matematikai munkassagat éppen az jellemzi, hogy mindig a legalapvetdbb,
kozponti jelent6ségii kérdésekre dsszpontositotta a figyelmét, a 1ényeget ragadta

* V. 6. P. Sz. ALekszanprov, A tér fogalmarol a topologlaban A MTA Il Osztalyanak
Kozleményei, 3 (1953), 173—188.
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meg, s ez uton sikeriilt neki a legbonyolultabb kérdéseket is egyszeriivé
tennie és pdratlanul Attekinthet6 és vildgos médon tdrgyalnia. Dolgozatai
nemcsak a tartalmukra nézve gazdagok, hanem formai tekintetben is remek-
miivek.

RiEsz FRIGYES nincs mar kozottiink. A nagy tudés, az ontudatos magyar
hazafi elhunyta felett érzett gyaszunkban az. vigasztal, hogy élete, munkas-
saga pdratlanul gylimolcsdzd volt, a tudomany és hazank biiszkeségére. Neve
alkotasaiban hosszui szdzadokon &t véltozatlan fényben fenn fog maradni.

Szcékefalvi-Nagy Béla r. tag
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