FUGGETLEN VALOSZINUSEGI VALTOZOK VEGTELEN
SORAINAK KONVERGENCIAJAROL

PREKOPA ANDRAS

Bevezetés

Legyenek &, &, ... teljesen fiiggetlen valosziniiségi valtozok. Ebben a
dolgozatban azzal a kérdessel foglalkozom, hogy milyen feltételek mellett
konvergal a .

(1) &
k=1
sor minden sorrendben 1 valosziniiséggel. :

Végig az egész dolgozatban § a pozitiv egész szamok véges, § pedig
a tetszdleges részhalmazainak oOsszességét jeienti. Ha A€ §, vagy A€8 akkor a
E(A) valdsziniiségi valtozot a kovetkezoképpen definidlom:

2) g(A)= VE, ,

feltéve, hogy végtelen sok elemet tartalmazo A halmaz esetében a (2) sor
minden sorrendben 1 valosziniiséggel konvergadl. &(A) -eloszlasfiiggvényét
F(x,; A)-val, karakterisztikus fiiggvényét f(¢, A)-val jelolom.

Ha 0<Z<1, § pedig egy tetszOleges valosziniiségi valtozo, akkor azokat

a Q(4) szamokat, amelyekre teljesiil a kiovetkez6 két egyenl6tlenség:
PE=QW) =i, PE=Q@)=1—14,

a § val6sziniiségi valtozd i-kvantiliseinek nevezziik. A &(A) valtozo egy tet-

szbleges A-kvantilisét Q(4, A)-val jelolom.

Arra vonatkozdlag, hogy milyen feltételek mellett konvergal az (1) sor
minden sorrendben 1 valoszinliséggel, az irodalomban eddig olyan tételek
ismeretesek, amelyek feltételeiben a & valosziniiségi valtozok kozonséges, illetve
csonkitott momentumai, vagy pedig karakterisztikus fliggvényei szerepelnek.
Az ebben a dolgozatban talalhatd feltételek ezektdl €ltérd tipusuak, amennyi-
ben bizonyos eloszlasfiiggvény-halmaz kompaktsagaval, illetve kvantilisekkel
kapcsolatosak.
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1. §. Segédtételek

Ebben a 'paragrafusba'n harom segédtetelt bizonyitok -be. Az elsd kettd
egy {&,2€%} valOsziniiségi valtozo-Osszességgel kapcsolatos, ahol % tetsz6-
leges, adott halmaz. A & valdsziniiségi véltozo eloszlasfiiggvényét F(x, z)-vel,
karakterisztikus fiiggvényét f(f, z)-vel, egy tetszbleges Z-kvantilisét. Q(4, z)-vel
~ jelolom. : ‘
P. LEvy bevezette az egydimenzios eloszlasfiilggvények tavolsaganak a
fogalmat. Az Fi(x) és Fy(x) eloszlasfiiggvények L(F,, F,) Lévy-féle tadvolsdga
alatt azoknak a h értékeknek az alsO hatarat értjitk, amelyekre teljesiil az

3) - Fx—h—h= F(x)=Fx-+h-+h

egyenlétlenség. Ismeretes, hogy ez’ a tavolsagfogalom kielégiti a metrikus tér .
axiémait: i )
a) L(F,, F,)=0, akkor és csak akkor, ha F,(x)= F.(x);
by L(F,, Fo) == L(F,, F);
¢) L(F,, F) = L(F, F3)+L(F., F).

Tekintsiik az egydimenzios eloszlasfiiggvények & halmazat. Az elébb
mondottak szerint § metrikus tér. (3) szerint & korlatos, [2] 42. o. 2. tétele
szerint pedig teljes is. [2] 38. o. 1. tétele szerint az L(F,, F)— 0 relacio
akkor és csak akkor teljesiil, ha F.(x)— F(x) -az utébbi fiiggvény minden
folytonossagi pontjdban. Ennek alapjan konnyen belathatd, hogy az & tér nem
kompakt. Megadhato ugyanis olyan eloszlasfiiggvény-sorozat, amely minden
pontban 0-hoz tart. Az elsd két lemma azzal a kérdéssel foglalkozik, hogy
milyen feltételek mellett kompakt az & tér F = {F(x, 2), 2€%} részhalmaza.

Mivel rogzitett 4 és z esetében a Q(4 z) mennyiség nincs mindig egy-
értelmiien meghatarozva, ezért a {Q(4, 2), €%} halmaz is altaldban tobbféle-
képpen megvalaszthato.

1. LEMMA. Ha mindenlolyan A-ra, melyre 0<i<1, a Q(4,2) (2€%)
kvantilisek megvdlaszthatok 1igy, hogy 1Q(4,2)| = K(4), ahol K(Z) nem fiigg
z-16l, akkor az &' halmaz kompakt.

Megforditva, ha az & halmaz kompakt, akkor minden olyan /-hoz,
melyre 0< 4 < 1, tartozik olyan z-t6l fiiggetlen K(4) szdm, hogy 'Q(4, 2)| = K(4).

Az ELSO ALLITAS BIZONYITASA. Ha ¢ >0, 0<i;<é és x<—K(4), akkor
feltételiinkbol azt kapjuk, hogy

F(x,2) = F(—K(i), 2) = PE-<—K(@) = PE < Q(4, 2) = i < &
Ha 2> 1—¢ és x> K(4), akkor pedig azt kapjuk, hogy
F(x,2) = F(K(@), )= PE<KQA) = PE = Q4,2) = 4i>1 —¢.
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Lathaté tehat, hogy

F(x,z2) >0, ha x > —,

F(x,2)— 1, ha x— o, :
z-ben egyenletesen. Ha F(x, z:) az &' halmaz egy sorozata, akkor ebbol Helly
tétele szerint kivalaszthato egy olyan részsorozat, amely konvergal egy F(x)
balrél folytonos, nem csokkend fiiggvényhez z, az utébbinak minden folytonos-
sagi pontjaban. Erre azonban az e]obblek szerint teljesiilniok kell a lim F(x) —=0,

B Sl e¢]

lim F(x) =1 relacioknak. F(x) tehat eloszlasfuggveny

x—» ©

A MASODIK ALLITAS BIZONYITASA. Az & halmaz kompaktsagabol kovet-
kezik, hogy van olyan pozitiv K(¢) szam, hogy
F(x,2) <&, ha x < —K(#)/2,
1—F(x,2) < ¢ ha x> K(¢)/2.
Ekkor azonban : _
—KE) < Q(&,2) < K(8),2€ %,
amivel az allitdst bebizonyitottuk.

2. LEMMA. Az & halmaz akkor és csak akkor kompakt, ha az f(t, 2),
2€% karakterisztikus fiiggvények a t==0 pontban egyenlé mértékben folyto-
‘nosak, azaz minden pozitiv e-hoz taldlhato olyan o, hogy
4 [1—f(t,2)| <& ha it] < 6.

Az ELSO ALLITAS BIZONYITASA. Tegyi‘jk fel, hogy adott ¢ és 0 mellett
teljesiil a (4) egyenlbtlenség. Ekkor az

sinx _ 1
1—7—_— IO’ha x| =1
egyenlotlenség felhasznaldsaval azt kapjuk, hogy
o © d

1 : 1
>2—().J 1— 1, Djdt = 5 } ] (1—e")dtaF (s, )=
-0 - 6

:J(]_ su:)«)x)dF(x = ( sm()x)dF(x )= (!E_.|>%),

-
Ed

Eszerint, ha x > — 6 , akkor

F(—x,2)4+1—F(x,2) < 10s.
Innen ugyanugy, mint az 1. lemma bizonyitdsdban, &’ kompaktsaga egyszeriien
belathato.

4%
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A MASODIK ALLITAS BIZONYITASA. Ha &> 0, akkor van olyan pozitiv K
szam, hogy
. § o
p(l;—\ >K)<I,ZE,@.

&

Ebbdl kovetkezik, hogy ha | < Y d, akkor
12 =] | (1 —endFe2) | = j 1 —eldF(x,2) =

=1t ) X[dF(x, 2)+2 P(1&] > K) < K+ 5 <&

.
|;l‘]~}fl\"

3. LEMMA. Tegyiik fel, hagy az i, 1, ... valosziniségi viltozokra telje-
siil a kovetkezd feltétel :
P (lim i, &= )= 1.

H-»Q

Ha 0< i< 1 és Q(4,n) jelenti az 1, valosziniségi vdltozo egy fefszéleges
i-kvantilisét, akkor ‘

lim Q(4; ny==oc.

N>

BizoNYiTAS. Jelolje £2,. azt az eseményt, hogy
i > M.

Nyilvanvalo, hogy

lim P(Q,,)=1.

Létezik tehat olyan N szam, hogy ha n > N, akkor
P(2,,) > 1—A4.

Q4, m)y>m.

Mivel m tetszblegesen megvalaszthato, ezzel a 3. lemmat bebizonyitottuk.

Ekkor azonban

KOROLLARIUM. Ha a &,&,... valosziniiségi valtozok nem-negativak és
van olyan Z2(0 <4 < 1), hogy

Q4 A =K Acd,
ahol K allando, akkor :

P(ZEk\< 0;3):].
| )

BizonyiTAs. A O vagy 1 torvény szerint (1. [3] 60. o.) a kovetkezd két
eset kozill valamelyik fennall:

P(Z'_E,.. = ooJ 1, P(ng < oo): 1.
ko1 . k=1 /
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Az els6 eset azonban nem lehetséges, mert akkor a 3. lemma értelmében azt
kapnank, hogy
lim Q(4,4{1,2,...,n}) =,

n—>0

ami a feltétellel ellenkezik.

2. §. Az (1) sor konvergencidjanak sziikséges és elegendé feltételei

Ebben a paragrafusban két tételt bizonyitunk be.

1. TETEL. Ha az {F(x, A), A€8} halmaz kompakt, akkor az (1) sor
minden sorrendben 1 valosziniiséggel konvergdl.

Megforditva, ha az (1) sor minden sorrendben 1 valosziniiséggel kon-
vergdl, akkor az |F(x, A), A€ S8} halmaz kompakt.

Az ELSO ALLITAS BIZONYITASA. Tekintsiik a kovetkezd sorozatot:

F(x, {1}), F(x, {1,2}), ..., F(x, {1,2,...,n}),....

Mivel az {F(x, A), A€ &} halmaz kompakt, ebbdl a sorozatbdl kivalaszthato
egy olyan konvergens részsorozat, melynek hatarértéke szintén eloszlasfiigg-
vény. Létezik tehat egy olyan n,, n,,... novekvd sorozat, és egy olyan f(f)
karakterisztikus‘ fiiggvény, hogy

g

lim [[ £t 1) = £(0).
Mivel |f(t, {I})| = 1, ebbdl kovetkezik, hogy

115411 = 0l |

f(t) karakterisztikus fiiggvény, tehat létezik olyan pozitiv T szam, hogy
[f(t)| >0, ha [ti=T. [1] 115. 0. 2.7 és 112. 0. 2.6 tételeib6l kovetkezik,
hogy vannak olyan ¢, ¢,,... allandok, hogy a

1.2,1 (Ek—Cl.-)
sor minden sorrendben 1 valdsziniiséggel konvergal. A tétel bebizonyitadsahoz
tehat csupan azt kell kimutatnunk, hogy

RATARES

k-1
Tegyiik fel, hogy ez nem teljesiil. Ebben az esetben a > ¢, sor atrendezhetd

ko1

oly médon, hogy az atrendezett ‘\_‘cik sor Osszege vagy. - =, vagy —-e.
k=1
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Feltehetjiik, hogy

@
N
‘;C,‘k——{-—oo,
k-1
@

mert a Zcfk:—wo eset a & = —& véltozék bevezetésével erre visszavezet-

o

het6. Ha Z&,k jelenti a \ E, sor meOfelelo atrendezettjét, akkor az eldbbiek

k
alapjan azt kap]uk hogy

n

- (5) Z &, = Z E—ci) A%-%cik-»—f—, >, ha n-—»oe.

Legyen A,=={i\, b, ...,0,}. Az (5) relaciobol a 3. lemma alapjan azt kapjuk,
hogy mmden r0g21tett i-ra (O<i<)

Q(4, A) — o, ha n—oc.
Ez azonban ellentmondas, mert feltettiik, hogy az {F(x, A), A€J} halmaz
kompakt és ebbdl az 1. lemma alapjan kovetkezik, hogy minden Z-hoz
(0 <4< 1) tartozik olyan K(Z) szam, hogy
' IQ(4, A) = K(A), ACS.
A MASODIK ALLITAS BIZONYITASA. Ha az (1) sor minden -sorrendben
-1 valdsziniiségge! konvergal, akkor a

'l—f(t Ll

Sor minden véges t—intervallumban egyenletesen konvergal ([1] 115. o. Theo-
rem 2.7 (lII)). Legyen A=:{i,i,...}. Az 1-nél nem nagyobb abszolut
értékil 2, 2, ..., 2, komplex szamokra érvényes

“‘_2122 Z ==z 1=z + - + 11—z
egyenidtlenség alkalmazasaval azt kapjuk, hogy

A= 117 (i) = 2= i)
Elvégezve az r — oo hataratmenetet, kovetkezik, hogy
®) [1—£t, M) = 270—f(t, (i) = 21— £t (kD)

A (6) egyenlidtlenség jobboldaldn folytonos fiiggvények egyenletesen konver-
gens sora all, tehat az Osszegfiiggvény folytonos. Ennek alapjan (6)-bol leol-
vashato, hogy az f(¢, A), A€$ karakterisztikus fiiggvények a #==0 pontban
egyenld mértékben folytonosak és igy a 2. lemma szerint az {F(x, A), A¢ 8}
halmaz kompakt. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
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KOROLLARIUM. Ha minden rogzitett 4-ra (O<A<1) a Q(4, A)(A€8)
kvantilisek megvalaszthatok tgy, hogy a {Q(4, A), A €F} haimaz korlatos,
akkor az (1) sor minden sorrendben 1 val6sziniiséggel konvergal.

Megforditva, ha az (1) sor minden sorrendben 1 valosziniiséggel kon-
vergal, akkor minden A-hoz (0 < Z < 1) tartozik olyan K(4) szam, hogy

G, A =K@A),AES

BizonyiTAs. Az allitas az 1. lemma és az (1) tétel kdzvetlen kovetkezmenye

Az el6z0 korollariumban az (1) sor konvergencidjat blzt051to feltétel
lényegesen enyhithetd. Erre vonatkozik a

2. TETEL. Tegyiik fel, hogy létezik olyan iy, %, szdmpdr, 0<i,<i<1,
hogy a Q(4,, A)AES), Q(4y, AY(A €F) kvantilisek alkalmas vdlasztdsa mellett
a Q={Q(4, A), (A€d)}, Q=1{Q (4, A), A €§} halmazok korldtosak. Ebben
az esetben az (1) sor minden sorrendben 1 valo'szz’nﬁséggel'konvergdl.

BizonyITAS. Legyen K olyan szam, melyre fenndll a kovetkezd két

egyenlbtienség : ) :
‘Q(I'DA)fﬁK’ Q(A‘”A)EQ“ AEC‘T
QU A) = K, Qlhey A)EQ,. 77
Innen kovetkezik, hogy
sup P(E(A) >K) = sup PE(A)<—K) + sup P(E(A) > K) = A+ 1—4, <L
Egyszerii atalakitassal kap]uk, hogy
inf P(|§(4)i = K) =0 >0,
] :
ahonnan kovetkezik, hogy :
lim Pt | D&l =
o k=1 i . .
Ebbdl az utolso egyenldtlenségbdl, [1} 121. o. Theorem 2.9-bol és 112. o.
Theorem 2. 6-b6! kovetkezik, hogy léteznek olyan ¢, c,, ... allanddk, hogy a

@

Z (".Ek’_ck)‘
k=1

V)Z@>Q

sor minden - sorrendben 1 valdsziniiséggel konvergal. Ugyanigy, mint az 1.
tétel bizonyitdsanal, belathatd, hogy

x

Z1Ck|<°“

mert ellenkez6 esetben nem leteznek olyan A (0 <4 < 1), melyre a{Q(i, A), Ac}
halmaz (elemeinek csak egy megvalasztasanal is) korlatos lenne. A

S‘ E. = 3 (‘_,k——ck)_l_ \ Ck
lc—

k4
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egyenldségbdl az eldbb mondottak alapjan kovetkezik, hogy az (1) sor min-
den sorrendben 1 valosziniiséggel konvergdl. Ezzel a 2. tételt bebizonyitottuk.

KOROLLARIUM. Ha a & valdsziniiségi valtozok szimmetrikus eloszlasuak,
akkor ahhoz, hogy az (1) sor minden sorrendben 1 valosziniiséggel konver-
galjon, elegendd, ha valamilyen 4-ra, melyre O<2<1,/‘.:!L—%, a Q4,4
kvantilisek alkalmas megvalasztasa mellett a {Q(4, A), A € §} halmaz korlatos.

Ekkor ugyanis minden §-hez tartoz0 A halmaz esetén a O érték %—kvantilise

a £(A) valosziniiségi valtozonak, tehat a 2. tétel feltételei teljesiilnek.

MEGJEGYZES. A.2. 2. tétel feitétele a korlatos kvantilis-halmazok szamat
illetbleg tovabb mar nem gyengithetd. Pontosabban, abbél, hogy van olyan
40 <4, < 1), hogy a {Q(4,, A), A€F} halmaz korlatos, nég nem kovetkezik
az (1) sor konvergencidja. Ha ugyanis a & valosziniiségi valtozok azonos,
szimmetrikus eloszlassal rendelkeznek és P(& = 0)< 1, akkor az (1) sor

minden sorrendben divergél, de Q(%,A} megvalaszthato ugy, hogy

» ?
Q(?,A‘)f-o,Aecs.

Végiil megemlitek egy problémét. Ha A,, A,, ..., 8-nek egy olyan soro-

zata, amelyre lim A, =— 0, akkor a (6) egyenlétienségbdl egyszeriien kovetkezik,

n—r 0

hogy &(A.)=>0, ahol a => jel a sztochasztikus konvergenciat jelenti. lgaz-e
az ennél erdsebb

P(lim&(A,)=0)---1
relacio is? Valosziniinek latszik, hogy talalhato erre ellenpélda, mert abbol,
hogy az (1) sor minden sorrendben 1 valosziniiségge! konvergens, még nem
kovetkezik, hogy 1 valOsziniiséggel abszolit konvergens is. Példa erre a

~" sgn sin 2" :rx
=t n
Sor.
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