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1. §. Bevezetés 

A modern algebrában gyakoriak az olyan törekvések, amelyek bizonyos 
előre kiszabott tulajdonsággal rendelkező algebrai struktúrák teljes osztályá-
nak explicit leírására irányulnak. Ebben a dolgozatban két hasonló gyűrű-
elméleti problémáról van szó, amelyek a [2] és [7] csoportelméleti dolgozatok 
problémáinak gyűrüelméleti megfelelői. 

A modern algebra alapfogalmait az olvasó megtalálhatja pl. a [3], [4] 
és [6] könyvekben. Ezért mellőzzük a terminológiai és jelölési megjegyzése-
ket, csupán arra emlékeztetünk, hogy egy tetszőleges R gyűrűt akkor hívunk 
ciklikusnak, ha a gyűrű additív csoportja ciklikus (lásd közelebbről a [6] 
könyvet). Például a racionális egész számok / gyűrűje ciklikus. 

Egy tetszőleges R gyűrűt Pi-tulajdonságú gyűrűnek nevezünk, ha az 
R gyürü minden S részgyűrűje az R gyűrűnek nR többszöröse, ahol nR 
jelöli az összes nr elemek halmazát ( « £ / és r^R). Világos, hogy P t - tula j -
donságú gyűrű bármely homomorf képe is P,-tulajdonságú. Az I gyűrű nyil-
vánvalóan Pi-tulajdonságú gyűrűre is példa. 

Egy tetszőleges R gyűrűt P,-tulajdonságúnak nevezünk, ha az R gyűrű 
bármely 5 részgyűrűje (gyűrűelméleti értelemben) direkt összeadandója az R 
gyűrűnek. Például bármely véges Kv prímtest P2-tulajdonságú. 

Dolgozatunknak az a célja, hogy megadjuk a P t-tulajdonságú, illetve a 
P2-tulajdonságú gyűrűk teljes osztályának explicit leírását. Azt találjuk, hogy 
ezek a gyűrűk kommutatívok. 

2. §. A P-tulajdonságú gyűrűk leírása 

Bebizonyítjuk a következő tételt: 

1. T É T E L . Egy tetszőleges R gyürü akkor és csak akkor ciklikus, ha 
Pi-tulajdonságéi. 

I . M E G J E G Y Z É S . AZ 1. tétel problémájának duálisaként megemlítjük azt, 
hogy a [8] dolgozat tétele alapján világos a következő állítás: egy tetszőleges 
R gyűrű akkor és csak akkor ciklikus, ha az R gyűrű bármely nem-triviális 
nR többszöröse ciklikus (az nR többszörös triviális, ha n = í , 0 vagy —1). 
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BIZONYÍTÁS. Mindenekelőtt azt igazoljuk, hogy zérusosztómentes P,- tulaj-
donságú R gyűrű szükségképpen kommutatív. Világos ui. az, hogy P-nek bár-
mely 5 részgyűrűje ideál az P gyűrűben, következésképpen, ha a=j=0 és bÇR 
akkor ab = a' £{a}, ahol \M} jelöli az M részhalmazzal generált részgyűrűt 
P-ben. Ekkor aa' = a'a alapján kapjuk, hogy a(ba—a') = (ab—a')a = 0, 
és minthogy P zérusosztómentes, ab = ba = a'. 

A továbbiakban két esetet különböztetünk meg. 

I. Legyen előbb P olyan P,-tulajdonságú gyűrű, amelynek P additív 
csoportja torziomentes. 

Ha vannak az P gyűrűben zérusosztók, й ф О , 6 ф 0 és ab = 0, akkor 
a P,-tulajdonság miatt {a} mR és [b} = nR, tehát {0} ={a}-{b}= mn-R1, 
ami csak úgy lehet, ha P zéró-gyűrű. Ezért a [7] dolgozat tétele szerint P a 
végtelen ciklikus csoportra épített zérógyűrü. 

Ha pedig P zérusosztómentes, akkor kommutatív is. Bármely a =j= 0 
elemre nézve Р а ф { 0 } , ezért Ra = nR, ahol nфО. Nyilván van olyan b£R 
elem, amelyre ab = ba = na. Tekintsük mindazon с gyürűelemek S halmazát, 
amelyekhez van olyan (c-től függő) egész szám, legyen ez n,, amelyre 
а с = с a = п.. • a. Könnyen igazolható, hogy S részgyűrű, amely b £ S miatt külön-
bözik a zéruselemből álló gyűrűtől, ezért van olyan m egész szám, amelyre 
5 = mR. Következésképpen Sa {mR)a mnR is részgyűrű P-ben, még-
pedig az 5 értelmezése szerint szükségképpen ciklikus. Másfelől az r-*mn-r 
leképezés nyilván izomorfizmusa az R+ csoportnak az ( m n R ) r ciklikus cso-
portra, vagyis P ciklikus gyűrű. 

II. Legyen mármost P olyan P,-tulajdonságú gyűrű, amelynek P + addi-
tiv csoportjában van végesrendü а ф О elem is. Ha az a elem rendje 0 ( a ) = n 
és ja} = mR, akkor mn-R ={0}, tehát az P + csoport legfeljebb шл-korlá-
tos. Az P gyűrűben a p-hatványrendü elemek P,, halmaza (p prímszám) 
nyilván ideál P-ben, sőt — mint P-nek direkt összeadandója endomorf képe 
is. Ennek folytán Rv is P,-tulajdonságú gyűrű. így nyilván elegendő a tételt 
/j-gyűrükre bebizonyítani. Megállapíthatjuk, hogy az R,, gyűrű összes rész-
gyűrűi: R,pR,...,pkiR,pkR={0}. Minthogy a P,-tulajdonságú R,,/pRP fak-
torgyűrűben nincsenek valódi részgyűrűk, ezért [9] és a [6] könyv 85. tétele 
szerint R f p R p vagy primszámrendü zéro-gyürü, vagy véges primtest. Tehát 
RplpRp mindkét esetben ciklikus faktorgyűrű, minthogy pedig az [1] dolgozat 
szerint a korlátos elemrendü (Рф + Abel-féle csoport ciklikus csoportok direkt 
összege, a [6] könyv 99. tétele szerint az (Rv)+ csoport és ezzel együtt az 
P gyűrű is ciklikus. 

Fordítva, természetesen bármely ciklikus gyűrű P,-tulajdonságú, amivel 
az 1. tétel bizonyítását befejeztük. 
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3. §. A A- tu la jdonságú gyűrűk leírása 

Bebizonyítjuk a következő tételt: 

2. TÉTEL. Egy tetszőleges R gyűrű akkor és csakis akkor P,-tulajdon-
ságú, ha primszámrendü gyűrűk direkt összege és minden p-komponense bár-
mely direkt felbontásában a primszámrendü gyűrűk közt legfeljebb csak egy 
Kp test fordul elő. 

2. MEGJEGYZÉS. Egy A-tulajdonságú, vagy egy P, -tulajdonságú P gyürü 
bármely S részgyűrűje ideál P-ben, azaz P általános értelemben vett teljes 
ideál-gyűrű, amelyeknek a leírása bizonyos speciális esetre vonatkozólag az 
[5] dolgozatban található meg. 

Mindenekelőtt bebizonyítunk néhány segédtételt: 

1. SEGÉDTÉTEL. P.,-tulajdonságú R gyűrű bármely részgyűrűje is P-tu-
lajdonságú. 

BIZONYÍTÁS: Minthogy az P gyűrűnek bármely részgyűrűje endomorf 
kép, elegendő megmutatni, hogy az P gyűrű bármely R' ----- P<{ homomorf 
képe is /Vtulajdonságú. 

Legyen S' tetszőleges részgyűrű P ' -ben, e k k o r a T \S')y 1 teljes 
inverz kép részgyűrű P-ben, ezért P 7 + 7 + következésképpen P ' = S' + Tpf . 

2 . SEGÉDTÉTEL: P.-tulajdonságú gyűrű búr mely a eleme algebrai a raci-
onális egész számok I gyűrűje vagy annak valamely Г homomorf képe felett. 

BIZONYÍTÁS. Minthogy az 1. segédtétel szerint az |a) gyürü is P2-tulaj-
donságú, ezért van olyan P, <4{őj részgyűrű és / ( x ) £ x •/[x], polinom, hogy 
{ö}= {a2} + P, és a=f(cF) + ru ahol Ekkor t + r ^ M n |a2} = 0 miatt 
a'=- a-f (a1), és itt a jobboldal vagy 0, vagy legalább negyedfokú polinomja 
a-nak. 

3 . SEGÉDTÉTEL. Pu-tulajdonságú gyűrű nem lehet O-karakterisztikájú. 

BIZONYÍTÁS. HA volna olyan a =j= 0 elem, amely a O-karakterisztikájú 
P2-tulajdonságú gyűrűnek eleme, akkor az 1. segédtétel szerint ja j [naJ + P , , 
ezért P, -v {a)[{na} miatt P, {0}. így {a) = {na} folytán és u-nak / felett 
való algebrai mivolta miatt feltehető, hogy az {a} gyűrűben van olyan \b}~j=0 
részgyűrű, amely végesrangú /- vagy / '-algebra (az n rang jelenti a jöj gyűrű 
bármely maximális lineárisan független elem rendszerének a számosságát, 
amely nyilvánvalóan egyértelműen meg van határozva.) Válasszunk a {b} gyű-
rűben egy с 4= 0 elemet úgy, hogy a {c} gyűrű rangja minimális legyen. 
Ekkor {c} nyilván direkt felbonthatatlan, ezért nem lehetnek benne az 1. segéd-
tétel alapján öröklődő P2-tulajdonság miatt valódi részgyűrűk, sem valódi 
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balideálok. De [9] és a [6] könyv 85. tétele szerint ekkor {ej vagy primszám-
rendű zérógyűrű, ami lehetetlen, hiszen a {с} gyűrű O-karakterisztikájú, vagy 
pedig ferdetest, ami szintén lehetetlen, mert O-karakterisztikájú ferdetest min-
dig tartalmaz valódi részgyűrűt. Tehát mindkét esetben ellentmondáshoz jut-
hatunk, ezért kell, hogy a = 0 legyen, ami a segédtétel érvényességét igazolja. 

4 . SEGÉDTÉTEL. Bármely primszámrendü gyürü test vagy zérógyürü. 

BIZONYÍTÁS. Valóban, ha {aj ' az R gyűrű ciklikus additív csoportja, 
akkor a [6] könyv 164. tétele alapján az a elem úgy is megválasztható, hogy 
a2 = da és pa = 0, ahol d\p. Ezért d=p esetén a2 = 0, tehát Я2 = {0}, míg 
d = 1 esetén az a elem idempotens. Ekkor az n->-na leképezés az / gyűrű-
nek homomorf leképezése az R gyűrűre, ahol a homomorfizmus magva a 
maximális (p) prinrideál és minthogy I egységelemes, í/(p) test, és a homo-
morfizmus-tétel szerint, I/(p)-

5 . SEGÉDTÉTEL. Véges, zérusosztómentes P.,-tulajdonságú R gyürü 
primtest. 

BIZONYÍTÁS. Minthogy R véges zérusosztómentes gyűrű, ezért test, amely 
a A-tulajdonság és zérusosztómentessége miatt egybeesik primtestével. 

6 . SEGÉDTÉTEL. Abel-féle elemi p-csoportra épített, egyetemmel generált, 
P2-tulajdonságú R gyürü végesszámú primszámrendü gyürü direkt összege. 

BIZONYÍTÁS. Minthogy A 2. segédtétel szerint bármely A F Я elem algebrai 
a Kp primtest felett, az R gyűrű nyilván véges. Jelöljük /z-nel az {a}+ additív 
csoport ciklikus direkt összeadandóinak számát. A bizonyítást n szerint végre-
hajtandó teljes indukcióval végezzük el. A segédtétel n = 1 esetén nyilván 
igaz. Legyen most n > 1, ekkor az 5. segédtétel szerint szükségképpen létez-
nek az {aj gyűrűben zérusosztók, vagyis olyan р - ( а )фО és Л ( а ) ф О elemek, 
amelyekre g(a) h(a) = 0. Ennek folytán, ha az {а} = {g(ü)j + R> felbontás-
ban R-2 = {0}, akkor nyilván {а}-{Л(а)} = {0}, ezért {A(a)j zérógyürü. Ha az 
{aj = [h(a)\ +R-, felbontásban / ? 3 ф{0) akkor az indukciós feltevést erre a 
felbontásra alkalmazzuk, R3 = {0} esetén pedig az indukciós feltevés alkal-
mazása nélkül a [2] tétel alapján igaz a 6. segédtétel, ugyanis R= {0} esetén 
[a) = {h(a)} zérógyűrű. Míg, ha /? 2 ф{0}, már az {aj = { g ( ö ) } + /?2 felbon-
tásra is elegendő alkalmazni az indukciós feltevést. 

A 2. tétel bizonyítása. Legyen R tetszőleges A-tulajdonságú gyürü és 
F az R torzió-része. Világos az, hogy F ideál Я-ben, ezért R = F-\- Rx. 
Az 1. és 3. segédtétel szerint /?, = {0} és R — F. Legyen Rv az R gyűrű 
p-komponense, ekkor R ----- E ^ v Ha Rp a z Rv gyűrű legfeljebb p-rendü 

v 
elemeiből álló ideálja, akkor Rv=- E, -\-R'v miatt szükségképpen Я7' = { 0 } . 
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Ezért az 1. segédtétel és az R У^Е,, felbontás alapján elég vizsgálni az 
v 

olyan P2-tulajdonságú R gyűrűk szerkezetét, amelyek elemi p-gyürűk. 
Egy tetszőleges au a2,..., aa, • • • elemrendszert az R gyűrűben akkor 

nevezünk algebrailag függetlennek, ha létezik a gyűrüelméleti direkt összeg: 
Világos, hogy az így értelmezett algebrai függetlenség véges jellegű 

a 
tulajdonság. Legyen bu ..., ba,. • • az R gyűrű egyik maximális algebrailag 
független elemrendszere; ilyennek a létezését Z O R N lemmája biztosítja. H A 

R x = ^ f { b „ ) , a k k o r R + Rí- Bebizonyítjuk, hogy P2 = {0}, azaz, hogy 
а 

R = Rj. Ha volna ugyanis olyan О ф b^R, elem, amelyre /?2 = {ô} + /?3, 
akkor a 6. segédtétel szerint lenne a {b} gyűrűben egy {с}ф{0} ciklikus 
direkt összeadandó is. De a bu . . b a , . . . elemrendszer maximális választása 
következtében nyilván { с ( п / ? ф { 0 } lenne. Ezért 0 ( { c } ) = p miatt {c)<~Rl> 
ami ellentmond annak, hogy P , n P 2 = {0}. Következésképpen R. {0} és 
R = {b«\. Ekkor R= f f Rp és a 6. segédtétel alapján az R gyűrű az 

а р 
általános esetben is primszámrendű gyűrűk direkt összege. 

Megmutatjuk, hogy bármely p-komponens legfeljebb egy Kv primtestet 
tartalmazhat. 

Ha ugyanis a P,-tulajdonságú RP gyűrű egyik direkt felbontásában ja} és 
\b\ két különböző prímtest volna, akkor az 1. segédtétel szerint {a} + {6} is P2-
tulajdonságú gyűrű. Feltehető, hogy cr = a, és b2 = b. De ekkor az ja} + {b} 
gyűrűben Ja + ô} szükségképpen direkt összeadandó. Minthogy р (а + Ь) = 0 
és (a + b f — d2 +b'2 = a-\-b — ugyanis cib = 0, — ezért ja + b) is p-rendű 
ferdetest. Ezért az j a } + jő) gyűrűben ja -\-b\ valódi direkt összeadandó volna. 
A komplementer direkt összeadandó részgyűrűnek szintén p-elemünek, tehát 
ciklikusnak kell lenni és legyen ma + nb egyik generátoreleme, ahol m és n 
alkalmas egész számok. Egy feltételezett ja} + jô} = {a + b\+[ma-\-nb} 
direkt felbontás miatt kell, hogy 0=(a + b) (ma+ nb) = mci2-{-nb2-= ma + nb 
legyen, tehát maga a generátorelem 0 legyen, ami lehetetlenség. Tehát egy 
/Vtulajdonságú R gyűrű mindig prímszámrendű gyűrűk direkt összege és 
az R gyűrű bármely p-komponensének akármelyik direkt felbontásában leg-
feljebb csak egy Kv direkt összeadandó lép fel (Kp prímtest). 

Fordítva, tegyük fel, hogy egy R gyűrű primszámrendű gyűrűk direkt 
összege és bármelyik Rp p-komponensben direkt összeadandóként legfeljebb 
csak egy Kv direkt összeadandó fordul elő. Bebizonyítjuk, hogy ekkor az R 
gyűrű P2-tulajdonságü. 

A bizonyítást előbb p-gyűrűkre végezzük el. Legyen R p-rendű gyűrűk 
direkt összege és S tetszőleges részgyűrű P-ben. 
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Ha 7 direkt felbontásában nem fordul elö Kp prímtest, akkor R zéró-
gyürü, ezért a [2] tétel alapján igaz, hogy R- S+T, ahol T alkalmas rész-
gyűrű 7-ben. 

Ezek után tegyük fel azt, hogy 7-nek prímszámrendü gyűrűk direkt 
összegére való egyik felbontásában pontosan egy Kp prímtest van. Ha az S 
részgyűrű nem tartalmaz olyan 5 == kp + zp elemet (кр£кр, z„£Zp, R - Kp + Zpt 

és Zv zérógyürü), amelynél kp 4=0, akkor nyilván S 7 = 7 S = {0) és S^Z,,. 
Ekkor a [2j tétel szerint van olyan CPÇLZP, hogy ZP = S+CP, ezért 
5 + ( C P + KP) = ( 5 + CP) + Кp- KP + Zp = 7 miatt S direkt összeadandója 
7-nek. 

Ha pedig van olyan s = kp + zp£S, amelynél kp = 0, akkor kp = nep, 
ahol ep a Kp test egységeleme és 1 ш n ш p—1. 

Legyen m az nx 1 (mod/;) kongruencia megoldása. Ekkor ms = eP + 
+ mzp, amiből m's" = el = ep € S. Tehát {ep\ KP^S. Nyilván létezik az 
5, =• Kj. -j- (S n Zp) direkt összeg és S, <TS. Legyen s' = k'p + zj, tetszőleges 
elem S-ben, ekkor KP^S miatt zp = s'—kj,(SnZp, tehát S У Sx, vagyis 
S = Kp + (S n Zf). 

Legyen mármost Zp (S n Zp) -f C, ugyanis egy ilyen direkt felbontás 
létezik a [2] dolgozat tétele alapján. Ekkor S + C=-KP + (SnZP) + C=KP + 
4 - Z p - 7 , amivel igazoltuk azt, hogy az 7 ß-gyürü P.,-tulajdonságú. 

Ha pedig 7 nem /r-gyürü, akkor egyértelműen felbomlik p-komponen-
seinek direkt összegére: 7 = X 7 » • Legyen S tetszőleges részgyűrű 7-ben, 
amelyre hasonlóan S 2 X Fenn. Ekkor SP^RP és az előzőek szerint 

Rp=SP+ Tp. Legyen Т=£ТР, így S + T 2 X i 2 T 2(X + Tp) R, 
V P }> 1' 

ezért állításunkat az általános esetben is igazoltuk, és ezzel a 2. tételt is tel-
jesen bebizonyítottuk. 
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