KET GYURUELMELETI PROBLEMAROL
SZASZ FERENC

1. §. Bevezetés

A modern algebraban gyakoriak az olyan torekvések, amelyek bizonyos
elére kiszabott tulajdonsdggal rendelkezé algebrai strukturak teljes osztalya-
nak explicit leirdsdra irdnyulnak. Ebben a dolgozatban két hasonld gyfirii-
elméleti problémaro6l van sz6, amelyek a [2] és [7] csoportelméleti dolgozatok
problémadinak gyiiriielméleti megfeleidi.

A modern algebra alapfogalmait az olvasé megtalalha’qa pl. a 3], [4]
és [6] konyvekben. Ezért mell6zziik a terminoldgiai és jelolési megjegyzése-
ket, csupan arra emlékeztetiink, hogy egy tetszéleges R gytriit akkor hivunk
ciklikusnak, ha a gyiirii additiv csoportja ciklikus (ldsd kozelebbrét a [6]
konyvet). Példaul a raciondlis egész szamok / gyfiriije ciklikus.

Egy tetszéleges R gyiiriit P,-fulajdonsdgu gyiiriinek neveziink, ha az
R gyiirii minden S részgyliriije az R gyiiriinek nR tobbszorose, ahol nR
jeloli az Osszes nr elemek halmazit (n€l és r€R). Vilagos, hogy P -tulaj-
donsagu gyiirii barmely homomorf képe is P,-tulajdonsagd. Az [ gyiirii nyil-
vanvaléan P,-tulajdonsagu gyftiriire is példa.

Egy tetszOleges R gyiiriit P,-fulajdonsdginak neveziink, ha az R gyiirii
barmely S részgyiiriije (gyiiriielméleti értelemben) direkt Osszeadandéja az R
gyiiriinek. Példaul barmely véges K, primtest P,-tulajdonsagt.

Dolgozatunknak az a célja, hogy megadjuk a P,-tulajdonsagu, illetve a
P,-tulajdonsaga gyiiriik teljes osztalyanak explicit leirasat. Azt taldl;uk hogy
ezek a gyiiriik kommutativok. .

2. §. A P-tulajdonsagu gyirik leirasa

Bebizonyitjuk a kovetkezd tételt:

l. TETEL. Egy tetszdleges R gyiiri akkor és csak akkor ciklikus, ha
P,-tulgjdonsdgii.

I. MEGJEGYZES. Az 1. tétel problémajanak dudlisaként megemlitjitk azt,
hogy a [8] dolgozat tétele alapjan vilagos a kovetkezé allitis: egy tetszbleges
R gyiirii akkor és csak akkor ciklikus, ha az R gyiirii barmely nem-trivialis
n R tobbszorose ciklikus (az nR tobbszords trividlis, ha n—=1, 0 vagy —1). .
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BizoNyiTAS. Mindenekeldtt azt igazoljuk, hogy zérusosztomentes P, -tulaj-
donsagu R gyfirii sziikségképpen kommutativ. Vildgos ui. az, hogy R-nek bar-
mely S részgyiiriije idedl az R gyfiriiben, kovetkezésképpen, ha a==0 és bER
akkor ab=a’ €{a}, ahol {M} jeloli az M részhalmazzal generalt részgyiiriit
R-ben. Ekkor aea’=—a’a alapjan kapjuk, hogy a(ba—a')=(ab—a')a=:0,
és minthogy R zérusosztomentes, ab—=ba=a’.

A tovabbiakban két esetet kiilonbdztetiink meg.

I. Legyen eldbb R olyan P,-tulajdonsagu gyiirii, amelynek R~ additiv
csoportja torziomentes.

Ha vannak az R gyiiriiben zérusosztdk, a==0, 630 és ab =10, akkor
a P,-tulajdonsag miatt {a}-=mR és {b} = nR, tehat {0} ={a}-{b}--mn R?
ami csak ugy lehet, ha R zéro-gyiirii. Ezért a [7] dolgozat tétele szerint R a
végtelen ciklikus csoportra épitett zérogyiirii.

Ha pedig R zérusosztomentes, akkor kommutativ is. Barmely a0
elemre nézve Ra=={0}, ezért Ra=:nkR, ahol n5=0. Nyilvdn van olyan b€ R
elem, amelyre ab= ba=na. Tekintsiik mindazon c gytiriielemek S halmazat,
amelyekhez van olyan (c-tol fiiggh) egész szam, legyen ez n., amelyre
ac= ca == n.-a. Konnyen igazolhatd, hogy S részgyiirii, amely 6¢ S miatt kiilon-
bozik a zéruselembdl allo gyfiriitdl, ezért van olyan m egész szam, amelyre
S-= mR. Kovetkezésképpen Sa—=(mR)a=—-mnR is részgyiiri R-ben, még-
pedig az S értelmezése szerint szitkségképpen ciklikus. Masfel6l az r —mn-r
leképezés nyilvan izomorfizmusa az R* csoportnak az (mnR)™ ciklikus cso-
portra, vagyis R ciklikus gyiirii.

Il. Legyen méarmost R olyan P,-tulajdonsigi gyiirii, amelynek R* addi-
tiv csoportjaban van végesrendii a==0 elem is. Ha az a elem rendje O(a)==n
és la} =-mR, akkor mn-R:={0j, tehat az R™ csoport legfeljebb mn-korla-
tos. Az R gyiiriben a p-hatvanyrendii elemek R, halmaza (p primszam)
nyilvan idedl R-ben, s6t — mint R-nek direkt osszeadanddja endomorf képe
is. Ennek folytan R, is P,-tulajdonsaga gyiiri. igy nyilvan elegend6 a tételt
p-gyiiriikkre bebizonyitani. Megallapithatjuk, hogy az R, gyiirii 0sszes rész-
gyliriii: R, pR, ..., p* 'R, p* R-={0}. Minthogy a P,-tulajdonsagu R,/pR, fak-
torgyiiriiben nincsenek valodi részgyiiriik, ezért [9] és a [6] konyv .85. tétele
szerint R,/pR, vagy primszamrendil zéro-gyfirli, vagy véges primtest. Tehéat
R,/pR, mindkét esetben ciklikus faktorgyiirti, minthogy pedig az [1] dolgozat
szerint a Kkorlatos elemrendii (R,)™ Abel-féle csoport ciklikus csoportok direkt
Osszege, a [6] konyv 99. tétele szerint az (R,)" csoport és ezzel egyiitt az
R gyiirii is ciklikus. ,

Forditva, természetesen barmely cxkhkus gyiirit P,-tulajdonsaga, amivel
az . tétel bizonyitasat befejeztiik.




KET GYURUCELMELETI PROBLEMAROL - 215

3. 8. A P.,-tulajdonsagu gyiiriik leirasa

Bebizonyitjuk a kovetkezd tételt:

2. TETEL. Egy tetszileges R gyiirii akkor és csakis akkor P,-tulajdon-
sdgi, ha primszdmrendii gyiiritk direkt dsszege és minden p-komponense bdr-
mely direkt felbontdsdban a primszdmrendii gyiiriik kozt legfeljebb csak egy
K, ftest fordul eld.

2. MEGJEGYZES. Egy P,-tulajdonsagu, vagy egy P,-tulajdonsagd R gyiiril
barmely S részgyiiriije idedl R-ben, azaz R &ltaldnos értelemben vett teljes
idedl-gyiirti, amelyeknek a leirdsa bizonyos specidlis esetre vonatkozolag az
[5] dolgozatban talalhaté6 meg. ’

Mindenekel6tt bebizonyitunk néhany segédtetelt:

1. SEGEDTETEL. P,~tulajdonsdgi R gyiirii bdrmely részgyiiriije is P.-tu-
lajdonsdgii.

BizoNyiTAs: Minthogy az R gyiiriinek barmely részgyiiriije endomorf
kép, elegend6 megmutatni, hogy az R gyiirii barmely R’-— R¢ homomorf
képe is P,-tulajdonsagu.

Legyen S’ tetszbleges részgyiirit R’-ben, ekkor a 7T—=(S")¢ ! teljes
inverz kép részgyfirii R-ben, ezért R = T+ T, kovetkezésképpen R' —= S’ + T ¢.

2. SEGEDTETEL: P,-tulajdonsdgii gyiirii bdrmely a eleme algebrai a raci-
ondlis egész szamok 1 gyiriije vagy annak valamely 1’ homomorf képe felett.

Bi1zONYiTAS. Minthogy az 1. segédtérel szerint az |a} gyiirit is P,-tulaj-
donsagu, ezért van olyan R, < {a} részgyiirii és f(x)€ x-/[x], polinom, hogy
{a} = {a*} + R, és a==f(a*)+r, ahol r,€ R,. Ekkor a*-r,€ R N {a*} =0 miatt
a*=a*-f(a*), és itt a jobboldal vagy O, vagy legalahbb negyedfok polinomja
a-nak.

3. SEGEDTETEL. P.-tulajdonsdgi gyirii nem lehet O-karakterisztikdju.

BizonyiTAs. Ha volna olyan a =0 elem, amely a O-karakterisztikaju
P,-tulajdonsagu gyiiriinek eleme, akkor az 1. segédtétel szerint {a} - {na}+ R,,
ezért R, ~ [a}/{na) miatt R,=-{0}. Igy {a}={na} folytin és a-nak I felett
vald algebrai mivolta miatt feltehetd, hogy az {a} gyiiriiben van olyan {b}==0
részgyliri, amely végesrangu /- vagy /’-algebra (az n rang jelenti a {b} gyiirii
barmely maximalis linedrisan fiiggetlen elemrendszerének a szamossagat,
amely nyilvanvaloan egyértelmiien meg van hatarozva.) Valasszunk a {b} gyii-
ritben egy ¢ =0 elemet ugy, hogy a {c} gyiirit rangja minimalis legyen.
Ekkor {c} nyilvan direkt felbonthatatlan, ezért nem lehetnek benne az 1. segéd-
tétel alapjan o0roklod6 P.-tulajdonsidg miatt valodi részgyiiriik, sem valodi
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balidediok. De [9] és a [6] konyv 85. tétele szerint ekkor {c} vagy primszam-
rendfi zérogyiirii, ami lehetetlen, hiszen a {c} gyiirii O-karakterisztikaji, vagy
pedig ferdetest, ami szintén lehetetlen, mert O-karakterisztikaja ferdetest min-
dig tartalmaz valddi részgyiiriit. Tehat mindkét esetben ellentmondashoz jut-
hatunk, ezért kell, hogy a =0 legyen, ami a segédtétel érvényességét igazolja.

4. SEGEDTETEL. Bdrmely primszdmrendii gyiiril test vagy zérogyiirii.

BizONYiTAS. Valoban, ha {a}™ az R gyirii ciklikus additiv csoportja,
akkor a [6] konyv 164. tétele alapjan az a elem ﬁgy is megvalaszthatd, hogy
a* =da és pa=0, ahol d|p. Ezért d==p esetén a*=0, tehat R*= {0}, mig
d =1 esetén az a elem idempotens. Ekkor az n — na leképezés az [ gyiirii-
‘nek homomorf leképezése az R gyiiriire, ahol a homomorfizmus magva a
maximdlis (p) primidedl és minthogy I egységelemes, //(p) test, és a homo-
morfizmus-tétel szerint, R~ [;(p).

5. SEGEDTETEL. Véges, zérusosztomentes P,-tulajdonsdga R gyiiri
primtest.

BizonyiTAs. Minthogy R véges zérusosztomentes gyiirii, ezért test, amely
a P,-tulajdonsag és zérusosztomentessége miatt egybeesik primtestével.

6. SEGEDTETEL. Abel-féle elemi p-csoportra épitett, egy elemmel generdlt,
P,-tulajdonsdgu R gyiirii végesszdmu primszdmrendi gyiirii direkt jsszege.

BizonyiTAs. Minthogy a 2. segédtétel szerint barmely a € R elem algebrai
a K, primtest felett, az R gyiirii nyilvan véges. Jeloljiik n-nel az {a}” additiv
csoport ciklikus direkt 0sszeadandoinak szamat. A bizonyitast n szerint végre-
hajtando teljes indukcioval végezziik el. A segédtétel n==1 esetén nyilvan
igaz. Legyen most n > 1, ekkor az 5. segédtétel szerint sziikségképpen létez-
nek az {a} gyiiriiben zérusosztok, vagyis olyan g(a)==0 és h(a)==0 elemek,
amelyekre g(a)-h(a)=0. Ennek folytan, ha az {a} = {g(a)} + R, felbontas-
ban R,={0}, akkor nyilvan {a}-{h(a)} = {0}, ezért {h(a)} zérogyiirii. Ha az
{a} = {h(a)} + R; felbontdsban R;=={0} akkor az indukcios feltevést erre a
felbontasra alkalmazzuk, R;={0} esetén pedig az indukcids feltevés alkal-
mazasa nélkiil a [2] tétel alapjan igaz a 6. segédtétel, ugyanis R,= {0} esetén
{a} = {h(a)} zérégytri. Mig, ha R,== {0}, mar az {a,h{g(a)‘—{—Rg felbon-
tasra is elegendd- alkalmazni az indukcids feltevést.

A 2. tétel bizonyitdsa. Legyen R tetszbleges P,-tulajdonsagu gyiirii és
F az R torzio-része. Vilagos az, hogy F idedl R-ben, ezért R=F+R,.
Az 1. és 3. segédtétel szerint R, ={0} és R=F. Legyen R, az R gyiiri
p-komponense, ekkor R-->'R,. Ha E, az R, gyiiri legfeljebb p-rendii

7

elemeibél all6 idealja, akkor R,— E,-+ R, miatt sziikségképpen Rj=-1{0).
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Exért az 1. segédtétel és azAR:ZE,, felbontds alapjan elég vizsgdlni az
4

olyan P,-tulajdonsédgu R gyiiriik szerkezetét, amelyek elemi p-gyiiriik.
Egy tetszbleges a,,a,,...,a.,... elemrendszert az R gyiriiben akkor
neveziink algebrailag fiiggetlennek, ha létezik a gyiiritelméleti direkt Osszeg:

' la,}). Vilagos, hogy az igy értelmezett algebrai fiiggetlenség véges jellegil

tula]donsag Legyen b,,...,bs,... az R gyiirii egyik maximalis algebrailag
fiiggetlen elemrendszere; ilyennek a létezését ZORN léemmaja Dbiztositja. Ha

Rx—Z 'b,}, akkor R- - R, 4 R,. Bebizonyitjuk, hogy R,— {0}, azaz, hogy

R== R1 Ha volna ugyanis olyan O=Fb€eR, elem, amelyre R,={b}+ R,
akkor a 6. segédtétel szerint lenne a (b} gyliriiben egy {c}=={0} ciklikus
direkt osszeadando is. De a b,,..., bs, ... elemrendszer maximalis valasztisa
kovetkeztében nyilvan {c}n R, =={0} lenne. Ezért O({c})=p miatt {c} SR,
ami ellentmond annak, hogy R,NR,={0}. Kovetkezésképpen R,= {0} és

R =:2>'lb,). Ekkor R= 2R, és a 6. segédtétel alapjan az R gyiirii az
@ r

altalanos esetben is primszamrendit gyiiritkk direkt Osszege.

Megmutatjuk, hogy barmely p-komponens legfeljebb egy K, primtestet
tartalmazhat.

Ha ugyanis a P.-tulajdonsaga R, gyiirii egyik direkt felbontasaban {a} és
16} két kiilonbozo primtest volna, akkor az 1. segédtétel szerint {a} - {b} is P,-
tulajdonsagu gyfirii. Feltehetd, hogy a*=a, és b*==0. De ekkor az {a}--{b}
gyiiriiben {a+ b} sziikségképpen direkt osszeadandé. Minthogy p(a+6)—0
és (@a+b)y-==—a"+b=a+b — ugyanis ab--0, — ezért {a-+b} is p-rendir
ferdetest. Ezért az' {a}+ {b} gyiiriiben {a + b} valodi direkt dsszeadando volna.
A komplementer direkt 6sszeadando részgyiiriinek szintén p-elemiinek, tehat
ciklikusnak kell lenni és legyen ma-+nb egyik generatoreleme, ahol m és n
alkalmas egész szamok. Egy feltételezett f{a}-{b}={a+ b}+ {ma—+nb}
direkt felbontas miatt kell, hogy 0==(a + b) (ma -+ nb) = ma*+ nb*=ma-nb
legyen, tehat maga a generdtorelem O legyen, ami lehetetlenség. Tehat egy
P,-tulajdonsdgii R gyiirii mindig primszamrendii gytriik direkt 0sszege és
az R gylirii barmely p-komponensének akarmelyik direkt felbontasiban leg-
feljebb csak egy K, direkt Osszeadandd 1ép fel (K, primtest).

Forditva, tegyiik fel, hogy egy R gyfirli primszamrendii gyiiriik direkt
osszege és barmelyik R, p-komponensben direkt osszeadandoként legfeljebb
csak egy K, direkt 6sszeadand6 fordul eld. Bebizonyitjuk, hogy ekkor az R
gylirit P,-tulajdonsagu.

A bizonyitast elébb p-gyiiritkre végezziik el. Legyen R p-rendii gyiiriik
direkt Osszege és S tetszéleges részgyiirii R-ben.
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Ha R direkt felbontasdban nem fordul elé K, primtest, akkor R zéro-
gyiirii, ezért a [2] tétel alapjan igaz, hogy R=S-+ T, ahol T alkalmas rész-
gyiirii R-ben.

Ezek utan tegyiik fel azt, hogy R-nek primszamrendii gyiiriik direkt
osszegére valo egyik felbontidsdban pontosan egy K, primtest van. Ha az S
részgyiirii nem tartalmaz olyan s =k, z, elemet (k,€K,,2,€Z,, R = K,+ Z,,
és Z, zérogyiirit), amelynél k, =0, akkor nyilvin SR =RS=1{0} és SCS Z,.
Ekkor a [2] tétel szerint van olyan C,&Z,, hogy Z,= S-+C,, ezért
SH+HCo+Kp)=(S+ C,,)—{—K,, -K,+Z,-—= R miatt § direkt osszeadanddja
R-nek.

Ha pedig van olyan s=kp+zp€S, amelynél k,= 0, akkor k,=ne,,
ahol e, a K, test egységeleme és 1 =n = p—1.

Legyen m az nx=.1(mod p) kongruencia megoldasa. Ekkor ms=e, -+
+mz,, amibdl m’s’=e,—=e, €S. Tehdt le,}= K, =S. Nyilvan létezik az
S,= K,+(SnZ,) direkt osszeg és S, < S. Legyen s'-=k, -2z, tetszGleges
elem S-ben, ekkor K,ES miatt 2;=s—k €8SnZ,, tehait SCS,, vagyis

— K, +(SnZ).

Legyen marmost Z, ~(S nZ;) -+ C, ugyanis egy ilyen direkt felbontas
létezik a [2] dolgozat tétele alapjan. Ekkor S+ C=K,+(SnZ,))+C=K,+
-+ Z,=- R, amivel igazoltuk azt, hogy az R p-gyiirit P,-tulajdonsagu.

Ha pedig R nem p- gyuru akkor egyértelmiten felbomlik p-komponen-

seinek direkt Osszegére: R=: > 'R,. Legyen S tetszoleges részgyiirii R-ben,
amelyre hasonioan §- VS,, all fenn. Ekkor S, € R, és az el6zbek szerint
R,=S8,+ T,. Legyen T— T,, igy S+ T= 8+ >T,= N(S,+T,)—R,

ezért allitasunkat az altalanos esetben is 1gazoltuk, es ezzel a 2. tételt is tel-
jesen bebizonyitottuk.
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