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1 1 4 ECSEDI, I. 

1. Bevezetés, rugalmasságtan! alapok 

Jelen dolgozat tárgya az 1.1 ábrán vázolt г tengely irányában végtelen 
kiterjedésű, legfeljebb kétszeresen összefüggő keresztmetszetű hengeres test 
síkalakváltozásával kapcsolatos rugalmasságiam peremértékproblémák meg-
oldására alkalmas módszer ismertetése. 

Legyen az 1.1 ábrán vázolt z tengelyű hengeres test síkalakváltozás 
állapotában. Ekkor az alkalmasan megválasztott r, qj, z hengerkoordináta-
rendszerben a vizsgált test egy P pontjának elmozdulásvektora 

t = и(г, (p)er -f v(r, (p)ev ( 1 . 1 ) 

alakú lesz. Ennek következménye — homogén, izotrop, lineárisan rugalmas 
anyagot és kis alakváltozást feltételezve, — hogy a P pontbeli alakváltozási 
és feszültségi tenzor mátrixai az r, <p, z hengerkoordináta-rendszerben az aláb-
biak 

7rf 0 

TV 
(1.2) 
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ahol 

9u _ 1 Qv и 
£r » I ' 

9r r 999 r 

Vr<p = V 

2 G 

1 du ^ dv_ y_ 

Г д<р 9 Г r 

1 — 2v 

2G 

/1 \ 0 U I 
(1 — v) h f 

9r 
— _)_ 1 3" 
r r d<p 

2v 
/1 \ I - , 1 3v } 
(1 - v) — H + v 

г г dcpi 

<7z = v{ar + a9) -

du 

er 

I и I 1 дУ 

1 — 2i> \ Эг r r Q(p 
2Gv I du 

i 1 du dv 
= V = G I h ~ 

r 9 <p 9 r 

A rugalmasságtan t = u(r, ip)er -f- i>(r, q>)ev elmozdulásvektorra felírt 

J I + — i _ p ( F .») + - £ - = о 
1 — 2v G 

(1 .4 -1 .5 ) 

(1.6) 

(1.7) 

(1.8) 

(1.9) 

(1.10) 

(1.11) 

alapegyenletéből az и = u(r, <p), v = v(r, ф) sltalárkoordinátákra a következő 
kapcsolt parciális differenciálegyenlet-rendszert kap juk (lásd pl. [2]): 

. 2 9«i и 
Au (-

r2 d<P Г2 

. , 2 9u v 
Av + — - + 

rl d<p 

1 — 2v 9r G 

1 l d A j 

G 1 — 2r r d<p 

I t t az Aj az A alakváltozási tenzor első skalárinvariánsát jelöli, 

Qu и 1 dv 
Ai = er+ e„= 1 (- - . 

9r r r dtp 

(1.12) 

(1.13) 

(1.14) 

Az (1.12), (1.13) Navier-egyenletek megoldására alkalmazott közelítő mód-
szer — a <p változóban való diszkretizálás — megköveteli, hogy a vizsgált 
hengeres testek keresztmetszetének y1 és y2 határgörbéi (1. 1.2 ábrát) az alábbi 
tulajdonságokkal rendelkezzenek: 

a) létezik a keresztmetszet s ík jában legalább egy olyan 0 pont, hogy 
bármely 0 kezdőpontú félegyenes — 0 az r, q>, z hengerkoordináta-rendszer 
kezdőpontja — egy pontban metssze a yx és y2 határgörbéket; 
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1 1 6 ECSEDI, I. 

1.2. ábra. A hengeres test keresztmetszetének уг és yt határgörbéi 

b) kis q> változás esetén r és a,- (i — 1, 2) — а,- a у/ görbe Р/ pontbeli 
normálisa és az er vektor által meghatározott szög (lásd 1.2 ábrát) — is kicsit 
változzék a у,- (i = 1, 2) görbe mentén. 

A b) feltétel biztosan teljesül, ha a у,- görbe szakaszonként vagy teljes 
egészében Jordan-féle görbe. 

2. Navier-egyenlet megoldása polárkoordinátarendszerben <p szerinti 
parciális diszkretizálás módszerével 

A továbbiakban feltesszük, hogy a vizsgált testet térfogaton megoszló 
erőrendszer nem terheli, azaz q = qrer + qvev = 0. Ez esetben az (1.12), 
(1.13) egyenletek a következő alakban is felírhatok: 

. . 82m . 1 9ы „ . 1 92n . . и 
( 2 - 2 , ) — + ( 2 - 2 , ) 7 _ + ( l - 2 , ) - _ - ( 2 - 2 , ) - -

- I z ^ J L + . L J Í L . o . ( 2 Л ) 
г2 9<p г ЭгЭф 

9r2 г 9ф г2 9ç> г2 

+ ( 2 2 ) 

г 9г9<у г2 9ф 

Fedjük le az г, <у síkot (z = 0) az 0 pontra illeszkedő 

7t 
a, = ih h = — 0 <Ç r < oo 

' N 

( j = 0, 1, 2, . . ., 2ЛГ-1, 2 N ) 
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i.,=(i-1!h 

9=0 
2.1. ábra. A keresztmetszet síkjának lefedése 0 kezdőpontú félegyenesekkel 

egyenletű félegyenes-sereggel (lásd 2.1 ábrát !) és vezessük be az alábbi jelö-
léseket: 

u, = u,(r, (pú = u ;(r), 

V, = v(r, cpt) = u,(r), 

9 u{r,(pi) 

V ) 

Vi 

8 г 

Э«(г, <Pi)  

дг 

д2и(г, <р,) 

дг2 

ЭМ г, <р<) 
8 г2 

= "'M 

= »'M , 
= Щ(Г), 

= vl(r), 

(i = 0, 1, 2, . . . , 2JV - 1, 2iV). 

А (2.1) és а (2.2) <р-Ъеп parciálisan diszkretizált változatát а 

(2 - 2v)u" + (2 - 2v) + (1 - 2v) 8 и 
8<Г Я 

— (2 — 2v) — 
r2 

3 - 4r l*L] + - L - L ( J ! L | = 0 , 

(1 - 2vK + (l - 2v) I L + (2 - 2v) \ 
r r i r * \ 9 <p2 

1 — 2v 

+ Ü 
r 9 r 

du I + 3 — 4v 
8 <P!<P=<P, r 2 

du = 0 , 

(2.3) 

(2.4) 

v't + 

(2.5) 
9 <P J v n 

(q>i = ih, k f t p t ) <. r <, k2((pi); i — 1 , 2 , . . . , 2N) 
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1 1 8 E C S E D I , I. 

egyenletrendszerből kapjuk a ф szerinti differenciálhányadosoknak differencia-
hányadosokkal való közelítése útján. A differenciálhányadosok differencia-
hányadossal való közelítését [4] a 

du I _ Ц,+1 — ы,_х / dv 

9 <p!v=r, 2 h I Эф, 

92u \ ui+1 — 2«,-)- u f_! 

vi+1 - Vi-1 
Ф=Ф1 2 h 

Эф2 л2 

92f I _ »i+i - 2г,- + «,_! 

(2 .6 -2 .7 ) 

(2.8) 

(2-9) 

9ф2 Л2 

(» = 1, 2,. . . ,21V) 
egyenletek a lapján végezzük. A fenti 0(A2) nagyságrendű közelítést tartalmazó 
approxiomációs egyenletek (2.4) és (2.5)-be való helyettesítése a követketkező 
differencia-differenciálegyenlet-rendszert ad ja : 

(2 - 2v)M; + (2 - 2v) 4 + (1 - 2v) ^ ~ 2w< + 
г A2 

— ( 2 - 2 v ) ± - 3 ~ 4 " + { 2 1 0 ) 
г2 г2 2A r 2A 

(1 _ + (1 _ 2v) 4 + (2 - 2») V l + 1 ~ 2 V i + - (1 - 2v) i L + 
r A2 r2 

j _ , t + 1 - » 3 - 4 , И / + 1 - » / - 1 = 0 ( 2 1 1 ) 

г 2A r2 2A 

(t = 1, 2, . . . ,21V - 1, 2IV). 

A (2.11), (2.12) egyenletrendszer megoldásával а ф változóban diszkrét argu-
mentum értékeknél közvetlenül megkapjuk az elmozdulásvektor-mezőt. 

Keressük a (2.10) és (2.11) egyenletek megoldását 
N—l 

U( = u,(r) = a0(r) + ^ [«к(г) cos khi -j- bk(r) sin khi] -(- aN(r) cos яi , (2.12) 
fc=i 

iV-l 
V/ = Vj(r) = c0(r) + ck(r) cos AAi -(- d(r) sin AA] -)- cN(r) cos Я1, (2.13) 

k=1 

A = — , i = 0 , 1 , 2 , . . . 2 N - 1 
N 

alakban. 
A fenti alak megválasztását jelen esetben az u, v elmozdulásvektor koor-

dináták egyértékűsége indokolja. A (2.12) és (2.13) alakú megoldások (2.10)-be 
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és (2.11)-be való helyettesítésével, valamint a Függelékben foglaltak alkalma-
zásával az a0(r), ak(r), bk(r), aN(r), c0(r), ck(r), dk(r), cN(r), (k = 1, 2, . . . , N—l) 
együtthatófüggvényekre a következő közönséges változó együtthatójú, homo-
gén lineáris differenciálegyenlet-rendszert vezethetjük le: 

°ő + — = 9 , (2.14) 
r r2 

c'o + A _ £ ± = 0 , (2.15) 
r r2 

(2 - 2v)a"k + ( 2 — 2v) — — 2 - Z * А К — ( 2 — 2 r ) — — 
т г - r 

_ 3 - 4 v d n k k + s W d , = 0 5 ( 2 1 6 ) 

(1 - 2v)d ' k + (1 - 2v) - (2 - 2v)A2dt - (1 - 2v) A -
г г2 

1 sin kk , 3 — 4v sin kh . .„ , 
— — - a f e = 0 , (2.17) 

r h г h 

(2 - 2v)b'k - f (2 — 2v) — — J - Z * А|Ь а - (2 - 2v) + 
Г Г2 r 2 

+ 3 ~ 4 y c k - - c ; = 0 , (2.18) 
fi г h 

~ , . „ , ci 2 — 2v ,„ 1 — 2v 
(1 - 2v) 4 + ( l - 2f) — AK — ck + 

+ J_ sinkh _ " " " " Ь > = = 0 , (2.19) 

í r h 

2 — 2v 
%kck ' r2 %kck ' 

— 4v sin kk 
г2 h 

1 — 2v 1 ^ÍL 
1 - 2 v , 1 r2 

2 - 2v \ 

1 -2v j r2 

. «I N - 1). 

« N + - ^ - + 1 1 - 1 ^ = 0 , (2.20) 

+ — + U - ^ ^ H ^ O , (2.21) 

I t t bevezettük a 

AÄ = — sin kh, (2.22) 
h 

(к = 1, 2 IV - 1, ÍV) 
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1 2 0 ECSEDI, I. 

jelölést. A (2.14), (2.15), (2.20), (2.21) közönséges differenciálegyenletek álta-
lános megoldásai az alábbi függvények: 

a0(r) = A01r + A^r-1 

co(r) = C01r + C02r-\ 

ejv(r) = An У ' + AN2T 

cN(r) = CNJ"* + CNar-u>, 

ahol 

VN 

VN = 

1 - 2v 

2-2v 
s 

2 — 2v 1 = — ^ 
1 - 2 r 

A (2.16), (2.17) kapcsolt differenciálegyenletek megoldását 

M r ) = ApV*, 

(A = 1, 2 , . . . , N - 1) 

alakban keresve, /ик-та az alábbi karakterisztikus egyenletet kapjuk: 

sin2 kh 
( l - 2 w ) ( 2 - 2 v ) 4 + rt 

A2 — (2 — 2v)2 -(- (1 — 2i>)2]4| — 

- 2 ( 1 - 2v) (2 - 2v)} + ( 1 - 2v) (2 - 2v)Vk + Я | [ ( 1 - 2v) 2 4 -

sin2 kh + (2 - 2v)2] + (1 - 2v)(2 - 2v) - (3 - 4v)2 • 

(A = 1, 2 , . . ., JV - 1). 

h2 

(2.23) 

(2.24) 

(2.25) 

( 2 . 2 6 ) 

(2.27) 

( 2 . 2 8 ) 

(2.29) 

(2.30) 

0 , (2.31) 

Hasonlóan eljárva a (2.18), (2.19) egyenletekből felépülő differenciálegyenlet-
rendszer megoldásával kapcsolatosan, feltesszük, hogy 

bk{r) = Bkr»i , 

Ck(r) = Ckr"l 

(A = 1, 2 , . . . , N - 1). 

(2.32) 

(2.33) 
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A fenti alakú megoldások az itt szereplő /xk-ra a következő karakterisztikus 
egyenletet adják: 

( 1 — . 2v) (2 — 2v)(fx*Y — (fi*)2 
•-kh 

h2 
+ [(2-2v)2 + ( l - 2 v ) 2 ] X l + 

+ 2 ( 1 - 2v)(2 - 2v ) } + (1 - 2 r ) (2 - 2v)X*k + 

sin2 kh 
+ Aj|[(l - 2v)2 + (2 - 2v)2] + (1 - 2v)(2 - 2») + (3 - 4v)2 

(k = 1, 2, . . N - 1). 

h2 
= 0 , (2.34) 

Legyen 

1 Г SÍI 
X k ~ (1 - 2v)(2 — 2v) [ 

ß k = n + 

•kh 

h2 
_ [ ( 2 - 2 v ) 2 + ( l - 2 r ) 2 ] A | - 2 , (2.35) 

í 1 — 2v 
12 — 2v 

+ X\ (2.36) 

«л 
(1 - 2v)(2 - 2v) 

sin2 kh 
h2 

(1 - 2v)(2 - 2v) h2 

+ [ ( 2 - 2 r ) 2 + ( l - 2 r ) 2 ] A 2
f c 

l - 2 v 2 - ^ v . 3 - 4v sin2 kh 

2 , (2.37) 

+ 1 (2.38) 
2 _ 2v l - 2 v ) " ' (1 - 2v)(2 - 2v) h2 

(k = 1, 2, . . N - 1) 

A fenti jelölések alkalmazásával a (2.31) és a (2.34) karakterisztikus egyenlet 
gyökei az alábbi alakban fejezhetők ki: 

Pki = 

Pk 3 = 

P*3 — 

*k + f a l - 4/?fc 
» Pk2 — — 

ak+ l '«* - *ßk 

— cck- У<х.2к - 4>ßk 
Pki = — 

- xk — ( a| — 4>ßk 

< + У К ) 2 -
'» Pk 2 — 

» Pki — — 

« г + У Ю 2 - 4д 

a * — I (a*)2 

, (2.39—2.40) 

, (2.41-2.42) 

, (2.43-2.44) 

, (2.45-2.46) 

(k = 1, 2, . . ., N - 1). 
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122 ECSEDI, I. 

Abban az esetben, ha 

dk = ocl - 4>ßk = 0, (fc = 1, 2, . . . , ÍV — 1) (2.47) 

akkor a (2.31), illetve ha 

dt = ott - Щ = 0, (k = 1, 2 , . . . , N - 1), (2.48) 

akkor a (2.34) karakterisztikus egyenlet kétszeres gyökökkel rendelkezik, azaz 

Hkl = Hk3
 és Hk2 = №4' (2.49) 

illetve 

Hkl = |U*3 és Hk2 — Hki » (2,50) 

(k = 1, 2 , . . . , N - 1). 

Ilyen esetben a (2.16), (2.17), (2.18), (2.19) differenciálegyenletekből felépülő 
differenciálegyenlet-rendszer általános megoldása az 

r"*', r"*% r"*'lnr, Л 1 п г , 

r"* In г, r"* In r 

lineárisan független alaprendszerből fog állni. 
így a fentiek szerint az ak(r), bk(r), ck(r), dk(r) együttható függvények 

explicit alakja — ha a karakterisztikus egyenletek egyszeres gyökökkel ren-
delkeznek, akkor 

< t ) = 2Amt»», dk(r) = 2 Bkir"«, (2.51- 2.52) 
í=i í=i 

bk(r) = 2 Вь<г"'ы ' rx{r) = 2 СыгИ" ' (2 .53-2.54) 
i=i i=i 

Ha pedig a karakterisztikus egyenleteknek kétszeres gyökei vannak, akkor 

e*(0 = 2 + A"0+2, Ь r]r"«, (2.55) 
í=i 

dk(r) = 2 lD" + Ь (2-56) 
i=i 

K(r) = J - [Bw + Bk ( í + 2 ) In r]r"b, (2.57) 
i=l 

ck(r) = 2 [C« + C*(í+2) In r]r"b. (2.58) 
í=i 
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Tehát egy rögzített iV-nél az ak(r), bk(r), ck(r), dk(r), (A = 1, 2, . . . , N — 1) 
együttható függvények alakja (2.51—2.54), illetve a (2.55 — 2.58) egyenletek 
által adott, attól függően, hogy a (2.31), (2.34) karakterisztikus egyenletek-
nek a megfelelő A értékeknél (A = 1, 2, . . . , N - 1) egyszeres vagy kétszeres 
gyökei vannak, v = 1/3 és N = 5, 6, 7, 8, 9, 10 esetére a (2.31) és (2.34) karak-
terisztikus egyenlet gyökeit az I. és I I . táblázatok tartalmazzák. A fenti eset-
ben minden gyök valós és egyszeres. 

Az Aki, Bki, Cki, Dki (A = 1, 2 , . . . , N — 1; i — 1, 2, 3, 4) integrációs 
állandók — feltéve, hogy a (2.31) és (2.34) karakterisztikus egyenletek gyökei 
egyszeresek — a következő kapcsolatban vannak egymással: 

Aki = — Dki, (2.59) 
h (2 — 2v)pli — (1 — 2v)A? — (2 — 2v) 

= _ 3 - 4v - pCb 
h { 2 - 2 V ) { p * k f - { l - 2 v ) X l - { 2 - 2 V ) 

A feszültségi tenzor r, <p, z hengerkoordináta-rendszerbeli skalárkoordinátáit az 
(1.7) — (1-10) egyenletek <p változóban való finitizálása ú t j á n felírható gj-ben 
diszkrét argumentum értékekre vonatkozó egyenletekből tudjuk számítani: 

<G(r, q>i) = vK(r, q>,) + <r9(r,(p,)], (2.63) 

<Pt) = G 
Vt+i — "i-i „i _ vi 

Vt 2 hr r 

( i = 1 , 2 2 1 V - 1, 21V). 

(2.64) 

3. Az integrációs állandók meghatározása 

Legyen adott a y = yx -f- y2 peremgörbe yu szakaszán az elmozdulás-
vektor: 

u= U, (3.1) 

в = V, (3.2) 

(P ( r , p ) € V u ) • 
8* Műszaki Tudomány 52, 1976 
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3.1. ábra. Geometriai és s ta t ika i peremfel té te lek a y — y t -{- y 2 határgörbén 

Á У = Ух + У2 peremgörbe yp szakaszán pedig legyen előírt a felületi terhelés: 

/ = F n , (3.3) 
azaz 

fr = arnr + ( 3 - 4 ) 

U = тГфПг + ОфПф, (3.5) 

Y pis 
ahol 

/ = / А + / Я ( 3 - 6 ) 
а ур görbeszakasz Р pontjában a felületi terhelés intenzitása és 

n = nrer + n^y ( 3 . 7 ) 

а ур görbeszakasz Р pontbeli „anyagból" kifelé irányított normális egység-
vektora (3.1 ábra). A yu és yp komplementer görbék, y = yu -f- yp• Az r — 
= kj((p) egyenletű у,- (i = 1 ,2) görbe P pontbeli „test anyagából kifelé irányí-
to t t " normális egységvektora 

. . ш 
n = nrer + Пфвф = T 

{[/с Ш 2 + [ к Ш 2 У 1 2 Г 

Щ<р) . 

{ [ Ш ) 2 + [ к Ш 2 } 1 1 2 

{0 <,(p <_2л, i = 1 , 2 ) . 

(3.8) 

A következőkben a yp görbe P pontjára vonatkozó (3.4), (3.5) statikai jellegű 
kerületi feltételek átalakításával foglalkozunk. Ismeretes, hogy а у,- görbe 
mentén 

= { [ к Ш 2 + [ к Ш ( 3 . 9 ) 
dcp 
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valamint 

As = Aq>. (3.10) 

Tekintettel a (3.8), (3.91, (3.10) egyenletekre a (3.4) és (3.5) összefüggések fel-
írhatok 

frAs = (rar - r'Trv)A<p, (3.11) 

fvAs = (rzrv - r'oJ/Up, (3.12) 

dr^ 
dcp 

alakban is. A fent i egyenleteket a yp görbe Pj(kj(<pj)q)j), (i = 1, 2) vonatkoz-
ta tva , írhatjuk, hogy 

FrM<P,), Vil 
2 — 2v 

l - 2 v 
kj(<pi)u'i + 

2v 

l — 2v 
Щ + 

vi+1 — ® , - i 
2 h 

- w í M m ~ u < - 1 — M 
L 2 / i k / ^ ) Ь,(<р,.). 

(3.13) 

ц , + 1 — Ц/-1  
2 h 

— kv((jp,>; - и,-

aboi 

" i + Vj+i —  

ЬуЫ 2hkj(<pt) 

№ 

+ — ^ - » í l 
1 — 2F J 

Fr[kjWi), <Pi] = 
Gb 

Gb 

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 

a yp görbeszakaszon a 95 = -f- 0,5b és a <p = — 0,5b (0 r •< 00) egyen-
letű sugarak által kijelölt M(- Pt Rt íven megoszló terhelés eredőjének а Р,-
pontbeli er és e,, i rányú koordinátájával arányos mennyiség, ennek megfele-
lően zls az M Pj Rj görbeszakasz hosszát jelöli (3.2 ábra). Nyilvánvaló, hogy 
az Fr és Fv függvény a yp görbeszakasz egy diszkrét ponthalmaza felett értel-
mezett , e tényt az Fr[kj((pi), 99,], РДЬД^,), 9?,], ( j = 1,2) jelöléssel igyekeztük 
kiemelni. А у = yx -f- y2 határgörbe pontjaira előírt geometriai peremfeltéte-
leknek — (3.1), (3.2) egyenleteknek — valamint a statikai jellegű peremfel-
tételeknek — (3.4), (3.5) egyenleteknek — diszkrét argumentum értékeknél 
való kielégítésével általános esetben egy 8N egyenletből álló 16ÍV — 8 isme-
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3.2. ábra. Fr és Ff értelmezése a yp görbe Р,(/су(р,), <pt), ( j = 1, 2) p o n t j a i b a n 

retient — az Aoj, Coi, ANi, CNi, i = 1, 2; Aki, Bkj, Cki, Dki, i = 1, 2,3, 4; 
к — 1, 2, . . . , N 1 integrációs állandókat tartalmazó inhomogén lineáris 
egyenletrendszert kapunk. Az ismeretlenek egyértelmű meghatározásához még 
szükséges 8N — 8 darab lineáris egyenletet a (2.59), (2.60) egyenletek jelentik, 
így tehát a kitűzött rugalmasságtani feladat egy lineáris egyenletrendszer 

felállítására és megoldására redukálódott. Legyen 

4 = [A01, A02]t, An = [ A n v An2]t 

6-0 = [Con C02]T , CN — [CW1, CN 2] , 

Ak = [Akl, Ak2, Ak3, Aki\T, 

Bk = [BkV Bk2s BkV Bké]T> 

Ck = (Ckv Ck2, Ck3, Cki] , 

Dk = [Dkl, Dk2, Dk3, Dki]T, 

( k = 1 , 2 , . . . , I V - 1), 

és 

M l 1 M i [Ci 1 P i 1 
a2 , B = B.2 , C = 

C2 , D = 
D2 

-•A-N- 1- - V 1 -Cn-I- DN-U 

E jelölésekkel az integrációs állandók meghatározására szolgáló egyenletrend-
szer a vázolt felépítésű lesz: 

P * = g ( 3 . 1 7 ) 

( 1 6 Í V - 8 ) X ( 1 6 N - 8 ) • ( 1 6 1 V - 8 ) X 1 ( 1 6 N - 8 ) X 1 

I t t a0, a, aN, (3, Yo' Y' Yлг> 6 ' e (3-3 á b r a ) a 8 i V d a r a b pj[k/?Pi)> 9i\ ( j — !» 2> 

к = 1, 2, . . . , 2iV) kerületi pontra felírt peremfeltételekkel kapcsolatos mát-
rixok, О megfelelő méretű zérus mátrix, E 81V — 8-as méretű egységmátrix, 
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« 0 a « N S *O » fr d 

SN» 2 BN. 

I4N-4I 

SN. 2 SN. 

(4N-4) 

8 N . 2 SN. 

I4N-4) 

SN» 2 S N . 

(4N-4) 

0 

£ 
(4N-4), 

I4N-4) 0 

0 

I4N-4). 
I4N-4) 0 

0 

I4N-4]. 
I4N-4) 0 

L_ 

I4N-4I» 
(4N-4) 

SN.2 
0 

(4N-4I. 
I4N-4) 

SN.2 
E 

I4N-4I» 
(4N-4) 

8N .2 
С 

[4N-4), 
I4N-41 

SN.2 
£ 

(4N-4). 
I4N-4) 

CN 
2 . 1 

D 

(4N-4M 

3.3. ábra. A Px = g egyenletrendszer „sze rkeze te" 

3.4. ábra. Tömör ke resz tmetsze tű h e n g e r e s test 

L és L* pedig olyan diagonál mátrixokat jelölnek, melyek elemeit a (2.59), 
(2.60) egyenletek alapján lehet képezni. Olyan esetben, amikor a vizsgált 
test tömör, tehát tartalmazza az r, cp, z hengerkoordináta-rendszer kezdő-
pontját (3.4 ábra), az u, v elmozdulásvektor koordináták r = 0 helyen való 
korlátos voltából az integrációs állandókra 

•A o2 — A N 2 — Сог = Cn2 — 0 , (3.18) 

Ak2 = Aki = Bk2 = Bki = Ck2 = Cki = Dk2 = Dki = 0 , (3-19) 

( i = l , 2 N - I ) 

egyenletek következnek, feltéve, hogy a (2.31) és (2.34) karakterisztikus 
egyenletek gyökei valósak és egyszeresek. Abban az esetben pedig, ha a 
keresztmetszet végtelen kiterjedésű tartomány, tartalmazza az xy sík vég-
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telen t á v o l i p o n t j á t , — i lyen esetet á b r á z o l a 3.5 á b r a — az e lmozdulásvek tor 
u, v koo rd iná t á iva l kapcso la tos 

l i m u(r , cp), l im v(r, cp) 
Г- > oo t " > oo 

h a t á r é r t é k e k véges v o l t á b ó l az in tegrác iós á l l andókra az 

A01 = ANl = C01 = CNl = 0 , (3.20) 

Aki — Акз — Bki = Bk3 — Cki = Ck3 = Dki = Dk3 (3.21) 

(fe= 1 ,2 , . . . , N - 1) 

egyenle tek fennál lása következ ik . I t t i s m é t f e l t e t t ük , hogy a (2.31) és a (2.34) 
ka rak te r i s z t ikus egyenle teknek csak egyszeres va lós gyökei v a n n a k . 

4 . Egy példa az elmozdulásvektormező m e g h a t á r o z á s á r a 

L e g y e n f e l a d a t u n k a 4.1 á b r á n vázo l t tömör k ö r k e r e s z t m e t s z e t ű henge-
res t e s t e lmozdulás -vek tormeze jének előáll í tása, h a a d o t t a tes t p a l á s t j á n levő 
p o n t o k e lmozdulása : 

u(R, cp) 
h 

100 
л л 

cp — , ha — 

u(R, cp) = 0 , ha 

v(R, cp) = 0, 0 < ; cp <; 2л. 

л 9л — <cp< 
5 5 

Legyen v — 1/3 = 0,3333 és N = 5. A keresztmetszet síkjának cp, = ih/h — я/5, i = 1 , 2 , ...,10) 
0 r < oo egyenletű félegyenesekkel való lefedését a 4.2 ábrán szemléltetjük. Mivel a vizs-
gált test tömör, az integrációs állandók egy részét azonnal megadhatjuk: 
Ao2 — A52 — C02 = C62 — A12 = A22 — A32 = A42 = A,4 = A2t = A3i = Ait = B12 — 
= B22 = B32 = Bi2 — В J4 = B2 4 = В 34 = Bit — С J2 = C2 2 = C 3 2 = C4 2 = C,4 = C23 = 
= C34 = c 4 4 = D12 = D.i2 = D 3 , = Di2 = D u = r>24 = D 3 4 = D44 = 0. 
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4.1. ábra R sugarú t ö m ö r körhenger 

4.2. ábra. Az R suga rú körke resz tme t sze t lefedése 0 k e z d ő p o n t ú fé legyenesekke l 

A t o v á b b i a k b a n R — 1 m-el számolva a h iányzó in tegrác iós á l landókra a P t (i = 
= 1, 2, . . . , 10) kerü le t i p o n t o k r a vona tkozó geometr ia i pe remfe l té te lek és (2.59), (2.60) 
egyenle tek kielégítésével az a lábbi vége redmény t k a p j u k : 

Aol = 3,9476 • 10~4 , 
11 = - 1 , 0 2 7 • 1 0 - 4 m"0 .9»4 4 , 

=4,3 = 8,9228 • 10" 4 m°.61963, 
=4,, = - 1 , 9 2 7 • 10 -* m-2-2 2 3 3 , 
A\з = 9,8223 • 1 0 - 4 m-».1 5 2 3 , 
A3l = - 8 , 2 4 2 9 • 1 0 - 6 m - 3 . ' 3 3 1 , 
A33 = 8,702 • 1 0 - 4 m-».6 2 0 7 , 
A4l = - 1 , 2 5 6 6 • l O " 6 m-4 ,9 7 1 7 4 , 
A4з = 8,0206 • 1 0 - 4 m-° . 8 2 2 7 , 
Asl = 3,9476 • 1 0 - 4 m- 2 - 1 8 3 , 
Du = 1,27903 • 10" 4 m - °."5 e , 
Л , з = - 1 , 2 7 9 0 3 • Ю - 4 m°>61063, 
D2l = 9,1881 • Ю - 4 m -2 .2238 , 
D , з = - 9 , 1 8 8 1 • ÎO" 4 m-» . ' 5 2 8 , 
D.„ = 4,15 • 1 0 - 4 m- 3 - 7 3 3 1 , 
D33 = - 4 , 1 5 • 1 0 - 4 m-», 8 2 0 7 , 
D4i = 1,3454 • 10" 4 m- 4 , 9 7 1 4 , 
Di3 = - 1 , 3 4 5 4 • 1 0 - 4 m-0-8 2 2 7 . 

Ц К 
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A megoldás exp l i c i t a lak ja ped ig 
UJ = U)(r) = Aolr -F- (AJJI-FN -)- A13rfU) cos л /5 t + (A21r/Ju -(- A23TEIS) COS 2Л/5 i -F {A3irPz\-\-
+ A33rfsa) • cos ЗЛ/5 i -F- (A41rf4 -j- A43rPn) cos 4я /5 -)- Aülr*z cos ni, 
Vi(r) = (DureIL + D,3ri* 11) sin Я/5 I + 
4" (D 2 1 r /4i + D23rfts) s in 2л/5 i -f (I>3lr."»i -(- D33rfzz) • s in Зя /5 i + Dtlri'., -f- Di3re„) sin 4л/51, 
( i = 1, 2 9, 10; 0 ^ r ^ R , R = 1 m) 
l e sz , ahol A5 = 3 ,183 és 

FIN = 1 ,9956, P 1 3 = 0,38037, 

P1 2 = 3 ,2238, /I2 3 = 1,1528, 

P3L = 4 ,7331, FI33 = 1,6207, 

P 4 1 = 5 ,9714, FI43 = 1,8227. 

5. Függelék 

A dolgozatban használt diszkrét argumentumé trigonometrikus függvé-
nyekkel kapcsolatban az alábbi tétel került alkalmazásra. 

Ha 
N-l 

x0(r) -f ^ [«/Д»") cos khi + ßk(r) sin khi] -f-
k=1 

+ aN(r) cos ni = 0, 
N. 

(i = 0, 1, 2, . . . , 2JV - 1), 

(5.1) 

akkor 

<*o(r) = 0, (5.2) 
xk(r) = 0, (5.3) 

ßk(r) = 0, (5.4) 
(к = 1, 2, . . . , IV - 1), 

M r ) = 0. (5.5) 

A fenti tétel bizonyításához adjuk össze i szerint — az (5.1) egyenlet-
rendszer egyenleteit, és alkalmazzuk a trigonometria jól ismert [l] 

2N-1 2N-1 2 N - 1 
cos khi = ^ sin khi = ^ cos ni = 0 (5-6) 

1=0 1=0 i-0 
azonosságait. Ezáltal a következő egyenletet kapjuk: 

2Noc0(r) = 0 , ( 5 . 7 ) 

azaz 
a0(r) = 0. (5.8) 
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Szorozzuk meg az (5.1) egyenlet mindkét oldalát cos jii-vel, a kapott egyen-
leteket adjuk össze i szerint, továbbá alkalmazzuk a trigonometria [1] 

2 N - 1 2Л/-1 2N-1 

cos khi cos ni = ^ sin khi cos ni = cos ni = 0, (5-9) 
í-0 1=0 1=0 

azonosságait. Ily módon eljárva az alábbi eredményt kapjuk: 

2NxN(r) = 0, (5.11) 

azaz 

aN(r) = 0. (5.12) 

Ha az (5.1) egyenlet mindkét oldalát cos lhi-ve 1 megszorozzuk, majd a kapott 
egyenleteket i szerint összegezzük, akkor a trigonometria [1] 

2JV-1 
^ sin khi cos khi = 0 , (5.13) 

1 = 0 

2JV-1 

/N' cos khi cos Ihi = 
í=o 

0, ha k ^ l , 
N, ha k = l , 

(5.14) 

azonosságainak a felhasználásával a bizonyítandó (5.3) egyenletet kapjuk. 
Végül teljesen hasonlóan az (6.1) egyenletből sin lhi-ve 1 való átszorzásból 
kapott egyenletek i szerinti összegezésével előállított egyenletből, a 

> s i n Ihi s i n khi = 1 ( 5 . 1 5 ) 
fTo l N, ha к = l 

azonosság alkalmazásával az (5.4) egyenletet tudjuk levezetni. 
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I . táblázat 

A (2.31)-es karakterisztikus egyenlet gyökei 

(V = T ; N = 5 ' 6 ' 7 ' 8 ' 9 ' 10) 
N=5 N=8 

к Mi Mi 

1 1,99956 0,38037 
2 3,22388 1,15277 
3 4,73312 1,62068 
4 5,97144 1,82274 

1 V = 6 

к Ml Ml 

1 1,99990 0,320057 
2 3,17599 1,12247 
3 4,68548 1,68627 
4 6,20045 1,97624 
5 7,30285 2,11456 

N= 7 

к Mi Mi 

1 2,00002 0,275947 
2 3,13896 1,09890 
3 4,60149 1,73740 
4 6,20901 2,10271 
5 7,63970 2,30618 
6 8,62029 2,41020 

Vkl = — ßks Vk3 = — Vki 

к Mii Mil 

1 2,00006 0,24376 
2 3,11136 1,0803 
3 4,51781 1,77808 
4 6,13568 2,20951 
5 7,72355 2,47083 
6 9,04985 2,62652 
7 9,92789 2,70963 

N=9 

к Mii Ml. 

1 2,00007 0,216012 
2 3,09075 1,06692 
3 4,44427 1,81079 
4 6,03695 2,30049 
5 7,68944 2,61471 
6 9,21166 2,81700 
7 10,4359 2,94305 
8 11,2285 3,01223 

IV = 10 

к Mil Mi. 

1 2,00007 1,94776 
2 3,07513 1,05611 
3 4,38228 1,83734 
4 5,93572 2,37834 
5 7,60335 2,74131 
6 9,23007 2,98696 
7 10,6718 3,15207 
8 11,8028 3,20321 
9 12,5239 3,31739 
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I I . t á b l á z a t 

A (2.34)-es karakterisztikus egynlet gyökei 

(v = y ; N = 5, 6, 7, 8, 9, loj 

JV = 5 IV = 8 

к tó tó к tó tó 

1 2,4966 1,35933 1 2,54122 1,36914 
2 4,46085 1,46058 2 4,81717 1,49461 
3 5,71496 1,63661 3 6,74857 1,71348 
4 6,29724 1,80647 4 8,23425 1,97639 6,29724 1,80647 

5 9,25218 2,25001 
6 9,85679 2,49649 
7 10,1509 2,67176 

IV = 6 IV = 9 

к tó tó к tó tó 

1 2,51879 1,36428 1 2,54735 1,37048 
2 4,63390 1,47796 2 4,86860 1,49899 
3 6,19662 1,67725 3 6,91103 1,72247 
4 7,14497 1,90028 4 8,57797 1,99334 
5 7,58723 2,08338 5 9,82679 2,28396 7,58723 2,08338 

6 10,6725 2,56658 
7 11,1776 2,80881 
8 11,4290 2,97486 

7V = 7 S II О
 

к tó tó к tó tó. 
1 2,53234 1,36724 1 2,55175 1,37138 
2 4,74368 1,48814 2 4,90592 1,50210 
3 6,52213 1,69976 3 7,03092 1,72868 
4 7,77240 1,94885 4 8,83809 2,00449 
5 8,51690 2,19141 5 10,2705 2,30499 
6 8,87075 2,37364 6 11,3381 2,60842 

7 12,0544 2,89097 
8 12,4863 3,12496 
9 12,7059 3,28130 

Pk\ = — Pk* Р*з — — Pki 
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