KOZELITO MODSZER A RUGALMASSAGTAN SIKBELI
FELADATAINAK MEGOLDASARA

ECSEDI ISTVAN*

[Beérkezett 1975, januér 13-4n]

A tanulmény a rugalmassdgtan sikbeli feladatainak megold4sira alkalmas
kozelitd médszert ismertet. A kozelitd médszer alapja az elmozduldsvektorra felirt
Navier-féle parciélis differencidlegyenlet megolddsa egyvaltozéban diszkrét argumen-
tumi fiiggvények alkalmazdsaval.

Jelolések
T P % hengerkoordindtik
é 8, &, az r, @, z hengerkoordindtarendszer egységvektorai
t=u(r, p) & + v(r, p)e, elmozduldsvektor

V=5 ¢r + T o0 % Hamilton-féle differencialoperator
o2 1 8 1 a2

peyv=4= rry + 5 + e Laplace-operator

. vektorok skaldris szorzatdnak jele

X vektorok vektoridlis szorzatinak a jele

q a térfogaton megoszlé erSrendszer intenzitdsa
G a csisztaté rugalmassagi modulus

» Poisson szdm

€ £ fajlagos nyuldsok

Yre szogvaltozas

Cpy Oy Oy normél fesziiltségek

Trp csisztatd fesziiltség

alakvéltozasi tenzor
F fesziiltségi tenzor
f=fee, + o8, felileti terhelés

;1 a keresztmetszet hatdrgorbéi
2.

r = kyp) a y; gorbe egyenlete

r= kz(g’) a y, gbrbe egyenlete

n = ne + né, a y, + y, =y hatérgorbe ,kifelé” irdnyitott normilis egységvektora
i =ih, h=-i=01,2...,2N-1L2N

u; = ulr), v; = v(r), o, r,9)) p-ben diszkrét argumentumiu fiiggvények

ai(r), by(r) ) L
cl(r, di(r) egyiitthaté fiiggvények

Ay =2/hsinkh/2 (k=1,2,..., N-1,N)
Hicts Brzs Mg s @ (2.31) karakterisztikus egyenlet gyékei
Hiys Mias Mg s 2 (2.34) karakterisztikus egyenlet gydkei

Agis g"i integraciés allandék
kis ki

AT, BT sorvektorok

A, B oszlopvektorok

Egyéb mennyiségeket, véltozékat a szévegben értelmeziink.

* Dr. Ecsedi Istvan, 3531 Miskolc, Vaszonfehérité u. 24. IV/1.
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114 ECSEDI, I

1. Bevezetés, rugalmassigtani alapok

Jelen dolgozat targya az 1.1 abran viazolt z tengely iranyaban végtelen
kiterjedésti, legfeljebb kétszeresen o0sszefiiggd keresztmetszetdi hengeres test
sikalakvaltozasaval kapcsolatos rugalmassagtani peremértékproblémak meg-
oldasara alkalmas mdédszer ismertetése.

Legyen az 1.1 abran vézolt z tengelyl hengeres test sikalakvaltozas
allapotaban. Ekkor az alkalmasan megvalasztott r, ¢, z hengerkoordinata-
rendszerben a vizsgalt test egy P pontjanak elmozdulasvektora

t = u(r, p)e, + v(r, p)e, (1.1)

alaki lesz. Ennek kovetkezménye — homogén, izotrop, linearisan rugalmas
anyagot és kis alakvaltozast feltételezve, — hogy a P pontbeli alakvaltozasi

és fesziiltségi tenzor matrixai az r, ¢, z hengerkoordinata-rendszerben az alab-
biak

&r % Vre 0 ‘
A=1]1 X (1.2)
? Vor | 8g 0
[ 0 0 0 |
oy Trei U
F=| 7, e 5 (1:3)
0 0 o,
T~y
|
| |
' I
} I
I o )
: 'E;i e ¥=0
1
|
L{/</‘\
el

3
kbgr .
Pt e 4 P(r.?)/r
(/ o | s \P
/ ¥=0
\\x& v
) T

1.1. Gbra. Sikalakvaltozasi 4llapotban lev z tengelyii hengeres test
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RUGALMASSAGTAN S{KBELI FELADATAI 115

ahol
L A L (1.4—1.5)
or r 9y r
1 au ov v
7r«p=‘y¢r=_—'+_—‘_, (1.6)
r 9@ or r
2
o= —2¢ [(1— )28 4 i+i"’—”] L.7)
1—2 or r r op
o= —2€ [ (—+ii’1 a—“], (1.8)
1— r ag or
g, = vo, + U‘P) = 26y (ﬂ X —+ _:!__8_17_ . ('1.9)
1—2» r r o
S Y LR (1.10)
r og or r
A rugalmassagtan t = u(r, p)e, 4+ v(r, p)e, elmozdulasvektorra felirt
Ai + H+L % 1.11
5, V7ot (1.11)

alapegyenletébdl az u = u(r, ¢), v = v(r, ¢) skaldrkoordinatikra a kovetkezd
kapcesolt parcislis differencidlegyenlet-rendszert kapjuk (lasd pl. [2]):

Mo 280w, 1 8 4, (1.12)
2 op 1 1—2v par G

A,,+ia_u_i 1 1oad | g _, (1.13)
r? g 1—2r r o G

Itt az A; az A alakvaltozasi tenzor els§ skalarinvariansat jeldli,

A= o= v o0 (1.14)
or r r op
Az (1.12), (1.13) Navier-egyenletek megoldasara alkalmazott kozelité méd-
szer — a @ véltozéban valé diszkretizdlas — megkoveteli, hogy a vizsgilt
hengeres testek keresztmetszetének 9, és y, hatargorbéi (1. 1.2 abrat) az alabbi
tulajdonsagokkal rendelkezzenek:
a) létezik a keresztmetszet sikjaban legalibb egy olyan 0 pont, hogy
barmely 0 kezd§ponti félegyenes — 0 az r, ¢, z hengerkoordinata-rendszer
kezdSpontja — egy pontban metssze a 7y, és p, hatargorbéket;

8+ M6ssaki Tudomdny 52, 1976



116 ECSEDI, I

«::121 Tdo
R o
Wz 2 %
0 b %
=0
r=k,(?)
r=k,(¥)

1.2. dbra. A hengeres test keresztmetszetének 7y, és y, hatargorbéi

b) kis ¢ véltozas esetén r és o; (1 = 1,2) — «; a y; gorbe P; pontbeli
normalisa és az e, vektor altal meghatarozott szog (lasd 1.2 abrat) — is kicsit
valtozzék a y; (i = 1, 2) gorbe mentén.

A b) feltétel biztosan teljesiil, ha a y; gorbe szakaszonként vagy teljes
egészében Jordan-féle gorbe.

2. Navier-egyenlet megoldasa polirkoordinatarendszerben ¢ szerinti
parcialis diszkretizalas médszerével

A tovabbiakban feltessziik, hogy a vizsgilt testet térfogaton megoszlé
erérendszer nem terheli, azaz § = q,é, + ¢,6, = 0. Ez esetben az (1.12),
(1.13) egyenletek a kovetkezd alakban is felirhaték:

e-mItre-m—Eia_m T ot
og*
ot 2,
o SeAna . B T 2.1)
r* #7530 r 9rop
1 av
2 Badl
S e 4”?1:0. 2.2)

r orop " 2o
Fedjiik le az r, ¢ sikot (z = 0) az 0 pontra illeszkedd

T
=jk k=" 0<r<oo
B N

G=0,1,2,...,2N-1,2N)
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RUGALMASSAGTAN S{KBELI FELADATAI 117

2.1. dbra. A keresztmetszet sikjénak lefedése 0 kezdGpontii félegyenesekkel

egyenletii félegyenes-sereggel (ldsd 2.1 abrat!) és vezessiik be az aldbbi jels-
1éseket:
u; = ur, ;) = u(r),

v; = o(r, ¢;) = vy(r),

uj= 202 _

or
v; — 61)(7'9 (P,) — v;(r) .
or
2
up = LA02) _ iy, (2.3)
or?
2u(r, ”
v = %(r, ¢1) = v}(r),
or?

(i=0,1,2,...,2N — 1,2N).
A (2.1) és a (2.2) p-ben parcidlisan diszkretizilt valtozatat a

@ — 20)ul + (2 — 2) L 4 (1 — 29) (62—") —e—2)
r res r

oy
_ 34 (2] +i_8_(6_" =0, (2.4)
r? 0P Jo=ps r or (09 /e=w
! 2. 1-—-2
(1——2v)v,’~'+(1—2v)v'+(2—2v)—1-(6v — vv;_*_
r 2 | 8¢? |pmmi r?
l_a_(i“_' L 3-fau) Ly, (2.5)
r or |09 le—n r 0P | pmep

(@i = ih. k(@) <7 < hyfgi)s i=1,2,...,2N)
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118 ECSEDI, 1.

egyenletrendszerbdl kapjuk a ¢ szerinti differenciidlhdnyadosoknak differencia-
hianyadosokkal valé kozelitése itjan. A differencidlhdnyadosok differencia-
héinyadossal valé kozelitését [4] a

(a_u] _ Biy1— Ui
0P Jo=n 2h

k]

8_”J =Y Yim o (96_2.7)
0P Jo—p 2h

( 0%u ) _ Wiy —2utu, (2.8)
Ll P h?
v } _ Vi — 20+ v, (2.9)
09" | pme h?

(i=12...,2N)

egyenletek alapjan végezziik. A fenti 0(h?) nagysagrenddi kozelitést tartalmazé
approxiomaciés egyenletek (2.4) és (2.5)-be valé helyettesitése a kiovetketkezd
differencia-differencialegyenlet-rendszert adja:

@ — 20)ul + (2 — 20) B 4 (1 — 29) M1 T 2}; e
r

3~ vy —viy
r? 2h + r 2h

’ ’
_1_ Vit1 — Vi

—(2 — 2v) M =0, (2.10)
r2

v 42— Vg — 20+ v, - (1_2v)1r’2_i_+_

1— 2007 + (1 —2
(1 20)0f + (1 — 20) > -

l Uiy — Uiy

3—4v uy —uy,y
r 2h + r2 2h

(i=1,2,...,2N  1,2N).

n =0, (2.11)

A (2.11), (2.12) egyenletrendszer megoldasaval a ¢ valtozéban diszkrét argu-
mentum értékeknél kiozvetleniil megkapjuk az elmozdulasvektor-mezét.

Keressiik a (2.10) és (2.11) egyenletek megoldasat

N-1
u;=ufr) = ay(r) + 3 [a)(r) cos khi - b(r) sin khi] + an(r) cosmi, (2.12)
k=1

N-1
vy =v(r) = co(r) + 3 ¢ (r) cos khi 4 d(r) sin kh] 4 cn(r) cosni, (2.13)
k=1
h="-, i=0,1,2,...2N—1
N

alakban.
A fenti alak megvilasztisat jelen esetben az u, v elmozdulasvektor koor-
dinitak egyértékiisége indokolja. A (2.12) és(2.13) alaki megoldasok (2.10)-be
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és (2.11)-be valé helyettesitésével, valamint a Fiiggelékben foglaltak alkalma-

zasaval az ay(r), a,(r), by(r), an(r), co(7r), € (r), di(r), en(r), (B =1,2,. ..

,N-1)

egyiitthatéfiiggvényekre a kovetkezd kozonséges valtozo egyiitthat6jid, homo-

gén linearis differencislegyenlet-rendszert vezethetjiik le:

Q9

a3+’a_0°'——=0’
r r?
c$+c_0__ﬁ)~=0,
r r
(2 — 2v)al + (2 — 2v) £ 1—-2 Ba, — (2 — 2v) 2% _
r r
3 —4v sinkh 1 sinkh ,,

k d,=0,

r2 R

(1 —20)d) + (1 —20) Z& _ (2 — 20)3d, — (1 — 20) "d,f —

’

— a, =0,
r h k r2 h 4

_l_ sin kh a 3 —4v sinkh

1-—-2v

(2 — 29 + (2 — 20) & — b — (2 — 2) % +
r

3 — 4y sinkh 1 sinkh

2= Cfp— — =0,
R A r h "
(1I—2) e+ (1 —2w) S 2= pae 1_22" ¢+
r r
lsmkh b — 3 —4v sinkh b, =0,
r h 2 h
” a;v 1—‘—2” aN
N N _—o,
K- +{ 1—2v) r

» C;V 2—2y CN
XN - N _o,
N+ r+( 1_2v]r2

(k=1,2,..,N—1).

Itt bevezettik a
A= E— sin kh ,
h

(k=12,...,N—1,N)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)
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120 ECSEDI, 1.

jelolést. A (2.14), (2.15), (2.20), (2.21) kozonséges differencislegyenletek alta-

lanos megoldasai az alabbi fiiggvények:
ag(r) = Agr + Agr™?
co(r) = Cor + Coor ™1,
an(r) = ANy 4 Anor™"*

en(r) = Cy,1"% + Cp,r—%,

ahol
1 -2y
= 1——7 2%,
UN 2 _ 2, N
2—2v
L =|1= 2%
UN V 1— 9 N

A (2.16), (2.17) kapcsolt differencidlegyenletek megoldasat
a,(r) = A,
d,(r) D,r"*,
(k=12,...,N—1)

alakban keresve, y,-ra az alabbi karakterisztikus egyenletet kapjuk:

(1 — 20)(2 — )k + i} { @ — 2 (L 2R
—2(1 —2»)(2 — 21)} + (1 — 2v)(2 — 29) 2% + A2[(1 — 2v)2 +
+ (2 =274+ (1 —2»)(2—2v) — (3 — 4v)2_s£1h22Lh =0,

k=1,2,..,N—1).

(2.23)
(2.24)
(2.25)
(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)
(2.30)

(2.31)

Hasonléan eljarva a (2.18), (2.19) egyenletekbdl felépiils differencialegyenlet-

rendszer megoldasaval kapcsolatosan, feltessziik, hogy
b,(r) = B,r¥ ,
Cr) = C,r*%
(k=12,...,N—1).

Missoki Tudomédny 52, 1976
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RUGALMASSAGTAN S{KBELI FELADATAI 121

A fenti alakd megoldasok az itt szereplé uf-ra a kovetkez§ karakterisztikus
egyenletet adjak:

(1 — 20)(2 — 2) ()t — (u3)? { SR e —2p 2P+
+2(1 — 20)(2 — 20)} + (1 — 20)(2 — 20)24 +
(1 — 202 + (2 — 20p] 4 (1 — 29)(2 — 29) + (B — Mo Si’;lk"- —0, (2.34)
(k=1,2,..,N—1).
Legyen

1 sin? kh 2 omerazl

= E D) [ e CRE D ]zk} 2, (2.35)
1 1—2» 2—2v) ., _ 3—4 sin? kh

Pro= At [2—2v + 1—2v] AT R TU (2.36)

. 1 sin? kh o (1 — gl
= a5 [ e (- 2) ]zk} 2, (2.37)

1—2v» 2 —2v 3 —4v sin? kh
* _ )4 A2 e
P "+(2_2v»+1_2v) U _me_w R

k=1,2,...,N—1)

11 (2.38)

A fenti jelolések alkalmazasaval a (2.31) és a (2.34) karakterisztikus egyenlet
gyokei az aladbbi alakban fejezhetdk ki:

— |/ 2 __ _— ‘o2
Py = V o + 2“k 48, , ey = — V__“k + l af — 48, , (2.39—2.40)

2

— —_ |/ 2 __ - - / E—
- 2ak . “V % Lok 4 (241-2.42)

Br3 = 9 )

ph = V“"“ + (“g)z — 4 = V“z F V@R =468 943 _2.44)

2

uz3=V“;_ = uz4=—V“z_l'(“")2_4ﬂ"’ . (245-2.46)

2
k=1,2,...,N—1).
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122 ECSEDI, I,

Abban az esetben, ha
0y =cah— 48, =0, (k=1,2,...,N—1) (2.47)
akkor a (2.31), illetve ha
O =af — 48t =0, (k=1,2,...,N—~1), (2.48)
akkor a (2.34) karakterisztikus egyenlet kétszeres gyiokokkel rendelkezik, azaz
Hiy = ks és Hrz = fikgs (2.49)
illetve
piy = pks és fiks = Uigs (2,50)
(k=12,...,N—1).

Ilyen esetben a (2.16), (2.17), (2.18), (2.19) differencidlegyenletekbdl felépiild
differencialegyenlet-rendszer altalanos megoldasa az

r‘a, e fmngy, r"Rlnr,
[ ] -* -
rfa e rfelnr, " lInr

linearisan fiiggetlen alaprendszerbdl fog allni.

Igy a fentiek szerint az a,(r), b,(r), c,(r), di(r) egyiitthaté fiiggvények
explicit alakja — ha a karakterisztikus egyenletek egyszeres gyokokkel ren-
delkeznek, akkor

4 4
afr) = 3 A, di(r) = 3 Byr*s, (2.51- 2.52)
i=1 i=1
4 4
b(r) = 3 B+, el(r) = 3 Cyr*s, (2.53—2.54)
=1 =1

Ha pedig a karakterisztikus egyenleteknek kétszeres gyokei vannak, akkor

2
a(r) = >[4y + Aiisg) Inr]res, (2.55)

i=1

2
di(r) = 3 [Dy; + Dygiyey In r]rem: (2.56)

i=1

2
bi(r) = 3 [By; + Byqiy In r]ri, (2.57)

i=1
2

ei(r) = 3 [Cpi + Cyyny In r]ress. (2.58)
i=1
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RUGALMASSAGTAN SIKBELI FELADATAI 123

Tehat egy rogzitett N-nél az a,(r), b(r), ¢ (r), dfr), (k=1,2,...,N—1)
egyiitthaté fiiggvények alakja (2.51--2.54), illetve a (2.55—2.58) egyenletek
altal adott, attdl fiiggben, hogy a (2.31), (2.34) karakterisztikus egyenletek-
nek a megfeleld k értékeknél (k =1,2,..., N - 1) egyszeres vagy kétszeres
gyokei vannak. v =1/3és N = 5,6,7, 8,9, 10 esetére a (2.31) és (2.34) karak-
terisztikus egyenlet gyokeit az I. és II. tdbldzatok tartalmazzak. A fenti eset-
ben minden gyék valés és egyszeres.

Az Ayiy Briy Cuiy Dy (E=1,2,..., N —1;i=1,2,3,4) integriciés
allandék — feltéve, hogy a (2.31) és (2.34) karakterisztikus egyenletek gyokei

egyszeresek — a kovetkez§ kapcsolatban vannak egymaissal:
Ak’. _ sin kh 3 —4v — Mpi Dkl’ (2.59)
B (2 —2v)ud — (1 —20)AF — (2 — 2v)
sin kh 3 —4v— uCf;

Cu»  (2.60)
B @ — 2P — (1 — 28— (2—29)

A fesziiltségi tenzor r, g, z hengerkoordinata-rendszerbeli skalirkoordinatait az
(1.7)—(1.10) egyenletek ¢ valtozéban valé finitizdlisa dtjan felirhaté @-ben
diszkrét argumentum értékekre vonatkozé egyenletekbdl tudjuk szimitani:

2G { ’ ; fj - —
oﬁwo=1_%¢u—nw+vF§+ﬂ%ﬁ§4ﬂ, (2.61)

2G pi Yitr — Vi ,
o) = 1— ) [£ 4 DY)y gy 2.62
ontrig) = oo (=0 [H 4 Pt ], @)
ox(r ) = *{o(r @) + o,(rp)] (2.63)
mmm=cﬁﬂiﬁiww—%} (2.64)

(i=1,2,...,2N — 1,2N).

3. Az integraciés allandék meghatarozasa

Legyen adott a y = y, + y, peremgorbe y, szakaszin az elmozdulas-
vektor:

u= U, (3.1)
v=V"V, (3.2)

(P(r, 9) € vu) -
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124 ECSEDI, I.

3.1. bra. Geometriai és statikai peremfeltételek a y = p, 4 7, hatdrgérbén

A y = y; + y, peremgdrbe y, szakaszan pedig legyen el8irt a feliileti terhelés:

f=Fx, (3.3)
azaz
Jr=om, + Tom,, (3.4)
Jo = Trghy + Ogny, (3.5)
(P(r, ) €7,) >
ahol

F=14+ fooy (3.6)
a y, gorbeszakasz P pontjaban a feliileti terhelés intenzitdsa és

n=né + nge, (3.7)
a y, gorbeszakasz P pontbeli ,,anyaghél” kifelé irdnyitott normilis egység-
vektora (3.1 abra). A y, és y, komplementer gérbék, y =y, + y,. Az r =
= k;(p) egyenletii y; (i = 1, 2) gorbe P pontbeli ,,test anyagabdl kifelé iranyi-
tott” normalis egységvektora

k() -9
(k) + i)y
4, ki(p)
{[ki@)P? + [Ki(p) I}
0 < p <2, =152}

A kovetkezbkben a y, gorbe P pontjira vonatkozé (3.4), (3.5) statikai jellegi

keriileti feltételek atalakitasaval foglalkozunk. Ismeretes, hogy a y; gorbe
mentén

> - 2
n=n.e, + nge, =

¢y (3.8)

;’—s — ()P + (U™, (3.9
2
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RUGALMASSACGTAN S{KBELI FELADATAI 125

valamint

As = ds Ap . (3.10)

dy
Tekintettel a (3.8), (3.9), (3.10) egyenletekre a (3.4) és (3.5) Osszefiiggések fel-
irhaték

fids = (ro, — r'1,,)Ap, (3.11)
folds = (rt,, — 1'0,)Ap, (3.12)
( , dr
r=—
dop

alakban is. A fenti egyenleteket a y, gorbe P(k(p)p)), (i = 1, 2) vonatkoz-
tatva, irhatjuk, hogy

2—2v , 2 Vpry — ¥y
Fr[kj((pi)a ‘Pi] = ‘E’ kj(‘Pi)ui + e u; + i+1 - 1
— k() [L‘L"_ti oy Y ] (3.13)
UL 2hk(e) k(@)
Winq — Uy )
F ‘P[kj(q)i)’ <P1] = ——’H—%L —k j(()vi)”i —v; —
]. — u; v — v, v
— k; i i+1 i—1 _w , 314
o) [ 1—2v (k,(¢,) T 2k (g J 1 ] (3.14)
ahol
" As
Fr[kj(q’i)a ¢ = fG—h (3.15)
As
Fq:[kj(q’i)’ (‘Pi] = —fgéh— (3.16)

a y, gorbeszakaszon a ¢ = ¢; 4 0,5k és a ¢ = ¢; — 0,5k (0 <7 < o0) egyen-
leti sugarak altal kijelolt M; P, R; iven megoszlé terhelés ereddjének a P;
pontbeli ¢, és &, iranyd koordinatajaval ardnyos mennyiség, ennek megfele-
16en As az M P; R; gbrbeszakasz hosszat jelli (3.2 dbra). Nyilvanvalé, hogy
az F, és F, fiiggvény a y, gorbeszakasz egy diszkrét ponthalmaza felett értel-
mezett, e tényt az F,[k(p;), ¢;], F lk{p), 91, (j = 1, 2) jeloléssel igyekeztiik
kiemelni. A y = y, + y, hatargérbe pontjaira el§irt geometriai peremfeltéte-
leknek — (3.1), (3.2) egyenleteknek — valamint a statikai jellegli peremfel-
tételeknek — (3.4), (3.5) egyenleteknek — diszkrét argumentum értékeknél
valé kielégitésével altalanos esetben egy 8IN egyenlethdl allé6 16N — 8 isme-

]
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GhRlk(P). B1  ®=®.05h

3.2. dbra. F, és Fy, értelmezése a y, gorbe Pi(kj(7;), ;). (j = 1, 2) pontjaiban

retlenta— azidaw G, o 0yt == 2 Ay By G il ii=—=1,2 3042
kE=1,2,...,N — 1integraciés adllandékat — tartalmazé inhomogén linearis
egyenletrendszert kapunk. Az ismeretlenek egyértelmii meghatarozasahoz még
sziikséges 8)V — 8 darab linearis egyenletet a (2.59), (2.60) egyenletek jelentik.
Igy tehat a kitfizott rugalmassigtani feladat egy linearis egyenletrendszer
felallitasara és megoldasara redukalédott. Legyen

Ao T [on Aoz]T» AN =73 [ANI’ AN2]T
C'o v [Cop Coz]Ta CN T [CNv CNZ] »

Ay = [t A AT,
B = [Byy, By, By, Bk4]T’
Cy = [Cyy> Cpa» Cpss de]T9
D), = [Dyy, Dy, Dy, Dk4]T7
(== 1820, 2 N == L)

€s
Al Bl Cl Dl
A= 42 , B= ]?2 o e CF , D= 1?2
AN—I BN—l CN—-l DN—l

E jelolésekkel az integraciés alland6k meghatarozasara szolgilé egyenletrend-
szer a vazolt felépitési lesz:

P-x—g (3.17)
(16N — 8) x (16N — 8) - (16N — 8) X 1 (16N — 8) X 1

Itt ag, o, oy, B, Yoo Y> Yn- O, € (3.3 dbra) a 8N darab P[k(p), ¢;] (j = 1,23
k=1,2,...,2N) keriileti pontra felirt peremfeltételekkel kapcsolatos mat-
rixok, O megfelel§ méretli zérus matrix, E 8N — 8-as méreti egységmatrix,
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Ao
2x1
% | &% |on| B || 2 (&) > €
BNx2 | BN x BNx2 | BN x 8Nx2 | 8Nx BNx2 | BN x GN-Ch1|  1BNx1
(4N-4) (eN-4) (&N-4) (&N-2) AN
2x1
P i
E Q g L (LN-Lh1
(LN-4) (4N-4) {&N-4) (&N-L)x
0 [Mlante | o [Miwe| o [“lan] o [“laiy | S 9
BNx2 BNx2 anx2  [enx2 2¥1 BNx1
i) E L 9 C
&N-L)x (LN=L)x (tN-L)x (CITRVA NS I
(LN-4) (4N-2) LN-L) en-2) | |
Cn
2x1
D
(IM I,L.!

3.3. @bra. A Px = g egyenletrendszer ,,szerkezete”

siL
v

3.4. dbra. Tomor keresztmetszetii hengeres test

L és L* pedig olyan diagonil matrixokat jelolnek, melyek elemeit a (2.59),
(2.60) egyenletek alapjan lehet képezni. Olyan esetben, amikor a vizsgalt
test tomor, tehat tartalmazza az r, @,z hengerkoordinita-rendszer kezdd-
pontjat (3.4 abra), az u, v elmozdulasvektor koordinatik r = 0 helyen valé
korlatos voltabél az integraciés allandékra

Agy = Any = Cpp =Cny = 0, (3.18)
Ay Ay = Bpy = By =Cps = Cg, = Dpg=Dy;= 0, (3.19)
(e =112, . NP2 1)
egyenletek kovetkeznek, feltéve, hogy a (2.31) és (2.34) karakterisztikus

egyenletek gyokei valésak és egyszeresek. Abban az esetben pedig, ha a
keresztmetszet végtelen kiterjedésli tartoméany, tartalmazza az xy sik vég-
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QNN
Nps

)
2N

o

3.5. dbra. Ureges keresztmetszeti test

telen tavoli pontjat, — ilyen esetet abrazol a 3.5 4bra — az elmozdulasvektor
u, v koordinatiival kapcsolatos

lim u(r, ¢), lim »(r, @)

r—o r—ew
hatarértékek véges voltabol az integraciés allandékra az
Ay =An; = Cp;=Cn, =0, (3.20)
ey = dpe= Bl Cl ™ Gy = D= Dy, (3.21)
(k=12 o s SN =l

egyenletek fennallasa kovetkezik. Itt ismét feltettiik, hogy a (2.31) és a (2.34)
karakterisztikus egyenleteknek csak egyszeres valés gyokei vannak.

4. Egy példa az elmozdulasvektormez6 meghatarozasara

Legyen feladatunk a 4.1 dbran vazolt tomor korkeresztmetszetdi henge-
res test elmozdulas-vektormezejének elGallitasa, ha adott a test palastjan levd
pontok elmozdulasa:

R w |2 7 7
Rog)=-———lp—Z]% ha —Z ikl
u(R, ¢) e 5] a SStpgs

9
u(R,9) =0, ha %<<P<~5£,

(R, ) =0, 0<op<L2a.

Legyen» = 1/3 = 0,3333 és IV = 5. A keresztmetszet sikjanak ¢; = ih/h = n/5,: = 1, 2, ...,10)
0 < r < oo egyenletii félegyenesekkel valé lefedését a 4.2 abran szemléltetjitk. Mivel a vizs-
gélt test tomor, az integracids allandok egy részét azonnal megadhatjuk:

Agpp = Agp = Cpp = Cyp = Ay = Ayy = Ayy = Ayy = Ayy = Ay = Ayy = Ayy = B, =
=By, = B3 = B;; = Byy = Byy = By, = By = Cjy = Cyp = €y = Gy = Cyy = Cyy =
=Cy = Cyy = Dy; = Dy = D3y = Dy = Dyy = Dyy = Dy, = Dy =

Miiszaki Tudomdny 52, 1976



RUGALMASSAGTAN SfKBELI FELADATAI 129

[NIE

&

&

4.1. Gbra R sugart tomér korhenger

?=0 i=0(i=10)
R

4.2. dbra. Az R sugari korkeresztmetszet lefedése 0 kezdGpontd félegyenesekkel

A tovébbiakban R = 1 m-el szdmolva a lnanyzo integréciés éllandékra a P;
=1,2,...,10) keriileti pontokra vonatkoz6 geometriai peremfeltételek és (2.59), (2 60)
egyenletek helegitesevel az aldbbi végeredményt kapjuk:

By, = By3 = By; = B,y = By, = B3y = By, = Bas =0,
41=C|3—C21—23“‘ a1 = Cg3 = Gy = G5 = 0,

Agy = 3,9476 - 104,

—1,027 - 10“ m —9,%956

8,9228 - 104 m0,5193,

11
13

Ay = —1,927 - 10-* m 222,
Ay = 9,8223 - 10-4 m 0,15,
Ay = —8,2429 - 105 m-3,7331,
Ayy = 8,702 - 10-4 m—0,5207,
Ay = —1,2566 - 10-5 m 49717,
Ay, = 8,0206 - 104 m-08227,
1= 3,9476 - 10-4 m—2,183,
D, = 1,27903 - 104 m 0,995,
D,y = —1,27903 - 10—4 m0.51083,
D,, = 9,1881 - 104 m -2,2238,
D,y = —9,1881 - 10~4 m—0,1528,
Dy, = 4,15 - 10~ m-3,7391,
Dyy = —4,15 - 10~4 m~0,6207,
D,, = 1,3454 - 10-4 m-4971,
D,y = —1,3454 - 10-4 m-08,
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A megoldds explicit alakja pedig
u; = ur) = Agyr -+ (Ayrén + Aygrins) cos af5 1 + (Ayren + Aggrin) cos 2n/5 i + (Agyrem-
+ A rtn) - cos 3n/51 + (A“ruu + Ay r#e) cos 47/5 + Agrhs cos i,
v(r) = (Dyyrén 4 D,sr#u) sin #/5 i +
~+ (Dgyren + Dyoriies) sin 275 i + (D grta + Dygréa) - sin 375 i + Dyyria + Dygrites) sin 4758,
t=12,...... 9,10; 0<r<R,R=1m)
lesz, ahol A; = 3,183 és

iy = 1,9956, 13 = 0,38037,

fhyz = 3,2238, fae = 1,1528,
o = 4,7331, Ha3 = 1,6207,

ey = 5,9714, tes = 1,8227.

5. Fiiggelék

A dolgozatban hasznalt diszkrét argumentumi trigonometrikus figgvé-
nyekkel kapcsolatban az aldbbi tétel keriilt alkalmazasra.

Ha
N-1
ao(r) + 3 [o(r) cos khi + B,(r) sin khi] -
=1
+ an(r) cos 7 = 0, [h: = .1)
(i=0,1,2,...,2N — 1),
akkor
ag(r) = 0, (5.2)
o (r) =0, (5.3)

ilr) = 0, (5-4)
k=12,...,N - 1),
an(r) = 0. (5.5)

A fenti tétel bizonyitdsahoz adjuk 6ssze - i szerint — az (5.1) egyenlet-
rendszer egyenleteit, és alkalmazzuk a trigonometria j6l ismert [1]

2N—1 aN-1 2N-1
> coskhi= ¥ sinkhi = 3 coszai=0 (5.6)
i=0 i=0 i=0
azonossagait. Ezaltal a kovetkezd egyenletet kapjuk:
2Ne(r) = 0, (5.7)
azaz
oy(r) = 0. (5.8)
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Szorozzuk meg az (5.1) egyenlet mindkét oldaldt cos mi-vel, a kapott egyen-
leteket adjuk 6ssze i szerint, tovibba alkalmazzuk a trigonometria [1]

aN-1 2N-1 2N-1
> coskhicosni = ¥ sinkhi cosmi = ¥ cosmi =0, (5.9)
i=0 i=0 =0
azonossagait. Ily médon eljarva az alabbi eredményt kapjuk:
2Napn(r) = 0, (5.11)
azaz
an(r) = 0. (5.12)

Ha az (5.1) egyenlet mindkét oldalat cos lhi-vel megszorozzuk, majd a kapott
egyenleteket i szerint Osszegezziik, akkor a trigonometria [1]

2N-1
> sin khi cos khi =0, (5.13)
i=0
2N-1
S coskhicosthi= | Pa F=l (5.14)
i=0 9 ha k == ls

A<k<N-1 1<I<N-—1)

azonossagainak a felhasznalasaval a bizonyitandé (5.3) egyenletet kapjuk.
Végiil teljesen hasonléan az (6.1) egyenleth&l sin lhi-vel valé atszorzasbél
kapott egyenletek i szerinti Gsszegezésével elfallitott egyenletbdl, a

2N-1
S sinthisinkhi= |0 2 Fl (5.15)
i~0 " ha k=1

azonossag alkalmazasaval az (5.4) egyenletet tudjuk levezetni.
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A (2.31)-es karakterisztikus egyenlet gyékei

=7
vy = 3
N=35
k Lky, [ 1)
1 1,99956 0,38037
2 3,22388 1,15277
3 4,73312 1,62068
4 5,97144 1,82274
N=6
k 122°% ‘ 22 19
1 1,99990 0,320057
P) 3,17599 1,12247
3 4,68548 1,68627
4 6,20045 1,97624
5 7,30285 } 2,11456
N=7
k HEL ks
1 2,00002 0,275947
2 3,13896 1,09890
3 4,60149 1,73740
4 6,20901 2,10271
5 7,63970 2,30618
6 8,62029 2,41020
Hry = — Hgg Mgz = — Hga
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1. tablazat

N=&@L&mm)

N=8
k 23 His
1 2,00006 0,24376
2 3,11136 1,0803
3 4,51781 1,77808
4 6,13568 2,20951
5 1,72355 2,47083
6 9,04985 2,62652
7 9,92789 2,70963
N=29
k i 7]
1 2,00007 0,216012
2 3,09075 1,06692
3 4,44427 1,81079
4 6,03695 2,30049
5 7,68944 2,61471
6 9,21166 2,81700
1 10,4359 2,94305
8 11,2285 3,01223
N=10
k Uy, ks
1 2,00007 1,94776
2 3,07513 1,05611
3 4,38228 1,83734
4 5,93572 2,37834
5 1,60335 2,74131
6 9,23007 2,98696
17 10,6718 3,15207
8 11,8028 3,20321
9 12,5239 3,31739
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II. tablazat
A (2.34)-es karakterisztikus egynlet gyokei

(,,= 1 N=5,6,7,8,9,10)

?;
N=5 N=28
k l“-:l F.k's k p,;l P'I.cs
1 2,4966 1,35933 1 2,54122 1,36914
2 4,46085 1,46058 2 4,81717 1,49461
3 5,71496 1,63661 3 6,74857 1,71348
4 6,29724 1,80647 4 8,23425 1,97639
5 9,25218 2,25001
6 9,85679 2,49649
7 10,1509 2,67176
N=6 N=29
k i Uis k [ B,
1 2,51879 1,36428 1 2,54735 1,37048
2 4,63390 1,47796 2 4,86860 1,49899
3 6,19662 1,67725 3 6,91103 1,72247
4 7,14497 1,90028 4 8,57797 1,99334
5 7,58723 2,08338 S 9,82679 2,28396
6 10,6725 2,56658
1 11,1776 2,80881
8 11,4290 2,97486
N=7 N =10
Y uh 738 k o Kis
1 2,53234 1,36724 1 2,55175 1,37138
2 4,74368 1,48814 2 4,90592 1,50210
3 6,52213 1,69976 3 7,03092 1,72868
4 7,77240 1,94885 4 8,83809 2,00449
5 8,51690 2,19141 5 10,2705 2,30499
6 8,87075 2,37364 6 11,3381 2,60842
1 12,0544 2,89097
8 12,4863 3,12496
9 12,7059 3,28130
Bh=— e Mh=—ph
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An Approximate Method for the Solution of Planar Preblems of the Theory of Elasticity. —
An approximate method to be applied for solving inplane problems of the theory of elasticity
is described. The principle of the approximate procedure is the solution for Navier’s partial
differential equation established for the displacement vector by applying functions of discret
arguments with one single variable.

Ein Ann#herungsverfahren zur Lésung zweiachsiger Aufgaben der Elastizititslehre. —
Behandelt wird eine Anniherungsmethode zur Losung zweiachsiger Aufgaben der Elastizitiits-
lehre. Das Prinzip des Verfahrens ist die Losung der fiir den Verschiebungsvektor aufgeschrie-
benen Navierschen Partialdifferentialgleichung durch Anwendung von Funktionen einer Ver-
dnderlichen diskreten Argumentes.
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