EGYIK VEGUKON BEFOGOTT, MASIK VEGUKON
TERHELT PRIZMATIKUS RUDAK RUGALMAS
NAGY ALAKVALTOZASA

BONDY PAL*

[Beérkezett 1975. jtinius 6-dn]

Egyik végén befogott, a szabad végén sikbeli erdvel és erSparral terhelt egyenes
rdid (rugd) nagy hajlitdsi alakviltozédsat vizsgilva, a szerz§ levezeti hatvénysorok alak-
jdban az alakviltozds képleteit, a rugalmas vonal differencidlegyenletének kis alak-
viltozdsokndl jogos egyszeriisitése nélkiil.

Szimmetrikus keresztmetszetdi prizmatikus rudak rugalmas alakvaltoza-
sdnak szamitdsa a szimmetriasik m{ikod6 erdk esetében a rugalmas vonal
ismert differencialegyenletébél indul ki:

Yi___ M@ "

+y?%pr — EI

Kis alakviltozisok esetében y’ == 0, miért is ilyenkor a fenti képlet

helyett az

. M@ \
i (1a)

képlet alkalmazhaté.

Nagyobb alakvaltozasok esetében az (1a) képlet helyett az (1) képlethez
kell folyamodni, mely — kivételektsl eltekintve — elliptikus integrilokra vagy
elliptikus fiiggvényekre vezet [1—5, 8]. Az ezekkel jar6 nehézségek kikiiszo-
bolésére célszerfinek latszik egyszerfien kezelhetd kozelitd képleteket felallitani,
amelyek a szokisos, kis alakvaltozdsokra érvényes képletek bvitései. Ezek
a képletek hatvanysorok; t6bb szerz§ is foglalkozik veliik, pl. [6, 7, 8]. Tovabbi
elényiik e képleteknek, hogy az alakvaltozast a terhelés fiiggvényében adjak
meg, és nem forditva. Itt most a [7] szerinti médszer tovabbfejlesztéseként
arra az esetre vezetiink le képleteket, amikor a szimmetrikus keresztmetszeti
prizmatikus rdd egyik vége befogott, masik vége pedig a szimmetriasikban
terhelt. A nyiréerdk hatasat, valamint a ridtengelynek az axialis er6k hatasara
bekovetkezd hosszviltozasat nem vessziik figyelembe,

* Bondy Pal, Altalénos Géptervezd Iroda, 1253 Budapest, Pf. 10.
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200 BONDY PAL

Az abra szerinti koordinatarendszerrel és jelolésekkel a rugalmas vonal
egyenlete

Y  _MAPl—t—5)+8f—3)

A+yye EI e

A bal oldal nevezgjének sorbafejtése és atrendezés utan

1 3

EI1

y =—[1+;y’2+%y'4+ ] [M+PI—t—x)+SF—n]. (3)

1. dbra

Bevezetjiik a rugalmas vonal egyenletének megkozelitéseként az

y=ay+ ax + an® 4 apx® 4+ axt 4 ... + ax" (1)
hatvanysort. Ebbdl

’

y' = a; + 2ayx + 3azx® 4 4dax® + ... + na "L, (5)

y" = 2ay + 6azx + 12a,2* 4 ... 4+ n(n — 1)a,x"2, (6)
n—1

¥y = a} + 4a,a,x + (403 + 6a,a5)2% + . .. + [2 i(n—1) a an_,-] Lokl (7

ye=1

Behelyettesitjiik a (4), (6) és (7) sorokat a (3) egyenletbe. Rendezés utén, az

peremfeltételekkel, x hatvanyai egyiitthatéinak egyeztetése alapjan

G, — 0, tai=—"0; a2=M+P(l*t)+Sf, Ay — — e wath.

2EI . 6 EI
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Az
EI=H (8)

jeloléssel a rugalmas vonal egyenlete

y_MEPlH+Sf, P x3+{[M—|—P(l—t)—|—Sf]3_
2H 6H 8H?
_[M4PQ—0)+ Sf]S]x4+ ‘_ (M- P 1)+ SfRP
24H? 20H3
__IiA]xs_F[[M—}-P(l—t)—{—Sf]Pz UED(EDES )
120 H? 16 H? 16 H5
_ MM P9+ SPS  (MAPI )+ ]S
240 H* 720 H3
N {_ 15(M + P(L—0) + SfI'P _ 21[M + PU_) + S/ PS _
112 H° 560 H*
P ps:
T 112H 5040 H?

_+.

+

9

o
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A ridvégi lehajlas

MAPl=9+Sf,_,

2_L — ¥ ...
o P =P (10)

Yx=t—t = f:

(a (9) egyenletben ! helyett az | -- t kifejezést is irva).
A rid végének elfordulisa (5) és (9) alapjan, az x =l — ¢ helyen,

J’:’c-z—t“—‘tg‘P:M_*_P(ldt)_*_Sf(l——t P {[M+P(l D+SfP

H )=og 2H?
M+ P t)+Sf]S} I — 1 + {_ 3[M + P(l—t)+ SfPP
6H? 4H?
25; ] (= 1) + l 3[M + P(é;{:) + 1P 3[M+ Pé;:) + SfF _
_ 1I[M +P(- &)+ SfFS N [M + P(l—1t)+ Sf]S? n
40 H4 120 H3
n {_ 15[M + P(I — t) + Sf]* P + 27M + P( — 1)+ SfPPS
16 HS 80 H?
_ P ps
16 H® 720 H3

+

+

l(l—z)5+

ba—grsooo.
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202 BONDY PAL

A rid végének x-irinyd elmozdulisit az a feltétel adja meg, hogy a
rugalmas vonal ! hossza az alakvaltozas sordn nem valtozik. Akkor

—t L
1= V1 —}—y’zdx:—[

0

—t ’2 7
R I 2
(12)

0
I—t ¢ 22 ’q
Y y
t= P — 4 .. ] dx.
l2 8

0

At az egyenlet mindkét oldalan eléfordul. A probléma itericiéval oldhaté
meg: az integral fels6 hatarat eldszor [ értékkel kozelitjiik meg. Ily médon elsé

kozelitésben

t* = lfl y’2dx—ifl y'4dx + - -
2 Jo 8 Jo
B 5

1 Sl B
= M2 P2 MP
6H? + 15H? + 24H? + 3H?

(13)
MSf4 .

A (13) sor csak azokat a tagokat tartalmazza, amelyek P, S, M és f-ben
egyiittesen harmadfokinal nem magasabb fokidak, feltételezve, hogy a gyakor-
lat részére ez elegendS. A t* érték bevezetése t iterdcids szamitdsa soran
mar negyedfoki tagokat adna, ezért nem is kell tovibb menni, az itteni pon-

tossagi szinten
tr=1. (14)

t értékét behelyettesitve (10)-be, a lehajlas
& & e

B B
= M P— MS — PS Sf —
f 2H + 3H 24H* 30H? + 2H f

L R PR § S |

T 24H? 105 H3 80H?  20H?

A r "
MS? 4 §?
720H? 840 H? 24H?

P+  (15)

S 4.,

+

és az elfordulas

t —LM+—’2_P— P oys_ B PS+-l—Sf—|—
8= 2H 6H? 8H? H

B 1o 3 s
M? — P+ M?P 4
3H? 240 H® 3H? 10H3

15 ] l3

!
Ms? Ps: S+ ..e.
120 H® t Taams oz I T

MP*+  (16)

+

+
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A (13), (15) és (16) egyenletek még a jobb oldalon is tartalmazzak az flehajlast.
Alkalmazasuk kényelmesebb lesz, ha tovabbi atalakitassal explicit alakra
hozzuk. A médszert roviden a (13) egyenleten mutatjuk be.

Felirjuk f egyenletét MacLaurin-sor alakjaban:

so1.p.9) = (L) w+ (L] P+ (L] s+o][2L] e+

oM 8s),” ' 2 [lamz],

8% o*f &f ( o%f
T g2y [ ) Mpya[-2T | ms 17
+(apz]+(asz)o +(8M8PJ0 + 8MGS)0 + ()

e
2 PS|+---.
* (apas o ]+

A sor egyiitthatéi (13) differencialasaval és az
M=P=S=0,f=0
peremfeltételek alapjin kiszamithaték. Ezekkel f sora végiil

r B 4 " 205

=M P— pPs— M3 PS
T T 105H? Y R TS TOR
51 305 1120 1717
MS — 2p — MP? Ps: 18

t e 20H?3 80H? tasm ST U8

61i8

MS? oo,

t I20m +

Hasonléképpen eljirva, végeredményként

Is I 97 514
£ == P4 M2+ P2S 4 P+
15H? 6H? 5040 24H?
(19)
215 1124
M:2S — S+ ...,
t Tsm 240 H* +
I2 I8 ! B 31
tgg = P— PrM M3 M2P
8% = Sm saoms - T T e M T e +
Is It 4718 23
MP: — PS PS*+ -—— MS 20
t Joms sz > saoms - | 3H? + (20)
215
MS: 4 ...,
t 1Ism +
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és a rugalmas vonal egyenlete

y= [_ M+ P ps_ B ppp 5P ypey
oH ol | 30 12H3 48H3
+ 2 psy B oysy F MSZ] 2 — L peg
6H? 4H? 15H2 6H
4 [ ' a3 oaep o 3F ppr oy pps ] -
8H? 8H?3 8 24H?

3 2
_ ! PS ! ps? — ! MSZ]x"—}—[— 3 m=p 31 MP2--

24H3 T2H3 48H3 20H3 10H3
+- L poy S|+ ja M o P (21)
20H3 120H2 16H? 16H3
1 S2 l 1
. ps P
tooms M a0 ] +[ 112 H?
1
e PS2|x7a...
5040H° ] +

Faradsagos, de elvi nehézségekkel nem jaré szamitasi munka iran még
a sorok magasabb hatvinyu tagjai is kiszamithaték.
A (18), (19) és (20) sorok az
Ml __ PP . _ S

m=-—,

= €s s =
H P="y H

kifejezések bevezetésével dimenziénélkiili, jobban attekinthet§ alakra hoz-

haték. Ez megkonnyitheti az alkalmazasukat, mert mindjart a numerikus

szamitds kezdetekor el lehet donteni, elhanyagolhaték-e egyes tagok. Tehat
fll=10,500 m -+ 0,333 p — 0,038 p* — 0,042 m® + 0,133 ps + 0,208 ms —

— 0,150 m?>p — 0,138 mp? + 0,054 ps® - 0,085 ms® 4 ... (22)

t/l = 0,067 p? + 0,167 m®> + 0,019 p*s + 0,208 mp 4- 0,133 m?s —
— 0,046 mps + ... (23)
tgp = 0,500 p — 0,004 p* + m + 0,333 m® + 0,375 pm? + 0,100 p>m —
— 0,125 ps + 0,196 ps® + 0,667 ms + 0,133 ms®> 4 .

Az
(1 + y'z)slz
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PRIZMATIKUS RUDAK NAGY ALAKVALTOZASA 205

sorbafejtés csak y'2 = 1-ig konvergens, az alkalmazott
3 3
1 2 r4
+ 2 ¥y 4+ 3 y

kozelités még y'2 = 1-nél is csak 1,7% hibaval jar. Ha a ridvég elfordulasa
ennek megfelelen ¢ = 45°, a rugalmas vonal mentén az emelkedés mindenhol
kisebb és a széban forgé hiba hatasa még az emlitettnél is kisebb.

¥y, fotgp és t sorainak konvergenciajat nem sikeriilt bebizonyitani,
de a [7]-ben M = const, P = S = 0 terhelésre kozolt vizsgalatok, valamint
néhany szampélda valészinisiti, hogy a sorok hibaja a matematikailag exakt
megoldashoz viszonyitva csak néhany szazalék, ameddig el nem érik az

fil=1/3, p = 50°
hatarok egyikét.
Mellékesen megjegyezziik, hogy hibaforrasok az E fizikai 4llandé és
a méretek bizonytalansagaban is rejlenek [10], digyhogy a képletekkel szemben
tilzott pontossagi igényeknek nincs gyakorlati jelentdségiik.
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Large Elastic Deformation of Prismatic Cantilever Bars with Loads Applied at the Free
End. The author investigates the large deflections of a cantilever bar (or a straight spring) to
which at the free end a force and a couple are applied. Without recourse to the usual neglections
justified in the theory of small deformations, he deduces power series yielding the equations
of the elastica, the end slope and the end displacements.

GroBle elastische Forminderung ven einseitig eingespannten, am freien Ende belasteten
prismatischen Stiben. Fiir die Berechnung der groflen Biegeverformung eines einseitig ein-
gespannten, am freien Ende durch eine Kraft und ein Kriftepaar belasteten geraden Stabes
(oder einer geraden Feder) werden Potenzreihen fiir die Forméinderungen abgeleitet, wobei die
bei kleinen Forminderungen iibliche und berechtigte Vereinfachung der D. Gl. der elastischen
Linie nicht beniitzt wird.
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