
EGYIK VÉGÜKÖN BEFOGOTT, MÁSIK VÉGÜKÖN 
TERHELT PRIZMATIKUS RUDAK RUGALMAS 

NAGY ALAKVÁLTOZÁSA 

B O N D Y P Á L * 

[ B e é r k e z e t t 1975. j ú n i u s 6-án] 

E g y i k végén b e f o g o t t , a szabad v é g é n s íkbel i erővel és e r ő p á r r a l t e rhe l t e g y e n e s 
rúd ( r u g ó ) n a g y ha j l í t á s i a l a k v á l t o z á s á t v i z s g á l v a , a szerző l e v e z e t i h a t v á n y s o r o k a l a k -
j á b a n az a l akvá l t ozá s k é p l e t e i t , a r u g a l m a s v o n a l d i f f e r enc i á l egyen le t ének k i s a l a k -
v á l t o z á s o k n á l jogos e g y s z e r ű s í t é s e nélkül . 

Szimmetrikus keresztmetszetű prizmatikus rudak rugalmas alakváltozá-
sának számítása a szimmetriasík működő erők esetében, a rugalmas vonal 
ismert differenciálegyenletéből indul ki: 

/ I _ M ( * ) (1) 
( l + y ' 2 ) 3 / 2 E J 

Kis alakváltozások esetében у' ^ 0, miért is ilyenkor a fenti képlet 
helyett az 

у ' = Ш - (la) 
El 

képlet alkalmazható. 
Nagyobb alakváltozások esetében az ( la) képlet helyett az (1) képlethez 

kell folyamodni, mely — kivételektől eltekintve — elliptikus integrálokra vagy 
elliptikus függvényekre vezet [1 5,8]. Az ezekkel járó nehézségek kiküszö-
bölésére célszerűnek látszik egyszerűen kezelhető közelítő képleteket felállítani, 
amelyek a szokásos, kis alakváltozásokra érvényes képletek bővítései. Ezek 
a képletek hatványsorok; több szerző is foglalkozik velük, pl. [6, 7, 8]. További 
előnyük e képleteknek, hogy az alakváltozást a terhelés függvényében adják 
meg, és nem fordítva. I t t most a [7] szerinti módszer továbbfejlesztéseként 
arra az esetre vezetünk le képleteket, amikor a szimmetrikus keresztmetszetű 
prizmatikus rúd egyik vége befogott, másik vége pedig a szimmetriasíkban 
terhelt. A nyíróerők hatását, valamint a rúdtengelynek az axiális erők hatására 
bekövetkező bosszváltozását nem vesszük figyelembe. 

* B o n d y P á l , Ál ta lános G é p t e r v e z ő I roda , 1 2 5 3 B u d a p e s t , P f . 10. 
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Az ábra szerinti koordinátarendszerrel és jelölésekkel a rugalmas vonal 
egyenlete 

M + P ( í - t - x ) + S ( f - y ) 

(1 + y'2)3/2 El 

A bal oldal nevezőjének sorbafejtése és átrendezés után 

y " = 

El 
1 + } ú 2 + | / 4 + - - -

(2) 

[M + P ( l - t - x ) + S ( f - y ) ] . ( 3 ) 

1. ábra 

Bevezetjük a rugalmas vonal egyenletének megközelítéseként az 

У = «о + aix + °2*2 + «3*3 + a4x4 + . . . + anxn (4) 

hatványsort. Ebből 

y' = ax + 2а2дг + 3a3x2 + 4a4x3 - ( - . . . -f- reanx"_1, (5) 

y" = 2a2 + 6a3x + 12o4x2 -f . . . + n(n — l)an*"-2 , (6) 

у'2 = a2 + \axa2x + (4a2 + 6oja3)A;2 -f- . . . + 
n-l 
2 — ») o, an_, 
í=i 

*"- 2 . (7) 

Behelyettesítjük a (4), (6) és (7) sorokat a (3) egyenletbe. Rendezés u tán , az 

x = 0, у = 0, у' = О 

peremfeltételekkel, дг hatványai együtthatóinak egyeztetése alapján 

P . . M + P(l t) + Sf 
a0 = 0 , ax = 0, a2 = — ~ > аз= ~ 

2 El 6 El 
, stb. 
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Az 
El = Я 

jelöléssel a rugalmas vonal egyenlete 

(8) 

У 
M + P(l-t) + Sfx2_JP_x3 + 

2 H 

[M + P(l - t) + Sf]S 

+ PS 
120 H2 

24Я2 

* 5 + { 

6 Я 

* 4 + -

[M + P(Z - 1 ) + S / ] 3 

8 H3 

3[M + P(l - t) + S/]2 P 
20Я3 + 

[M + P(Z - t) + SjQP2 [M + P(Z - t) + S/]5 

16 Я 3 16 Я 5 

11[M + P(l -1) + s / p s [ M 4- P(i - 1 ) + S f ] S2 (9) 
+ 

+ 

240 Я 4 720 Я 3 

15[M + P(l - Í) + SfY P 27[M + P(l-t) + Sf]2 PS 

P 3 

112 Я5 

PS 2 

560 Я4 

112 Я3 5040 Я 3  

A rúdvégi lehajlás 

Zrl 6 Я 
( Z - t ) 3 + (10) 

(a (9) egyenletben Z helyett az Z t kifejezést is írva). 
A rúd végének elfordulása (5) és (9) alapján, az x = Z — t helyen, 

Ух—i-t ~ — „ ' J (í • - 0 — — ( í - 0 2 + 
II Zrl 

[M + P(l t) + Sf]3 

[M + P(l-t) + Sf]S] __ 
6 Я 2 

2 Я 3 

3[M + P ( Z - t ) + g / ] 2 P 
4 Я2 + 

+ P S 
24 Я 2 

3[M + P(Z 1) + S / ]P 2 3[M + P ( j - Q + S /P  
8 Я 3 8Я5 

11[M + P(Z - t) + S / P S [ M + P(Z - 1 ) + s / ] S2 

40 Я 4 120 Я 3 (Z - t)3 + 
(И) 

+ 15[M + P(Z - t) + S f Y p
 + 27[M + P(Z - t) + Sf]2 PS 

P 3 

16 Я 3 

PS 2 

80 H3 

16 H3 720 Я 3 (Z - t)« + 
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A rúd végének л;-irányú elmozdulását az a feltétel adja meg, hogy a 
rugalmas vonal l hossza az alakváltozás során nem változik. Akkor 

z = f y i + y * d x = Г 
Jo Jo 

u-'2 „'4 
1 + dx, 

(12) 

A t az egyenlet mindkét oldalán előfordul. A probléma iterációval oldható 
meg: az integrál felső határát először l értékkel közelítjük meg. Ily módon első 
közelítésben 

1 Г1 1 Г1 

t* = — y'2 dx - — у'4 dx + • -. 
8 Jo 

/ 3 15 С / 4 13 

t* = — — M 2 + — P2 + A— MP + - ! — MSf 4 . 
6 Я 2 15Я2 24Я2 ЗЯ2 

А (13) sor csak azokat a tagokat tartalmazza, amelyek P , S, M és / -ben 
együttesen harmadfokúnál nem magasabb fokúak, feltételezve, hogy a gyakor-
lat részére ez elegendő. A t* érték bevezetése t iterációs számítása során 
már negyedfokú tagokat adna, ezért nem is kell tovább menni, az itteni pon-
tossági szinten 

t* =t. (14) 

t értékét behelyettesítve (10)-be, a lehajlás 
l 2 l 3 / 4 / 5 12 

/ = —— M ч—-— P -—MS -—PS + —— S f -
2 H ЗЯ 24Я2 ЗОЯ2 2 Я 

Z4 417 11 Z6 Ч/5 

M 3 P 3 - M P 2 — М 2 Р + (15) 
24Я3 105 Я 3 80Я3 20Я3 

Z6 Z7 Z4 

H MS2 + — PS2 — - — s 2 / + 
720 Я 3 840 Я 3 24Я2 

és az elfordulás 

Z Z2 Z3 Z4 Z 
tg p = — M H P - MS P S + — S / + 

Я 2Я 6 Я 2 8Н2 Я 
Z3 Ze 3Z4 Z5 

ч M 3 - Р 3 ч М 2 Р Ч -MP2 + (16) 
ЗЯ 3 240 Я 3 ЗЯ3 10Я3 

Z5 Ze Z3 

ч MS2 ч PS2 — S 2 / ч — . 
120 Я 3 144 Я 3 6 Я 2 
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A (13), (15) és (16) egyenletek még a jobb oldalon is tartalmazzák a z / l e h a j l á s t . 
Alkalmazásuk kényelmesebb lesz, ha tovább i átalakítással explicit alakra 
hozzuk. A módszert röviden a (13) egyenleten muta t juk be. 

F e l í r j u k / egyenletét MacLaurin-sor alakjában: 

/ ( M , P, S) = 

+ 

9 M 

3 2 / 

м + 3 / 
9 P p + i - s q s + — -

3 s L 2 
] M2 4 

| э м 2 ] 0 

9 P 2 M „ 
Э2/ 

ЭМ ЭР 
M P + 2 Э2/ 

9 M 9 S 
MS + (17) 

+ 2 Э2/2 

9 P 9 S 
PS + 

A sor együt thatói (13) differenciálásával és az 

M = P = S = 0, / = 0 

peremfeltételek alapján kiszámíthatók. E z e k k e l / sora végül 

4Z7 Z'? /3 

/ = - — M + —— P P 3 -
2 Я ЗЯ 105Я3 24Я3 

/4 д rí , 2 / 5 

M3 + 15Я2 P S + 

+ 

24Я 2  

61Z6 

720 Я 3 

20 Я 3  

MS2 H  

4/5 1 1 je 1 7/7 
M 2 P - MP 2 + PS 2 + (18) 

8 0 Я 3 3 1 5 Я 3 

Hasonlóképpen eljárva, végeredményként 

Z5 

+ 

tg?7 

15Я2  

2Z5  

15Я3 

Z2 

/3 Q7 Ç/4 
P 2 + — — M2 + — - - P 2 S + M P + 

6Я 2 5040 24Я2 

1 1/4 
M2S M P S + 

240 Я 3 

+ 
+ 

2 Я 

Z5 

ю я 3 

2Z5  

15Я3 

/8 / /3 Q/4 
P - — P 3 4- — M + —— M 3 + -A— M 2 P 4 -

240 Я 3 Я ЗЯ3 8Я 3 

Z4 47Z6 2Z3 

M P 2 — P S 4- PS2 4 M S 4 
8 Я 2 240 Я 3 ЗЯ 2 

MS2 4-

(19) 

(20) 
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és a rugalmas vonal egyenlete 

У — 

+ 

+ 

1 M + — p P 

2 H 

P 
6H2 

1 

2 H 30 Я 3 
рз P 

12 H 3 M2P 
5P 

48 Я 3 

P P 51* 
PS + —— MS -1 PS2 4 — MS2 

4Я2 15 H2 48 H3 

MP 2 + 

1 

3/ 3/2 1 
M3 + —— M2P + — MP2 + PP3  

8 H3 8 H3 8 24Я2 

X2 Px3 + 
6 Я 

MS -

1 PS 13 

24Я3  

312 

72Я 3 P S 2 - Z2 

48Я 3 MS2 
* 4 + 

20 H3 M2P 3/ 
10Я3 MP 2 -

+ 
+ 

20 Я 3  

1 

720 Я 3  

1 
5040Я3 

P 3 + 
1 

120Я2 P S a5 + M P 2 H — z — 
16Я3 16Я3 P 3 + (21) 

M S 2 + 
l 

720Я3 PS 2 x6 + 1 
112Я 3 

рз 

P S 2 

Fáradságos, de elvi nehézségekkel nem járó számítási munka árán még 
a sorok magasabb hatványú tagjai is kiszámíthatók. 

A (18), (19) és (20) sorok az 

m = 
ЛЯ 
Я P = 

PP 

H 

SI2  

H 

kifejezések bevezetésével dimenziónélküli, jobban áttekinthető alakra hoz-
hatók. Ez megkönnyítheti az alkalmazásukat, mert mindjár t a numerikus 
számítás kezdetekor el lehet dönteni, elhanyagolhatók-e egyes tagok. Tehát 

f j l = 0,500 m + 0,333 p — 0,038 p3 - 0,042 m3 + 0,133 p s + 0,208 ms — 

- 0,150 m2p - 0,138 mp2 + 0,054 ps2 + 0,085 ms2 + . . . (22) 

tjl = 0,067 p 2 + 0,167 m2 + 0,019 p2s + 0,208 mp + 0,133 m2s -

- 0,046 mps + . . . (23) 

tg<p = 0,500 p — 0,004 p3 + m + 0,333 m3 + 0,315 pm2 + 0,100 p2m — 

- 0,125 ps + 0,196 ps2 + 0,667 ms + 0,133 ms2 + . . . 

Az 
(1 + y ' 2)3/2 
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sorbafejtés csak y ' 2 = l-ig konvergens, az alkalmazott 

i + } / « + } , • • 

közelítés még y ' 2 = 1-nél is csak 1,7% hibával jár. Ha a rúdvég elfordulása 
ennek megfelelően (p = 45°, a rugalmas vonal mentén az emelkedés mindenhol 
kisebb és a szóban forgó hiba hatása még az említettnél is kisebb. 

y , f , tgcp és t sorainak konvergenciáját nem sikerült bebizonyítani, 
de a [7]-ben M = const, P = S = 0 terhelésre közölt vizsgálatok, valamint 
néhány számpélda valószínűsíti, hogy a sorok hibája a matematikailag exakt 
megoldáshoz viszonyítva csak néhány százalék, ameddig el nem érik az 

f j l = 1/3, cp = 50° 
határok egyikét. 

Mellékesen megjegyezzük, hogy hibaforrások az E fizikai állandó és 
a méretek bizonytalanságában is rejlenek [10], úgyhogy a képletekkel szemben 
túlzott pontossági igényeknek nincs gyakorlati jelentőségük. 
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L a r g e E las t i c D e f o r m a t i o n of P r i sma t i c Cant i l ever B a r s with L o a d s Applied at t h e F r e e 
E n d . The a u t h o r i n v e s t i g a t e s t he la rge def lec t ions of a c a n t i l e v e r bar (or a s t r a i g h t sp r ing ) t o 
wh ich a t t h e f r ee e n d a force a n d a coup le are appl ied . W i t h o u t recourse t o t h e usual n e g l e c t i o n s 
j u s t i f i ed in t h e t h e o r y of smal l d e f o r m a t i o n s , he d e d u c e s power series y ie ld ing the e q u a t i o n s 
of t he e las t ica , t h e e n d slope a n d t h e e n d d i sp l acemen t s . 

Große e las t i sche F o r m ä n d e r u n g von einseit ig e i n g e s p a n n t e n , a m f r e i e n Ende b e l a s t e t e n 
p r i sma t i schen S täben . F ü r die B e r e c h n u n g der g r o ß e n B i e g e v e r f o r m u n g eines einseit ig e i n -
g e s p a n n t e n , a m f r e i en E n d e d u r c h eine K r a f t u n d e i n K r ä f t e p a a r b e l a s t e t e n geraden S t a b e s 
(oder einer g e r a d e n F e d e r ) w e r d e n P o t e n z r e i h e n f ü r d ie F o r m ä n d e r u n g e n abgele i te t , wobe i d i e 
bei kleinen F o r m ä n d e r u n g e n üb l i che u n d be rech t ig t e V e r e i n f a c h u n g d e r D . Gl. der e l a s t i s c h e n 
Linie n i c h t b e n ü t z t wi rd . 
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