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A dolgozat e folybiratban megjelent elsd két részét e harmadik rész kiegésziti
— az ismertetett elmélet gyakorlati alkalmazésdnak eldmozditaséra — a kovetendd
szdmitds pontokba szedett vezérfonalaval, tovabba ismertet egy szdmpélddt, és ismer-
teti annak eredményeit.

Bevezetés

A dolgozatnak ebben a folyéiratban megjelent elsé két része a targyalt
elméletet dllitotta a gondolatmenet kézéppontjaba. Ez a befejezd rész az ismer-
tetett elmélet gyakorlati alkalmazéasa soran kévetends lépéseket foglalja ossze,
tovabba egy szampéldaval illusztrilja az elméletnek a jelenleg rendelkezé-
siinkre 4116 szamit6gép(ek)re valé programozhatésagat. Az I. illetve a II. rész
egyenleteire tgy hivatkozunk, hogy a megfelelé egyenletszam elé I- illetve
II-t irunk.

A szamitégépi programokat szerz§ iranyitasival CzecLEDp1 Gyula,
RicaLik Gyorgy, KALMAN Sandor és SzErVANSzKY Gydrgy tervezték meg;
a szampéldaval kapcsolatos futtatasokat ellendrizték és kiértékelték. E farad-
sagos és nagy szakértelmet igénylé munkéért, valamint elvi kérdésekben valé
tanacskozasokért szerzd koszonetét fejezi ki.

2. A gyakorlati alkalmazas vezérfonala

A dolgozat el§z3 két részében bemutatott elmélet gyakorlati alkalmazasa
soran az alabbiak szerint célszerii haladni.

Az egyes pontok utan zaréjelben hivatkozunk a megfeleld egyenletekre,
illetve pontokra. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az elméleti rész altalaban
csak az alsé korlatok szamitasat részletezi.

2.1. A ridszerkezet operatoros amplitidé-eloszlasi egyenletét, valamint
mellékfeltételi egyenletrendszerét elé kell allitani. E munka sorin mind a
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208 BOSZNAY ADAM

L tablazat

Az 1. dbra szerinti riddszerkezet sajdtfrekvencidinak korldtai sec~'-ben

L.a” Javitott alsé korlatok
feladat m=13 m = 14 m=15 | m = 16
1 186,1068 200,8565 208,2323 223,0863 267,8347
2 251,3877 275,7092 287,9766 312,6816 387,1067
3 393,7116 416,0206 427,4496 450,4664 519,8053
4 409,0567 433,8951 446,2548 471,1457 546,1307
5 420,7336 451,4326 467,0379 498,4652 593,1413
6 532,4764 564,6564 580,8693 613,5203 711,8827
1 541,0250 584,5781 606,2132 649,7840 781,0427
8 716,6454 792,6218 830,6621 907,2711 1138,0587
9 1008,7316 1083,3670 1120,7843 1196,1387 1423,1467
10 1078,1547 1154,8077 1192,9403 1269,7352 1501,0827
11 1238,4590 1323,9478 1366,6182 1452,5516 1711,4293
12 1276,6659 1362,3196 1405,1745 1491,4797 1719,6914
13 1384.9676 1427,3463 1520,3844 1611,5066 1751,4773
14 1427,3463 1475,1375 1639,9145 1713,6870 1886,0160
15 1639,9145 1639,9145 1640,8613 1783,7480 2214,2000
16 1713,6870 1713,6870 1713,6870 2041,2648 2526,6373
Javitott felsd korlatok W
m—16 | m=15 m=14 m=13 feladat
326,3614 366,7493 421,6067 497,6147 1145,9299
484,6141 551,6205 642,8589 769,2747 1846,3355
610,6493 673,0765 758,0798 875,8565 1879,0114
644,3717 711,8822 803,8070 931,1739 2016,8646
717,1806 802,4595 918,4838 1079,2974 2449,7309
840,7514 929,3091 1049,8925 1216,9674 2640,6721
953,0103 1071,1853 1232,0965 1455,0480 3354,8628
1440,4234 1648,2063 1931,1310 2323,1389 5662,7891
1720,5596 19249397 2203,2309 2588.,8190 5873,8224
1804,1810 1012,4680 2296,0791 2689,0381 6036,8251
2050,5963 2283,6694 2601,0301 3040,7510 6786,3225
2092,1115 2326,1928 2644,9264 3086,5495 6848,4779
2245,6626 2492,8091 2829,3327 3295,6049 7267,5646
2778,1537 3165,6986 3693,3937 10652,7595 10652,7595
3162,5448 3599,5358 12041,8853 12041,8853 12041,8853
12140,2383 12093,9298 12093,9298 12093,9298 12093,9298

ko6z6s, mind az egyes rudakra vonatkozé koordinatarendszerek kijelolésre
keriilnek. (I(1b), I/(3a).)

2. Az I” és ,,u” ridszerkezetek kivélasztasa, operatoros amplitidé-
eloszlasi egyenletiik, tovabba a mellékfeltételeket tartalmazé egyenletrend-
szerek felirasa. (I(161), I(16u), I(171), I(17u), I(1b).)

2.3. Meg kell hatirozni a ,,lényeges” mellékfeltételeket. (I. Fiiggelék.)

2.4. Mind az ,,I”, mind az ,,u” feladathoz tartozé R4 operatorokkal
kapcsolatos ,,lényeges” mellékfeltételeket el kell allitani. (II(27), I. Fiig-
gelék.)
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2.5. Fel kell irni az ,,I” és ,,u’ feladathoz tartozé karakterisztikus egyen-
letrendszereket. (I.4. zaré része.)

2.6. Az ,,I” feladat els§ n; szamu sajatértékét és (nem feltétleniil normalt)
sajatvektorat, valamint az ,,u’ feladat els6 n, szimi sajatértékét és (nem fel-
tétleniil normalt) sajatvektorat szimitégéppel meg kell hataroztatni. A sajat-
értékeket léptetési technikaval, a sajatvektorokat a homogén lineiris algebrai
egyenletrendszerek megoldasira szolgalé valamelyik médszerrel szimittat-
hatjuk. Célszerii az n, = n, = n, valasztis. m-et vigy kell felvenni, hogy m < n,
legyen. (I.4. zaré része, 11(16), II(17), 11(24).)

2.7. Elgéllitjuk mind az ,,I”’, mind az ,,u”” feladathoz tartozé projektor-
operatorokat felépits vektorokat, ahol a gorog betlis mennyiségeket kivéve
az Osszes tobbi mennyiség — az el§zlek alapjan — mar szdmszer{ien ismert:

m .
pi= 2= Bia(R{)~ Buy,
k=1

m
— -1
Sjp = 2 sjlel Buy,
k=1
. L.
és ezek analégiajara:

m
Pju=— 2 ﬂjku(dej)-l Buuy,

k=1

m
_ -1
Sju = 2 8jkuTu Buuy, .
k=1

(IX(25), 11(26), 11(32).)

2.8. A gordg betiivel jelslt allandok kiszamitasara szolgilé egyenleteket
eldallitjuk. Az elgallitas azon az alapon torténik, hogy az el5bb felirt projektor-
felépitd vektorok kiilonbozé mellékfeltételeket kell, hogy kielégitsenek. Rész-
letesen:

K?edj Py = o,
K.s; =0,

crea

és ezek analégiajara:
Kﬁgj Pju =0 ]
Ksju=0.
(11(30), II(35).)
2.9. A 2.8.-ban kijelolt homogén linearis algebrai egyenletrendszerek
ismeretlen vektorai sorrendben:

Br=[Bjs-+Bjml>
g = [aju, cen sjm,] .
Bu=Bjru»+ -+ Bjmul>
&= [Ej14s + s Ejmul «
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Szamitégéppel meg kell hataroztatni a széban forgé négy egyenletrendszer
egyiitthatématrixainak rangjat, legyenek ezek

Tis Taps T3yo Tay -

2.10. Az
ry=m -k,
ry =m — k,
rg, =m — ks,

r,=m — k,

egyenletekbdl kiszamitjuk k-, ks, ks- és k,-et, majd a 2.8, alatt kijelolt egyenlet-
rendszerekb6l

a k, szamu, linearisan fiiggetlen g,
k, szam, linearisan fiiggetlen ¢,
k; szam, linearisan fiiggetlen g,
k, szami, linearisan fiiggetlen ¢, vektorokat.

(11(33), 11(36).)

2.11. A 2.10. alattiakat felhasznalva el6illitjuk a 2.7. szerinti projektor-
bazisokat.

2.12. Formalisan elgallitjuk a

(Pa» sz)v (Piw Pju)’ (Sirs sjl)’ (Siws sju)

skaldrszorzatokat az osszes sz6bajovs i-re és j-re, majd szamértékiiket nume-
rikus integrilassal kiszamitjuk. (I1.3.)

2.13. A 2.12. alatt nyert skalarszorzatokbdl felépitett négy méatrix inver-
talandé. (11.3.)

2.14. A 2.6.és a2.13. alatt nyert szamértékekbdl elGallitjuk az alsé, vala-
mint a fels§ kozbensé operatorparoknak megfelel§ algebrai sajatértékfeladatok
matrixpéarjait. (11.(24).)

2.15. Kiszédmittatjuk a 2.14. alatt nyert alsé és fels6 kozbensé algebrai
sajatértékfeladatok sajatértékeit.

2.16. Az ,I” feladat 2.6. alatt nyert sajatértékei kozil az (m + 1),
(m + 2)- ..., n,adikbsl all6 halmazt egyesitjiik a 2.15-ben kiszamitott,
m szamu alsé kozbens8 sajatértékbél allé halmazzal, majd az egyesitett hal-
mazt nagysag szerint rendezziik.

2.17. Az ,u” feladat 2.6. alatt nyert sajatértékei kézil az (m + 1)-,
(m + 2)-, ..., n,adikb8l all6 halmazt egyesitjik a 2.15-beli, m szami felsd
kozbensS sajatértékb6l allé halmazzal, majd az egyesitett halmazt nagysag
szerint rendezziik.

2.18. A 2.16. és 2.17. alatt nyert rendezett szimsorozatok adjik a kere-
sett als6 és felsd sajatérték-korlatokat.
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2.19. m névelésével a korlatok sziikithet6k. Nagyobb m valasztasa soran
n, novelése is sziikségessé valhatik, m és n, novelése esetében a szamitas a 2.6.
ponttal kezd§déen megismétlendd.

3. Szampélda

A példa céljaira valasztott ridszerkezet vazlatat az 1. abra mutatja

A szerkezet hdrom, egymésra merdleges tengelyli, viltozé keresztmetszetii egyenes
radbél all. Mindhéarom rid hosszisaga:

h=l=k=1m

1. dbra

Mindegyik ridnak egy-egy vége befogott, a mésik harom vég elfordulds- és eltolédis-tartéan
csatlakozik egyméssal.
Az ébra feltiinteti az egyes rudak koordindtarendszereit, és a kozos koordinétarend-

szert is.
A radkeresztmetszetek alakja: négyzet, kor illetve téglalap. A keresztmetszetek jel-
lemz6 méretei igy véltoznak a ridhosszak mentén:

a négyzet élhossztsaga: a)(x,) = 10-%(4 — x,) méter,
a kor atmérdje: dy(x,) = 10-3(4 — x,) méter,
a téglalap élhosszai:

ag = 10—%(2,5 — x;) méter,

bg = 10-%(3,5 — x5) méter.

A két nem korkeresztmetszetii rid csavarési merevségére jellemzé I; (i = 1, 3) meny-
nyiségek szamitdsdnél figyelembe vettiik, hogy azt az
T th[ﬂ—_ll nai]

I, = T6 b3 Ya; — b; (0,6302488761 ' %2) :‘2 kf"'
=1

képlettel ([1], 71.0. 9,4 sszefiiggés) kell szamitani; a fenti formula akkor érvényes, ha a, < b;.
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212 BOSZNAY ADAM

A ridanyagok rugalmassigi modulusait az alabbiak szerint véalasztottuk:

E, = 2,19 - 10'® kp m-?, G, = 8,3 -10° kp m-%,
E, = 7,4 - 10° kp m?, G, =2,7-10° kp m-?,
E,=1-10" kp m-?, Gy=5-10° kp m-2.

Az 1 rid anyaga tehat pl. dtvozott acél, a 2 ridé pl. vérosréz, a 3 ridé cinkétvizet
lehetne; a szdmitdsi médszer kiprébdlasa kedvéért valasztottunk ilyen szdmértékeket.

A tovabbiakban a szédmitasokat az el5z8 pontban leirt vezérfonalnak megfeleléen haj-
tottuk végre. A vezérfonal egyes pontjaira hivatkozva néhdny megjegyzést tesziink a konkrét
példéaval kapcesolatos sajatossagoknal. Szdmit4sainkat Fortran nyelven programoztuk, és dupla
pontossiggal dolgoztunk.

Ad 2.2. Az ,l” és,,u” feladatok kijel6lésénél nincs annak akadilya, hogy e ridszerke-
zetek anyaganak siiriiségét, rugalmassigi modulusit olyan (pozitiv) szdmértékiire vegyiik fel,
ami a gyakorlatban nem realizalhat4. Csupin I1(161) és I11(16u) egyenlétlenségeket kell kielé-
giteni, és arra vigydzni, hogy azok szigori egyenltlenségek legyenek. Szampéldank megolddsa
sordn éltiink ezzel a lehet8séggel.

Ad 2.3. Esetiinkben a lényeges mellékfeltételeket egyszerii szemrevételezéssel lehetett
kivélasztani az 6sszesb&l.

Ad 2.5. Az ,I” és ,,u” szerkezethez tartozé karakterisztikus egyenletek felirdsa elvben
a kozonséges differencidlegyenletrendszerekkel kapcsolatos sajatértékproblémak kapesdn
szokésos, I.4.-ben védzolt médszerrel tortént. Az adott feladattipusra CZEGLEDI Gyula, tovabba
CzeGLEDI Gyula és RICHLIK Gyorgy alkalmazta az eljarast, és ennek kapcsén figyelemre méité
eredményt ért el [2], [3]. Erdeklddésre tarthat szdmot e szempontbél SZERVANSZKY Gybrgy
dolgozata [4].

Ad 2.6. Széamitdsainkban n, = 20-al dolgoztunk, s m-re az alabbi négy értéket vilasz-
tottuk: m = 13, 14, 15, 16. E négy vilasztds a 2.19.-ben irtakkal sszhangban négy javitott
alsé, és négy javitott felsd korlitot adott a szerkezet sajatfrekvencidira.

Ad 2.10. Esetiinkben k;, = k;-at kaptuk, s ez a szdm a négy m értéknek megfelelden
rendre 10-, 9-, 8-, 7-nek adédott. Hasonlatosan k, = k,-et tapasztaltunk, s ez a szdm a négy m
értéknek megfelelden 4, 3, 2 illetve 1 volt.

Ad 2.12. A numerikus integrdldsokat a Romberg-eljarassal rokon eljdrassal végez-
tettiik.

Ad 2.13. Az invertilandé madtrixok pozitiv definitek és szimmetrikusak. A pontossig
fokozdsa érdekében az invertdldsra a fent irt két tulajdonsigot figyelembevev8 médszert
alkalmaztunk.

Ad 2.18,

2.19. Az elébbi I. tdbldzat az eredményeknek azt a részét mutatja, amelynek az elsd
tizenhat sajatkorfrekvencia durva alsé és felsé korlétait, valamint az m = 13-, 14-,15- és
16-tal szdmitott javitott alsé és javitott felsé korldtait szolgaltatjak.

A tabldzat szdmértékei az elmélettel 6sszhangban vannak. Megéillapithaté még, hogy
az alsé és felsd korlatok kozstti kiilonbség m = 16-nal az alsé és felst korlat szamtani kozép-
értékének kb. 259%-a. Nagyobb n, és m valasztdsdval a sz{ikités lehet@sége fennall.
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Improvable Bracketing of the Eigenfrequencies of a Space Frame Structure Consisting
of Rods with Varying Cross Section, Part III. The paper completes the first two parts published
in this review — in order to further the practical application of the presented theory — by
arranging into points the calculation procedure. Furthermore a numerical example and its
results are presented.

Verbesserungsfiihige EinschlieBung der Eigenfrequenzen der Schwingungen von riumli-
chen Fachwerken aus geraden Stéiben mit veriinderlichem Querschnitt. IIL. Teil. Die Arbeiterginzt
die in dieser Zeitschrift erschienenen ersten zwei Teile — zwecks Hilfe bei der praktischen
Anwendung der dargelegten Theorie — durch einen in Punkte zusammengefassten Leitfaden fiir
den Ablauf der Berechnung. Ferner werden ein Zahlenbeispiel und dessen Ergebnisse dar-
gestellt.
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