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A héjszerkezeteknek a modern műszaki gyakor la tban való alkalmazása o lyan 

újszerű e lméletek felállítását teszi szükségessé, ame lyek a klasszikus elmélettől e l térően 
nem feltételezik az anyagtu la jdonságokat l ineár isnak és az időtényezőtői függet lennek. 
Csak ezekkel az ú j elméletekkel vál ik lehetségessé a hé jak nem r u g a l m a s viselkedésének 
leírása, a kép lékeny a lakvál tozásnak, a kúszásnak, a zsugorodásnak és hasonló egyéb 
jelenségnek számítással való követése. 

1. Bevezetés 

A korszerű épí tészetben a héjszerkezetek bevezetése f o l y t á n az a n y a g -
tu l a jdonságok f i z ika i l inear i tásán és az idő tényezőtő l va ló függet lenségén 
a l a p u l ó klasszikus elmélet a l k a l m a t l a n n á vá l t az ésszerű te rvezésre . A h é j a k 
n e m rugalmas viselkedése különleges f igyelmet igényel; az a n y a g t u l a j d o n s á -
g o k a t leíró kü lönböző alakú egyenle tek ke rü lnek a lka lmazásra az olyan n e m 
r u g a l m a s je lenségek leírására, m i n t a kúszás, relaxáció, i l letőleg plaszt ic i tás . 

Fe l té te lezésünk szerint a n e m rugalmas viselkedések k é t csoportba oszt-
h a t ó k , mégpedig a mechanikai energia szóródás forrásától függően a viszkóz-
rugalmasság és a plaszticitás fogalomkörébe . A n e m rugalmas viselkedés legegy-
s z e r ű b b és l egkönnyebben keze lhe tő t ípusai : a lineáris viszkóz-rugalmasság, 
tartós kúszás, rugalmas-plasztikus alakváltozások és a plasztikus folyás. 

Ebben a t a n u l m á n y b a n az izotróp, n e m rugalmas h é j a k a t v izsgá l juk 
a végte len kis a lakvá l tozások elmélete ke r e t ében . R e m u t a t j u k az alapössze-
függéseke t és h i v a t k o z u n k azokra az eredeti t a n u l m á n y o k r a , ame lyek a gyakor -
l a t i fe lada tokra megoldási módsze reke t vagy megoldásoka t szo lgá l t a tnak . 

* A Magyar Tudományos A k a d é m i á n 1972. j a n u á r 19-én Prof. Dr. W. OLSZAK akadémi -
k u s által tar to t t e lőadás rövid vá l t oza t a . 
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2. Alapegyenletek 

Az anyaga lapegyen le t , vagyis az 

f(oij> àij, . . . , Eij, éij, l i j , . . . , T, t) = 0 (1) 

t enzo regyen le t az a lakvá l tozás i f o l y a m a t o t í r j a le. Ez a d inamika i és k inema-
t i k a i mennyiségek , a T hőmérsékle t és a t idő közöt t a d meg expl ic i t a lakú 
összefüggést , h a az időbeli f o l y a m a t h a t á s a i is szerepelnek benne [1, 2] . Az 
a n y a g nem ruga lmas v o l t á n a k leírására beveze te t t m a t e m a t i k a i a lapmodel le-
k e t fenomenológia i s zempon tbó l az e lsősorban viszkózus v a g y e lsősorban plasz-
tikus (az időtől függet len) viselkedés a l a p j á n két c sopo r tba lehet sorolni . 

A d inamika i vagy k i n e m a t i k a i t e n z o r összetevőkben szereplő viszkóz-
rugalmas a n y a g r a vona tkozó e g y ü t t h a t ó k anyagá l l andók . Eszer int m é g kis 
igénybevé te lek is hoznak lé t re az időtől függő irreverzibil is a l akvá l tozásoka t . 

A töké le tesen rugalmas-plasztikus viselkedés e t tő l némileg el tér . A plasz-
t i k u s t u l a j d o n s á g ú anyag fe lvehe t b izonyos nagyságú igénybevé te l t minden 
m a r a d ó a lakvá l tozás nélkül mindadd ig , amíg a 

<p{°ij) — k = 0, 

fo lyás i f ü g g v é n y , az igénybevé te l egy ska lá r f ü g g v é n y e tel jesí tve v a n (itt 
к anyagá l landó) . Minthogy a p lasz t ikus anyagok ese tében az (1) egyenlet 
me l l e t t a fo lyás ra vona tkozó fe l té te l t is te l jes í teni kell, a tenzorössze tevőknek 
az e g y ü t t h a t ó i m á r nem anyagá l l andók . 

A v iszkóz-rugalmasság elméletében meg kell k ü l ö n b ö z t e t n ü n k (fizikai-
lag) lineáris és nemlineáris e lméletet aszer in t , hogy a tenzorössze tevők az 
( l ) -ben l ineáris v a g y nemlineár is a l a k b a n jelennek meg. 

Az á l t a lános feszül t ség-a lakvál tozás tö rvény a l ineár isan viszkóz-rugal-
m a s anyagokra v o n a t k o z ó a n — megegyezés szerint — a következő a l a k ú 

P a у = 2GQe,7 + - ( 3 K P 2GQ)ekkôiJ - З а К Р , Д , (2) 
3 

P-, к к 
ahol Р és Q lineáris differenciál o p e r á t o r ; P = a 0 -f- akQ /91 , Q = 60 + 

n l 
+ 2 V ; 

ak, bk anyagá l l andóka t jelöl , G és К а ny í ró , illetőleg f ő rugal-
í 

massági modu lus , Г és а a hőmérsék le t és a hőki te r jedés i e g y ü t t h a t ó . A legegy-
sze rűbb v iszkóz-rugalmassági modellek azok , amelyek a feszültség és nyúlás-
t e n z o r o k a t és ezek idő szer in t i első d i f fe renc iá lhányadosa i t is t a r t a l m a z z á k . 
A késleltetett rugalmasság ( K e l v i n - f é l e s z i l á r d t e s t ) é s állandó sebességű kúszás 

(Maxwell-féle szilárd tes t ) a ruga lmas és a viszkózus viselkedés a l apve tő 
kombinác ió i [3, 4] . 

A viszkóz-rugalmas analízis k ísér le t i f e l ada tokra vona tkozó a lka lmazá-
sa inak s z e m p o n t j á b ó l kü lönösen érdekes a kúszás t leíró modell . Ha a feszül tség 
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a lakvá l tozás t ö r v é n y t Maxwell-féle szilárd t e s t r e v o n a t k o z ó a n állandó feszü l t -
ségnél v izsgál juk , akkor az t t a l á l j uk , hogy az a lakvá l tozások az idővel l ineár i -
san növekednek . Egy i lyen kúszási m e c h a n i z m u s k ísér le t i ú ton nem igazol-
h a t ó , ezért a szuperpozíció elvének a lka lmazásáva l b o n y o l u l t a b b mode l l eke t 
h o z t a k j a v a s l a t b a (ez a Boltzmann-elv). Az a lakvá l tozás állapota t i d ő b e n 
T a lka lommal je lentkező h a t á s o k köve tkez t ében a k ö v e t k e z ő kifejezéssel jel-
lemezhető : 

t t 
2Geu(t) = I cpft — T)ojj(T)(h + J 9 ф — т)акк{х)йт, (3) 

ahol (рг és <p2 elfajult függvény [1, 2, 5]. K ü l ö n b ö z ő egyszerűs í te t t e lméle teke t 
dolgoztak ki a lineáris k ú s z á s r a tpv tp2 mag függvén y ek különleges m a t e m a t i k a i 
a l ak j a inak felvételével [5, 8] . 

A lineáris v iszkóz-rugalmas szerkezetek szélsőérték f e l ada ta inak e f f e k t í v 
megoldásai t megkönnyí t i az a lehetőség, hogy az idő függés t integrál transz-
formációs e l já rás a lka lmazásáva l m e g s z ü n t e t j ü k . 

A viszkóz-rugalmas analógia [8] a r r a a gyakor la t i e redményre v e z e t , 
hogy nem köve tkez ik be feszül t ség-á t rendeződés az időve l , tar tós t e rhe lések 
h a t á s á r a . 

A legegyszerűbb viszkóz-rugalmassági nemlineáris elméletek az ( l ) - b e n 
csak feszül tségeket , a l akvá l tozásoka t és ezek gyor saságá t t a r t a l m a z z á k . 
A viszkózus, ö s s z e n y o m h a t a t l a n anyagra vonatkozó (4) összefüggés a nem 
lineáris kúszást í r j a l e : 

A (4) növekedési sebességétől függően h á r o m kúszási á l l apo to t lehet meg-
kü lönböz te tn i : elsődleges (nem s tac ionár ius) , másodlagos (stacionárius) és 
ha rmad lagos (gyorsuló) k ú s z á s t [9—12]. 

A leg több anal i t ikai t a n u l m á n y az á l l andó m é r t é k ű kúszásra v o n a t k o -
zik, amikor (4) a köve tkező a lakú lesz: 

én = / К Ж - Ő / s K A j ] ' 

ahol f(<fij) ska lá r feszül t ségfüggvény. A gyakor la t i megoldások az £ = kan, 

exponenciál is függvények különféle á l ta lános í tása in a l a p u l n a k , ahol к és n 
anyagá l l andók . Minthogy a f e n t i egyenlet hasonló a neml ineár i s ruga lmasság 
egyenletéhez, csak az a lakvá l tozás helyébe kerül az a l akvá l tozás sebessége, 
a kúszási, nemlineáris rugalmas analógiának [13] m e g o l d á s o k a t s z o l g á l t a t ó 
é r t éke van . 

A kúszási kihajlás je lensége a nemlineár is v iszkóz-rugalmas viselkedés-
sel függ össze. E z t egy m i n d e n ha táron t ú l növekvő véges i dő ta r t amon be lü l 
beköve tkező leha j lás -növekedés jellemzi [14—15]. 
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A p l a s z t i k u s t u l a j d o n s á g o k a t t á r g y a l ó elméletek k ö z ö t t ké t e lmé le t -
csopor to t l e h e t m e g k ü l ö n b ö z t e t n i aszer in t , h o g y az a l a k v á l t o z á s i t ö r v é n y e k 
a feszül tségek és a l akvá l tozás összefüggések k i fe jezése iben v a n n a k - e l e í r v a 
(kis rugalmas alakváltozások elmélete) vagy a feszül tségek és a l akvá l tozás sebes -
ségét k i fe jező össze függésekben („folyási elmélet"). N y i l v á n v a l ó , hogy m i n d -
k é t esetben a folyás i k r i t é r i u m o t kell a p l a sz t i kus a l a k v á l t o z á s előt t kie légí-
t e n i [16, 17] . 

Az alakváltozási elmélet a l a p e g y e n l e t é n e k a lakja a t e rhe lés i f o l y a m a t r a 
v o n a t k o z ó a n a köve tkező : 

su = 2 G ( 1 - <pl2G)eu, aa = 3 K ( E U - 3 a T ) , ( 5 ) 

amikor a t e h e r m e n t e s í t é s t i s z t á n ruga lmas . Az (5)-ben <p a térbel i k o o r d i n á -
t á k n a k egy s k a l á r f ü g g v é n y é t je lent i é sped ig cp > 0 a t e rhe lés i és (p = 0 a 
t e h e r m e n t e s í t é s i f o l y a m a t r a [16—18]. Az (5) összefüggés a feszültségi és a l a k -
vá l tozások i r á n y a i n a k koax i á l i s vo l tá t t é t e l e z i fel a p l a s z t i k u s a l a k v á l t o z á s 
egész f o l y a m a t a a la t t . Ez e n n e k az e l m é l e t n e k a lapve tő h á t r á n y a , m i n t h o g y 
csakis o lyan feszü l t ség-á t rendeződéseke t e n g e d meg, a m e l y e k v á l t o z a t l a n u l 
h a g y j á k a f ő i r á n y o k a t . 

A ruga lmas -p l a sz t i kus a n y a g o k folyási elmélete a k ö v e t k e z ő összefüggés t 
h a s z n á l j a : 

Sij = Ai0- + S,7/2G , fffí = 3K(e n - 3 « T ) , (6) 
ahol A o lyan s k a l á r f ü g g v é n y , melyet a f o l y á s i k r i t é r ium a l a p j á n kell k i é r t é -
kelni . A merev-tökéletesen plasztikus a n y a g o k r a v o n a t k o z ó a n a megfelelő f o l y á s i 
t ö r v é n y èjj = Äs íj. A t ö k é l e t e s e n p lasz t ikus t e s t model l jé t a szerkezetek t e h e r -

b í r ó k é p e s s é g é n e k s z á m í t á s á r a (törési elmélet alapján való számítás) é s a z e n n e k 

m e g f e l e l ő m é r e t e z é s r e (méretezés a törési elmélet alapján) h a s z n á l j u k f e l [ 1 9 — 

25]. 

3. A h é j elmélet alapfeltételezései 

V é k o n y h é j a k e se t ében a feszü l t ségá l lapo t akkor m e g h a t á r o z o t t , h a a 
feszítőerők i smere t e sek [26], v a g y i s , ha az IVI/3, m e m b r á n e r ő k , az Mxp, n y o m a -
t é k o k és a ke resz tme t sze t i n y í r ó e r ő Q(a, ß = 1, 2) i s m e r t e k . H a a d e f o r m á l t 
középfe lü le t n y ú l á s a i t és g ö r b ü l e t e i t Aa/j-val, illetőleg * a / J -va l je lö l jük, a k k o r 
a hé j ré tegek a l akvá l tozása i t az 

Eaß = Kß + X3Xxß , е а 3 = 0 , ( 7 ) 

fe l té te l , v a g y i s egyenes normálisok fe lvé te le í r j a le, ahol x3 a külső n o r m á l i s 
i r á n y á t k ö v e t i . 

Az (1) alapegyenletet a h é j a k r a v o n a t k o z ó a n a k ö v e t k e z ő k é p p e n í r j u k fel 

f(Nxß, I V . . . , Maß, Kß, • • - , Kß, . . . , T , t ) = 0 , (8 ) 
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m i n t h o g y az egyensúlyi és elmozdulási egyenle teket a h é j középfelüle tére kell 
felírni . A p lasz t ikus tu l a jdonságokka l b í ró hé jakná l t o v á b b i olyan összefüggé-
sekre v a n szükség, amelyek a folyási f e l t é t e l t a feszí tőerők kifejezéseiben ad ják 
meg [27—28]: 

F(Mxß, Naß, Qa) = c o n s t . (9) 

A z energia szétszóródási sűrűsége a h é j a k r a v o n a t k o z ó a n a k ö v e t k e z ő 

kifejezésre egyszerűsödik (a középfelüle t te rü le tegységére v o n a t k o z t a t v a ) 

D = ЦМя„Лхр + N<xßLß) (10) 

ahol к a nem ruga lmas viselkedéstől f ü g g ő szorzótényező. 

4. Lineáris v iszkóz-rugalmasság 

A héje lméle t feltételezései a l a p j á n a (2) a lapegyenle t a 2 H vas t agságú 
viszkóz-rugalmas h é j a k r a vona tkozóan a következő a l a k ú lesz: 

VNaß = 4 H G Q ( K ß + A A y j A „ ) , (11) 

PMaß = H*GQ(xaß + AXyydaß), ( 12 ) 

ahol A = ( 3 K P — 2GQ)/(3KP — 4GQ). L á t h a t ó , hogy a m e m b r á n e r ő k csak 
nyúlás i a l akvá l tozásoka t okoznak és a n y o m a t é k o k c sak a görbüle tekkel kap-
csolatosak. í g y t e h á t a feszültségeloszlás a hé jban hasonló egy l ineár isan 
ruga lmas h é j b a n fellépő feszültségeloszláshoz, a kü lönbség csak a feszültség 
időfüggésében és az a lakvál tozás n a g y s á g á b a n v a n . Feszül tségát rendeződés 
a n y o m a t é k o k és a m e m b r á n e r ő k k ö z ö t t n e m köve tkez ik be. Ha a (11) és (12) 
egyenlet időfüggésé t k iküszöböl jük megfele lő integrál t r ansz fo rmá l t a lka lma-
zásával , akko r egy l ineárisan viszkóz-rugalmas hé j f e l a d a t á t a ruga lmasság 
lineáris e lméle tének egy megfelelő f e l a d a t á r a egyszerűs í te t tük . E n n e k fo ly tán , 
minden olyan a lka lommal , amikor a ruga lmas megoldás ismeretes, csak az 
inverz t r a n s z f o r m á l t kérdésével van do lgunk . I lyen e l járás t a l k a l m a z t u n k 
a gömb- és henge rhé j ak egyes f e l ada t a inak megoldásánál [29—33]. 

A viszkóz-rugalmasság egyszerűbb eseteiben közve t l en megoldási módok 
lehetségesek. H a a kúszási egyenletnek egy ál talános a l a k j á t t e k i n t j ü k , amely 
e l fa ju l t f üggvényeke t t a r t a l m a z , min t a (3) egyenlet , akko r a héj pe remér t ék 
f e l a d a t á n a k integrál -dif ferenciá legyenlet - rendszerét k a p j u k . Olyan anyagok-
n á l , a m e l y e k e t csak egy elfajult függvény jellemez, s z á m o s m e g o l d á s t t a l á l -

t a k [34—41]. Ta r tós terhelés a la t t az e lmozdulások arányosak a ruga lmas 
e lmozdulásokkal , ahol IP/JEeiastic = 1 + Ef(t, т), <p(t, r) az anyag e l fa ju l t 
függvénye , E pedig a rugalmassági t é n y e z ő [42—44]. A hőmérséklet befolyá-
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s o l j a az a n y a g t u l a j d o n s á g o k a t , v a l a m i n t a f e szü l t s ég —alakvá l tozás összefüggé-
s e k e t , ezzel k a p c s o l a t b a n k í sé r le tek t ö r t é n t e k a hé j sze rkeze tek h ő m é r s é k l e t t e l 
kapcso l a to s k é r d é s e i n e k m e g o l d á s á r a [45—48]. 

5. S tac ionár ius k ú s z á s 

A s t ac ioná r ius kúszás e g y e n l e t e i l ehe tővé tesz ik a neml ineá r i s v iszkóz-
r u g a l m a s s á g k é t f o n t o s t u l a j d o n s á g á n a k t a n u l m á n y o z á s á t , mégpedig a 
feszültség-átrendeződést a ruga lmas á l lapothoz k é p e s t , v a l amin t a kúszási kihaj-
lást. Síkbeli f e s z ü l t s é g és n a g y kúszás i a l a k v á l t o z á s ese té re az e == k(e)an 

exponenciá l is k ú s z á s i tö rvény a köve tkező a l a k o t veszi fe l : 

U = {eaß + ё ^ ) 1 В " ( е и е и ) ^ , (13) 

a h o l В és n a n y a g á l l a n d ó k . A (13)-a t a f e sz í t őe rők m e g h a t á r o z á s á r a a lka l -
m a z v a a k ö v e t k e z ő k e t k a p j u k : 

-Naj3 = (Lß + Xyyö«ß)Ii + ( й ^ + xyyöaß)I2, ( 1 4 ) 

М aß = (Lß + AYYda/3)f2 
p)I„ (15) 

a h o i 

I,= J ^ ^ dx3, ( i = 1,2,3). (16) 
—H (Sijeij) 2П 

A m e m b r á n e r ő k és ha j l í tó n y o m a t é k o k közö t t a megfelelő a l a k v á l t o z á s o k a d -
j á k meg az össze függés t sokka l b o n y o l u l t a b b képle tekkel , m i n t ahogyan az 
a ha j l í t á s i és m e m b r á n á l lapotok egyszerű szuperpoz íc ió jábó l k ö v e t k e z n é k [27, 
2 8 , 49, 50]. A (13)—(15) összefüggések azt m u t a t j á k , hogy a h é j a k b a n fe szü l t -
ségá t rendeződés n e m s t a c i o n á r i u s kúszás f o l y t á n köve tkez ik b e [51]. A fe szü l t -
ségá t rendeződés h a t á s a annál e rő te l j e sebb , m i n é l nagyobb f o k ú az a l apegyen-
l e t neml inea r i t á sa . Az a l akvá l tozás i t a r t o m á n y o k a t zárt a l a k b a n csak a h é j -
geome t r i a egyes különleges e se t e iben lehet m e g k a p n i [52—63] . H a a (13) 
egyen le t В t a g j á t egy d a r a b o n k é n t lineáris összefüggéssel h e l y e t t e s í t j ü k , ezzel 
m e g k ö n n y í t j ü k a kúszás i f e l a d a t m e g o l d á s á n a k m ó d j á t [64, 65] . 

A neml ineá r i s v i szkóz- ruga lmas v i se lkedésnek egy f e l t ű n ő je l legzetes-
sége észlelhető t e n g e l y i r á n y ú te rhe lésné l á l l a n d ó te rhe lés in tenz i t ás e s e t ében . 
H a m á r elég h o s s z ú idő telt el t e rhe l é s a l a t t , a z a lakvá l tozás i sebességek m i n -
d e n ha tá ron t ú l n ö v e k e d n e k . E n n e k fo ly tán k i h a j l á s jön lé t re b á r m i l y e n é r t é k ű 
n y o m ó i g é n y b e v é t e l ha tásá ra e g y m e g h a t á r o z o t t kritikus időpontban [66—73] . 
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6. Rugalmas-plasztikus alakváltozások 

A p la sz t i kus elmélet egy a l a k v á l t o z á s á r a a f e s z ü l t s é g — a l a k v á l t o z á s össze-
f ü g g é s síkbeli f e szü l t s ég e s e t é b e n a k ö v e t k e z ő a l a k ú : 

a a ß = o-0(2/3e l7 e,,)1'2 (e a ß + e ^ ) . (17) 

H a az anyag e n g e d e l m e s k e d i k a H u b e r — v o n Mises fo lyás i k r i t é r i u m n a k , a k k o r 
a fesz í tőerők a k ö v e t k e z ő k l e sznek [82, 8 3 ] : 

= ( K ß + *yyKp)h + ( K ß + K ß ) I 2 , (18 ) 

Muß = (Kß + Xyyöuß)I2 + (Kß + KyyKß)I3 9 ( 19 ) 

a h o i 

I н i -

It = a„/4- f - £ = d x 3 , ( > = 1 , 2 , 3 ) . (20) 
3 J „ ]/ e,7e,7 

í g y t e h á t a ha j l í t á s i és m e m b r á n h a t á s o k n i n c s e n e k k ü l ö n v á l a s z t v a . 

E n n é l f o g v a á l t a l á b a n n e m l e h e t a h é j e g y e n l e t e k e t k é t k ü l ö n c sopor t r a szé t -

v á l a s z t a n i : h o g y egy ik csak a m e m b r á n h a t á s o k a t , a m á s i k p e d i g csak a h a j l í t ó -

h a t á s o k a t f o g l a l j a m a g á b a n . A r u g a l m a s - p l a s z t i k u s h é j e g y e n l e t e k k ö z v e t l e n 

i n t e g r á l á s a r e n d s z e r i n t n e m j á r h a t ó ú t , ezér t köze l í tő m e g o l d á s i módsze rekhez 
ke l l f o l y a m o d n u n k . A , ,rugalmas megoldások módszere", v a g y i s egy f o k o z a t o s 
köze l í tés i e l j á r á s n y e r t a l k a l m a z á s t a h e n g e r - és g ö m b h é j a k b a n [84—91] , 
v a l a m i n t v é k o n y f a l ú t a r t ó k b a n [92—95] m e g i n d u l ó p l a s z t i k u s a l a k v á l t o z á s o k 
v i z s g á l a t a i b a n . K ö z e l í t ő m e g o l d á s t s z o l g á l t a t n a k a variációs módszerek [82, 
96 , 97] is. M i n t h o g y a p l a s z t i k u s a l akvá l tozás i e lmélet c s a k a k k o r a l k a l m a z -
h a t ó , ha a f e szü l t ség i és a l a k v á l t o z á s i f ő t e n g e l y e k a t e rhe l é s f o l y a m a t a a l a t t 
v á l t o z a t l a n o k m a r a d n a k , n e m s z a b a d szem elől t é v e s z t e n i az t , bogy ez az 
e lmé le t m e g b í z h a t ó a d a t o k a t csak is a te rhe lés k e z d e t i i d ő s z a k á r a v o n a t k o z ó a n 
szo lgá l t a t . A r u g a l m a s - p l a s z t i k u s ana l i t ika i v i z s g á l a t o t , a m e l y az a l akvá l t ozá s i 
e lmé le tbő l i n d u l k i , r i t k á n a l k a l m a z h a t j u k h é j a k r a [98—101] . 

7. A törési elméleten alapuló analízis 

E g y r u g a l m a s - t ö k é l e t e s e n p lasz t ikus s z e r k e z e t n e k e g y előre m e g a d o t t 
t e rhe l é s i p r o g r a m f o l y a m á n t a n ú s í t o t t v i se lkedésében b e k ö v e t k e z i k egy o l y a n 
á l l a p o t , amikor az a l a k v á l t o z á s o k m i n d e n h a t á r o n t ú l n ö v e k e d n i k e z d e n e k 
á l l a n d ó n a g y s á g ú te rhe lés a l a t t . Az ennek az á l l a p o t n a k megfele lő t e r h e l é s t 
határterhelésnek v a g y törőterhelésnek nevezzük . A tö rő t e rhe l é s a l a t t a v i z sgá l t 
s z e r k e z e t l e g a l á b b egy s z a b a d s á g f o k ú sze rkeze tbe megy á t . A törés i m e c h a n i z -
m u s p lasz t ikus m o z g á s á t c sak a k k o r lehet f e n n t a r t a n i , h a a megfelelő fo lyás i 
h a t á r t e lér tük , o l y a n t a r t o m á n y o k b a n , a m e l y e k b e n m á r lehe tséges a f o l y a m a -
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tos a lakvál tozás ezeknek a t a r t o m á n y o k n a k a ki ter jedése nélkül. A törő-
terhelés nagyságá t a törési á l lapotra vona tkozó módszerekkel lehet megha tá -
rozni. Az anal i t ikai vizsgálat ki induló p o n t j a az a lakvál tozás merev-tökélete-
sen plaszt ikus modellje [102—106]. 

A törési ál lapot anal i t ikai vizsgálatához (a törési elméleten alapuló vizs-
gálathoz) a folyási kr i té r ium előzetes meghatározására v a n szükség a feszítő-
erők kifejezéseiben. Ez egy zár t konvex hiperfelületet képez, amelyet folyási 
hely névvel je lölünk [83, 107, 108]. A folyás helyeinek különleges a lakja i 
a folyási viszonyoktól függnek . A H u b e r — v o n Mises fo lyáskr i té r ium feltéte-
lezése esetében 

F = 3o.p a,ß — Ощх ауу — 2<То = 0 (а, /3 = 1 , 2 ) , 

a folyás елр = ЯЭ-Е/Зсг^ törvényével e g y ü t t a köve tkező összefüggéseket 
k a p j u k : 

Naß = <*o(Lß + iyyKßVl + *0{*aß + XyyKßlh s (21) 

= <r0(Lß + ЛуДß)h + <*o(*aß + *yyÖaß)h ' I22) 

ahol 

I , = 

H 
2 

— J 2 ' ( i = 1 , 2 , 3 ) . (23) 
О -H 

Ezek az összefüggések az egységes falú héjak folyási hiperfelületének 
egy pa ramet r ikus a lak já t képviselik. Szendvicsszerkezetek esetében két 
folyáshelyet k a p u n k : 

^naßnaß + ^maßmaß — naanßß — m,%mßß = 2 , (24) 

3ma ßn,p — mj ißß — 0 , (25) 

ahol maß, n,ß dimenzió nélküli feszítőerők (83, 109—112]. 
Egyenkén t lineáris folyási kr i té r iumok esetében a folyási hiperfelületeket 

egymást metsző hiperfelület és hipersíksereg adja meg [113—116]. 
A folyási hiperfelületek különböző közelítésére számos összehasonlítást 

végeztek [117—121], és t ö b b közelítéssel meghatá rozot t folyási he lyet hoztak 
j avas l a tba különböző különleges követelmények kielégítésére [122—130]. 
A nemhomogén anyagokra (mint pl. a vasbeton) a folyási hiperfelület fogalma 
m e g t a r t j a je lentését [131—135]. 

A közelítő folyási helyek keresését a törési elmélet keretébe t a r tozó fel-
ada tok zár t a lakú megoldása céljából a törési elmélet két alaptétele igazolja. 
Ezeknek a té te leknek a fontossága éppen a törési terhelés alsó és felső hatá-
ra inak megál lapí tásában van . 

Az alsó határra vonatkozó tétel lényege az, hogy a merev-plaszt ikus szer-
kezet nem megy tönkre pspüi terhelés a l a t t , ha olyan feszültségeloszlást talá-
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lünk, amely kielégíti az egyensúlyi és különleges kerületi feltételeket és nem 
mond ellent a folyás helyének. A statikailag megengedhető terheléstényező 
homogén (mondjuk a rendű) а feszültségekben; így tehát 

К 
ßl — min  

jelenti a legmegfelelőbb, statikailag megengedhető tehertényezőt, ahol N^ß, 
a statikailag megengedhető feszítőerők és К jelenti az anyag folyási 

modulusát. 
Ezzel szemben a felső határra vonatkozó tétel azt állítja, hogy egy merev, 

tökéletesen plasztikus szerkezet tönkremegy valamely terhelés alatt, ha olyan 
törési módot találunk, amelynél az a sebesség, amellyel a külső erők hatnak, 
túllépi vagy egyenlő a belső energiaszóródás sebességével. A legmegfelelőbb, 
kinematikailag megengedhető terhelési tényező 

pk = m i n J (M*ßX*ß + N:ßtiß)dAI J > 0 , U*dA , (27 ) 
A A 

ahol Uf jelenti a virtuális sebességi tartományt, amelyből megkaphatjuk ezt 
x*ß a geometriai viszonyokból határozható meg) és F(Ma*, N*ß) = M. 
Valamely törési elméleti feladat teljes megoldása a pa, terheléstényező 

kiértékeléséből, a plasztikus tartományban bekövetkező alakváltozás terje-
delmének és sebességének meghatározásából, valamint az egész szerkezetben 
a feszültségeloszlás meghatározásából áll. Ezek szerint a teljes megoldás 
a törési elmélet mindkét alaptételét kielégíti [136]. 

A meglevő teljes megoldásokat a forgásszimmetrikus héjakra találták, 
legtöbbnyire gömbkupolákra [137 —139], kúphéjakra [140 —145] és körhen-
ger alakú héjakra [113, 115, 116, 146— 158, 229]. Aszimmetrikus héjakra 
csak kevés megoldás ismeretes [159—165]. 

A határokra vonatkozó tételeket számos héjszerkezeti feladatra alkal-
mazták [166—182]. A vasbetonhéjakra vonatkozó alkalmazásban a felső határ 
tétele kísérleti igazolásokkal alátámasztva az általánosított csuklóvonalak mód-
szerének [183—191] kidolgozására vezetett, amely gyakorlati mérnöki közelí-
tése a törési elmélet feladatainak. 

A fentiektől teljesen eltérő feladatkört jelent a minimális súly szerinti 
méretezés (méretezés a törési elmélet alapján), amelynek célja olyan szerkezet 
tervezése, amely a legkevesebb anyagfelhasználást igényli az előírt terhelés 
hordására. Ennek az eljárásnak az általános tételeit [192—195] alkalmazták 
egyszerűbb héjszerkezeti feladatokra [196—199], amelyek anizotrop [200 — 
202] és inhomogén elemekre is kiterjedtek [203—205]. 

A tökéletes plaszticitás feltételezésétől való eltérés — így például az újra-
szilárdulás hatásainak figyelembevétele a szilárdulás különböző elméletei alap-

(26) 
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ján [206, 207] — a héjak folyás utáni viselkedésének egy különleges szem-
pontjára vonatkozó vizsgálatokhoz vezetett [208—212]. 

A plasztikus anizotrópia a héjak folyási hiperfelületének változásaihoz 
vezet, így például a törőterhelés megváltozásához; bizonyos megoldások áll-
nak rendelkezésre a hengerhéjakra vonatkozóan [211—221]. A plasztikus 
inhomogenitást szintén vizsgálták a héjakkal kapcsolatban [221—225]. 

Legújabban a hőmérsékleti hatások és az ezek által keltett kombinált 
viszkóz-plasztikus visszahatás vonják magukra a figyelmet [225—229]. 

8. Zárómegjegyzések 

Az ebben a tanulmányban tárgyalt különleges elméletek területén kuta-
tások vannak folyamatban; ehhez képest új eredmények vannak kilátásban. 
Számos feladat még mindig kidolgozásra vár. Ezek közé tartozik elsősorban 
a változó terhelési programoknak kitett héjak viselkedése és tönkremenetele. 
A geometriai hatások, ha ilyenek előfordulnak az analitikai vizsgálatok folya-
mán, a nem rugalmas alakváltozási folyamatok stabilitásának kérdéseit hozzák 
előtérbe. A stabilitás fogalma a jövőben elfoglalja a törési elmélet fogalmát. 
A különböző nem rugalmas anyagokból készült héjak termikus és dinamikus 
viselkedése ma még valójában nyílt területet képez. 
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Inelastic Effects in the Shell Theory, Basic Problems and Applications. The use of shells 
in m o d e r n technology m a k e s t he classical theory , based on physical l inear i ty and t ime indepen -
dence of t he ma te r i a l p roper t i es , i n a d e q u a t e for r a t i ona l design. T h e inelastic b e h a v i o u r of 
shells a t t r a c t s a t t e n t i o n , va r ious fo rms of t he ma te r i a l cons t i tu t ive equat ions be ing used , 
in order t o expla in such t y p e s of inelast ic response as creep, r e l axa t ion , or /and p la s t i c i ty . 

Nichtelastische W i r k u n g e n in der Schalentheorie. Die A n w e n d u n g der Scha lenkon-
s t ruk t i onen in der m o d e r n e n Ingen ieurprax i s e r fo rde r t die Aufs te l lung neuer Theor ien , die 
v o n der klassischen Theor ie abweichend die Baus to f fe igenscha f t en als nicht l inear u n d von 
der Zeit abhängig a n n e h m e n . Das n icht elastische Verha l t en der Scha lenkons t ruk t ionen 
k a n n nur m i t Hilfe dieser neuen Theor ien beschr ieben u n d die p las t i sche Verformung, Schwin-
dung , das Kr iechen u n d andere ähnl iche Ersche inungen du rch Be rechnung e r f aß t w e r d e n . 
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