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Bemutatta Rényi Alfréd lev. tag az 1956. február 21-én tartott felolvasó ülésen 

Bevezetés 

A sztochasztikus folyamatok elmélete, amint KOLMOGOROV 1931-ben 
megalapozta, eredetileg az időben véletlenszerűen lejátszódó folyamatok mate-
matikai tárgyalásával foglalkozott. Később azonban felvetődtek olyan gyakor-
lati problémák, amelyek nem időbeli folyamatokkal kapcsolatosak, de a szto-
chasztikus folyamatok elméletében használatos módszerekkel oldhatók meg. 
Ilyen problémák fordulnak elő pl. a csillagok, a kolloidrészecskék térbeli el-
oszlásának vizsgálatánál, vérsejtszámlálásnál, adott területre, adott idő alatt 
lehulló csapadékmennyiség vizsgálatánál, stb. 

Van egy lényeges különbség az időbeli folyamatokkal kapcsolatos és az 
említett problémák között: a matematikai modell a két esetben lényegesen 
eltér egymástól. Az időbeli folyamatoknál gyakran csak a t időpontbeli hely-
zet érdekel bennünket, és ezt egy valószínűségi változóval regisztráljuk. 
A síkbeli ponteloszlásnál azonban nem a sík pontjaihoz, hanem halmazaihoz 
tartozó valószínűségi változók írják le a pontrendszer állapotát. На Л a sík 
egy halmaza, akkor ehhez tartozik egy §(A) valószínűségi változó, amely meg-
adja a véletlenszerűen elhelyezkedő pontok közül az A halmazba esőknek a 
számát. §(A) egy véletlen értékű, más szóval sztochasztikus halmazfüggvény. 

Jelen dolgozat tárgya az ilyen véletlen értékű halmazfüggvények vizsgá-
lata. Bevezetem a sztochasztikus additív és teljesen additív halmazfüggvények 
fogalmát és ezekkel kapcsolatban megvizsgálok olyan problémákat, amelyek 
közül némelyek általánosításai a közönséges, valós értékű halmazfüggvények 
elméletében felvetődő problémáknak, illetve azokhoz hasonlók, némelyek pedig 
valószínűségszámítási természetűek. 

1. DEFINÍCIÓ. Legyen Jt valamely H tér bizonyos részhalmazaiból álló 
gyiirü. Ha $ minden A eleméhez tartozik egy S(A) = §(co, A) valószínűségi 
változó, oly módon, hogy ha A,, A,,..., A, az ál gyűrű diszjunkt halmazai, 
akkor a S(A,), £ (Л , ) , . . . , 2(A,) valószínűségi változók függetlenek és 

( i ) 
l;= 1 

ez esetben í(A)-t sztochasztikus additív halmazfüggvénynek nevezem. 
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2. DEFINÍCIÓ. Az Л gyűrűn értelmezett ç(A) sztochasztikus additív hal-
mazfiiggvényt sztochasztikus teljesen additív halmazfüggvénynek nevezem, 
ha Jt bármely olyan A,, A.,,... diszjunkt halmazsorozatára, amelyre 

Rövidség kedvéért a sztochasztikus szót elhagyom és ott, ahol közönséges, 
valós értékű additív, illetve teljesen additív halmazfüggvény szerepel, ezt külön 
megjegyzem. 

A sztochasztikus folyamatoknak véletlen értékű halmazfüggvényként való 
felfogásmódja S . B O C H N E R [2] munkájában szerepel először. Bizonyos speci-
ális esetekre vonatkozó véletlen értékű halmazfüggvényekkel foglalkoztak 
H. CRAMÉR [3], E. MARCZEWSKI [9], C . R Y L L — N A R D Z E W S K I [12], továbbá 
A . B L A N C — L A P I E R R E é s R . F O R T É T [ 1 ] . 

A gyakorlati alkalmazások szempontjából fontos, hogy ha pl. H vala-
milyen véges dimenziós euklideszi tér, akkor gömbökhöz, tartományokhoz és 
esetleg bonyolultabb halmazokhoz is hozzá tudjunk rendelni valószínűségi 
változókat. Mint a III. fejezet 1. §-ában megmutatom, a Kolmogorov-féle kon-
strukcióval ([8], 4. §) konstruálhatunk olyan sztochasztikus additív halmaz-
függvényeket, amelyek téglákon vagy téglák véges összegein vannak értel-
mezve, ezzel a módszerrel azonban általánosan nem oldható meg a probléma. 
Ahhoz, hogy ennél továbbjussunk, foglalkoznunk kell a sztochasztikus hal-
mazfüggvények kiterjesztésének a problémájával. 

Jelen dolgozat legfőbb célja a gyűrűn értelmezett sztochasztikus teljesen 
additív halmazfüggvények kiterjesztésének az elvégzése különböző feltételek 
mellett és «-gyűrűn értelmezett sztochasztikus teljesen additív halmazfüggvé-
nyek egyes tulajdonságainak a vizsgálata. 

Bizonyos, euklideszi terekben értelmezett, sztochasztikus halmazfüggvé-
nyek kiterjesztésével H. CRAMÉR [3 ] , E. MARCZEWSKI [ 9 ] és C . R Y L L — N A R D -

ZEWSKI [12] foglalkoztak. Ennek a dolgozatnak a tételei speciális esetként 
tartalmazzák a [ 3 ] és [12] dolgozatok idevágó tételeit. H. C R A M É R egy közön-
séges, egyparaméteres tf sztochasztikus folyamat ф — ф differenciái által 
konstruálható sztochasztikus halmazfüggvény kiterjesztésével foglalkozott. 

A sztochasztikus teljesen additiv halmazfüggvények kiterjesztésének a 
problémája általánosítása a független valószínűségi változókból álló végtelen 
sorok konvergenciaproblémájának. Ha ugyanis £>, . . . egy független való-
színűségi változókból álló sorozat és Л a természetes számok véges halma-

œ 

teljesül, hogy 
со 
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zainak a gyűrűje, akkor a 

HA ) = Z l ó 

halmazfüggvény abban és csak abban az esetben terjeszthető ki az S(ál) 
CD 

o-gyűrűre, ha a sor minden sorrendben 1 valószínűséggel konvergál 

<[4], 118. o., Corollary 1.). 
A véletlen értékű halmazfüggvények elmélete felépítésének van egy má-

sik útja is. A sztochasztikus folyamatok elméletét fel lehet építeni úgy, hogy 
tekintjük a valós függvények terét és ebben a térben értelmezünk mértéket, 
Ugyanezt megtehetjük az ál gyűrűn értelmezett additív halmazfüggvények 
terében is, mint azt E . H O P F [ 7 ] bebizonyította. Az így értelmezett mérték 
általában csak végesen additív. Sok szempontból szükséges azonban, hogy a 
valószínűség teljesen additív legyen, a kiterjesztés problémája tehát más vo-
natkozásban itt is felmerül. 

A sztochasztikus additív halmazfüggvény fogalma bizonyos értelemben 
általánosítása a független növekményű folyamat fogalmának. Ugyanis gyakran 
csak a H—^h differenciák érdekelnek bennünket, ezek pedig, illetve ezek 
összegei, felfoghatók sztochasztikus additív halmazfüggvényként. 

Köszönetet mondok RÉNYI ALFRÉD, SZŐKEFALVI-NAGY BÉLA és CSÁSZÁR 

ÁKOS professzoroknak értékes megjegyzéseikért. 

Fogalmak és jelölések 

Legyen H egy tetszőleges halmaz és ál egy H bizonyos részhalmazaiból 
álló halmazosztály. Az ál halmazosztályt gyűrűnek nevezzük, ha A + ő i á t , » 
A — В (:§{., feltéve, hogy A £ ál, В i ál. Ha /7$ ál, akkor át-et algebrának 
nevezzük. Ha á „ A , . . . az ál gyűrű (algebra) egy tetszőleges halmazsoro-

00 

zata és £ Ak £ át, akkor át-et ст-gyürűnek (a-algebrának) nevezzük. Ha át 

gyűrű (o-gyürü) és A ^á t , akkor Aát azt az algebrát (a-algebrát) jelenti, 
amelynek elemei az A halmaznak az át gyűrűhöz tartozó részhalmazai. S (át) 
az át gyűrűt tartalmazó legkisebb a-gyürűt jelenti. Ha A<=/7, akkor 
Â = tf—A. 

Valamely ál gyűrű elemein értelmezett valós értékű, nem negatív m (A) 
halmazfüggvényt mértéknek nevezünk, ha át bármely olyan Á2, . . . disz-

co 
junkt halmazsorozatára, amelyre A = У^ Au i át., fennáll, hogy 

tel 

(1) m(A) = J > ( A „ ) . 
tel 
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Ha m (A) negatív értékeket is felvehet, de az (1) reláció továbbra is fennáll, 
akkor m(A)~t teljesen additív halmazfíiggvénynek nevezzük. 

Az л-dimenziós euklideszi teret /?„ jelöli. Ha A az /?„ tér egy Lebesgue 
szerint mérhető halmaza, akkor |A| jelenti az A halmaz л-dimenziós Lebesgue-
mértékét. 

A dolgozatban szereplő valószínűségi változók egy rögzített esemény-
térben vannak értelmezve, amelyet í2-val jelölünk. Az £2 tér elemeit со jelöli-
Feltesszük, hogy adva van egy az £2 tér bizonyos részhalmazaiból alkotott 
STa-algebra és § elemein értelmezve van egy P valószínűségi mérték, amelyre 
P ( Í 2 ) = 1 . Az £2 térben értelmezett, majdnem mindenütt véges értékű, mér-
hető függvényeket valószínűségi változóknak nevezzük. Ha £ és ц valószínű-
ségi változók, akkor a £ = /j reláció azt jelenti, hogy 

Ha £i, £„ , . . . egy valószínűségi változó-sorozat, akkor a £t. —• £ (vagy lim£/, £) 
к->са 

reláció azt jelenti, hogy 

P(lim £/: = £) 1. 
/.:-> CD 

A (vagy lim st £/, = Ő) reláció azt jelenti, hogy minden pozitív s-ra 
/«: -> cd 

(2) lini P(|£/t—£| > e) = 0. 
к CD 

Ha 
£ A , illetve £ karakterisztikus függvénye /;,(/), illetve f ( t ) és fk(t)—>f(t} 

t minden értékére (amely ekvivalens azzal, hogy a konvergencia minden 
véges /-intervallumban egyenletes), akkor ezt az 
(3) M t ) = y f ( t ) 

relációval fejezzük ki. (2)-ből következik (3), és ha £==0, akkor (3)-bóI 
következik (2). 

Ha £ egy valószínűségi változó és a Q(A) valós számra teljesül, hogy 

P(£ Sí Q( / ) ) ^ A, P(§ Q(A)) £= 1—A, 

ahol 0 < A < 1, akkor a Q(A) számot a £ valószínűségi változó A-kvantilisé-
nek nevezzük. 
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1. F E J E Z E T 

S E G É D T É T E L E K 

1. §. Korlátos variációjú é s szubadditív halmazfi iggvények 

DEFINÍCIÓ. Legyen c t ( A , ő , . . . ) egy halmazosztály. Egy ét elemein értel-
mezett a (A) valós értékű halmazfiiggvényt akkor nevezünk korlátos variáció-
júnak, ha van olyan К szám, hogy minden páronként idegen, él-hoz tartozó 
halmazokból álló Au A,,..., A, .halmazösszességre teljesül, hogy 

Azt a legkisebb К számot, amelyre az előző egyenlőtlenség teljesül, a variá-
ciójának nevezzük. На А A, k = 1, 2 , . . . , r, akkor a 

számot az a halmazfüggvény A-ban vett variációjának nevezzük. Jelöljük ezt 
a mennyiséget Var«(A)-val. 

DEFINÍCIÓ. Legyen él(A, B,...) egy halmazosztály, a(A) pedig egy él 
elemein értelmezett valós értékű halmazfüggvény. Az « halmazfüggvényt szub-
additívnak (szuperadditívnak) nevezzük, ha bármely páronként idegen, él-hoz 

r 
tartozó halmazokból álló Au A.,,..., A,, összességre, melyre A 

Ha az egyenlőség áll fenn, akkor azt mondjuk, hogy a additív halmazfügg-
vény. Ha r végtelen is lehet, akkor a-t teljesen szubadditívnak (teljesen szu-
peradditívnak), illetve, ha egyenlőség áll fenn, akkor teljesen additívnak 
nevezzük. 

Nyilvánvaló, hogy egy tetszőleges, korlátos variációjú a halmazfüggvény 
esetében a Var«(A) halmazfüggvény teljesen szuperadditív. Gyakran fel fog-
juk használni a következő egyszerű tételeket, amelyek bizonyításai megtalál-
hatók a [11] dolgozatban. 

1.1. TÉTEL. Legyen $ egy gyűrű, «(A) pedig egy & elemein értelme-
zett olyan nem-negatív értékű halmazfüggvény, melyre teljesülnek a következő 
feltételek: 

2 > ( A A ) | 3 § 7 . 

r 
sup У^ |«(Afr)| 
D1?} 

teljesül, hogy 
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a) a(A) si A, A £ Л ; 

b) a (A) szubadditiv; 

c) ha A,, A.,,... az Л gyűrű egy diszjunkt halmazsorozata, akkor 
œ 

(С(A,.) < oo. 
k=1 

E feltételekből következik, hogy az a(A) halmazfüggvény korlátos variációjú. 

1 . 2 . T É T E L . Legyen Л egy gyűrű, a pedig egy Л elemein értelmezett 
korlátos variációjú és teljesen szubadditiv halmazfüggvény. Ekkor Var,, (A) 
(A £ Л) korlátos mérték az Л gyűrűn. 

2. §. Egyenlőt lenségek 

Ebben a paragrafusban egy-két gyakran előforduló egyenlőtlenséget 
vezetünk le. Itt felhasználjuk a következő elemi egyenlőtlenségeket: 

s i nx __ x~ . - ,. . _ 
1 §2 0 , ha be H 1, x 

sin X Sin £ 
ha 0 < £ 1 és |x| ^ £, 

-, s i n x 1 , . I о 1 I >чп> ha x a l. x 10 

Legyen 5 valószínűségi változó, E(x) legyen az eloszlásfüggvénye, f ( t ) 
pedig a karakterisztikus függvénye. Az előző egyenlőtlenségek felhasználásá-
val azt kapjuk, hogy ha 0 < s ^ 1, akkor 

I f I W W * / i s 4 - \(\~f(t))dt (1—e:u)dF(x)dt 

со 

= ; [ ( l - ^ J dE(x) ш j J x4F(x) + ( l - Щ P ( | | | > . ) . 
-CD 14—18 

Innen következik, hogy 

(1.1) - l [ | i - / ( 0 | r f ^ m i n [ i - , l - ^ i x-í/P(x) + P(j2| >£ ) 

I4& 
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Legyen ö tetszőleges pozitív szám, akkor az előzőkhöz hasonlóan kap-
juk, hogy 

Gyakran fel fogjuk használni a következő, jól ismert egyenlőtlenséget : 
ha / ( / ) karakterisztikus függvény, akkor 

<1.3) 1 — Rf(2t) =1 4(1 — Rf(t))* 

(1. pl. [5] 60. o.). 
A következő tétel általánosítása [5] 113. oldalán található lemmának. 

1. 3. TÉTEL. Legyen £ valószínűségi változó és Q(A) jelentse ennek egy 
Á-kvantilisét. Legyen továbbá z tetszőleges valós szám és s(x) egy olyan nem-
negativ függvény, hogyha x ^ z, akkor s(x) monoton nem-csökkenő, ha pedig 
x^kz, akkor monoton nem-növekvő. Tegyük fel továbbá, hogy létezik 
M[s(£—í/)], ahol ?] i-vel azonos eloszlású és tőle független valószínűségi 
változó. E feltételek mellett létezik M[s(£—Q(A))] is és érvényes a következő 
egyenlőtlenség: 

<1.4) M[s(£—;/)] s min (A, 1—A)M[s(£—Q(A))]. 

BIZONYÍTÁS. Legyen £, = £—Q(A), t]i — rj — Q(Á). Ekkor a 0 érték 
/-kvantilise ^ -nek . Jelöljük £, és /], közös eloszlásfüggvényét £,(x)-szel. Ilyen 
módon azt kapjuk, hogy 

со со 

M [ s ( £ - 7 j ) ] = M[ S (£ 1 -7 í 1 ) ] = J' J s(x-y)dF1(x)dF1(y) -
- CD - СО 

is J j s(x-y)dF1(x)dF1(y) + j' J s(x-y)dF1(x)dF1(y)m_ 
ccffffz, y^O • x<fz, y—0 

m j d F f y ) J s(x)dF1(x) + J d F f y ) j s(x)dF(x) m 
7/^0 xFffz yJ=z 0 x<z 

со 
a m i n (A, 1—A) [ s(x)dFfx) = min (A, 1—A)M[s(£ —Q(A))]. 

- œ 

* Rz a z komplex szám valós részét jelöli. 
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KOROLLÁRIUM. HA s(x) A következő függvény: 

j 0, ha |x | ^ s, 
5 ( x > = U ha |JC| > S > 

akkor az (1.4) egyenlőtlenség a következőt adja : 

<1.5) P(j£— í j | > «) =ё min (Я, 1—Я)Р(|£—<3(Я)| > fi). 

Az (1.2) és (1 .5) egyenlőtlenségekből következik, hogy 

( 1 . 6 ) -i 
min(z, 1 - Я ) . 

10 1 | S ç _ Q ( / ) | > i ) . 

3. §. Kvantiiis-halmazok korlátossága 

Legyen Z egy tetszőleges halmaz, z j Z pedig valószínűségi változó-
összesség. Jelölje Q(k, z) a £2 valószínűségi változó egy tetszőleges Я-kvanti-
lisét. Ha minden 2-hez választunk egy Q(k, z) mennyiséget, akkor egy 
!Q(Á, z), z Ç Z) halmazt kapunk. Ilyen halmaz egy vagy több képezhető,, 
aszerint, hogy minden 2-re, a Q(k, z) kvantilisek egyértelműen meg vannak 
határozva, vagy nem. 

Definiáljuk a következő mennyiségeket: 
fi у = lim sup P(£- < —г), ,«3 = lim sup Р(£г > s). 

e->co z£Z £->co z£Z 
A ç, valószínűségi változók kvantilisei és a м,, u2 mennyiségek közötti kap-
csolatot tárja fel az 

1 . 4 . T É T E L . Ha a Q(/., z) kvantilisek megválaszthatok úgy, hogy a 

{ Q(l,z), z £ Z) halmaz alulról (felülről) korlátos, akkor 
( 1 . 7 ) FTS/FTÁ 1 - Я ) . 

Ha a Q(/., z) kvantilisek megválaszthatok úgy, hogy a { Q(/., z), z j Z) hal-
maz nem korlátos alulról (felülről), akkor 
(1 .8) щ Ш Я (д2 Ш 1 —Я). 

BIZONYÍTÁS. Bizonyítsuk be az ( 1 . 7 ) és ( 1 . 8 ) egyenlőtlenségek első felét.. 
A zárójelben levő állítások bizonyítása teljesen hasonlóan történik. Tegyük 
fel, hogy van olyan K(k) szám, hogy a Q(k, z) kvantilisek alkalmas válasz-
tása mellett Q(k, z) Ы K(Z), z £ Z és > Я. Ekkor minden fi-ra teljesül, hogy 

sup P(£- < —г) > Я. 
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Legyen olyan szám, amelyre — = 70,(7) és válasszunk egy olyan zu-1, 
amelyre 

P ( £ : „ < - * , , ) > 7. 

Ebből az következik, hogy minden 7.-kvantilisére teljesül a 
Q(X,z0)<-e0^m 

egyenlőtlenség, ami ellentmondás, tehát (1 .7) első fele igaz. 
Tegyük most fel, hogy a Q(7., z) kvantilisek megválaszthatok úgy, hogy 

a {Q(7, z), z i Z} halmaz nem korlátos alulról. Ekkor minden ?-hoz talál-
ható olyan z,, hogy 

tehát minden f-ra teljesül, hogy 

sup P(E < — s) s 7., 

és így 
(((l == lim sup P(fe < — f) Ш 7. 

£->-co zÇ-У 
Ezzel (1.8) első felét is bebizonyítottuk. 

KOROLLÁRIUM. Az ( 1 . 7 ) és ( 1 . 8 ) egyenlőtlenségekből következik, hogy 
a {Q(7, z), z i Z) halmazok* 7.(0 < 7. < 1) minden rögzített értékére akkor és 
•csak akkor korlátosak alulról (felülről), ha = 0(« 2 = 0). Definiáljuk a kö-
vetkező mennyiséget: 

Из = lim sup P ( I w; I > s), 
£->•00 ZÇz'/. 

Nyilvánvaló, hogy 

,« 1 :: Из, ,«2 f s , i«s = +,"•!• 
Ebből következik, hogy a {Q(7, z), z ( Z ) halmazok 7 (0 <7. < 1) minden 
rögzített értékére akkor és csak akkor korlátosak, ha ,«„ = 0. 

Ugyancsak az (1.7) és (1.8) egyenlőtlenségekből adódnak a következő 
állítások is: 0 

A {Q(7., z), z £ Z) (0 < 7 < 1) halmazok 7 minden rögzített értékére akkor 
és csak akkor nem korlátosak alulról (felülről), ha = 1 ( « » = 1). 

A {Q(7, z), z i ZJ (0 < 7 < 1) halmazok 7. minden rögzített értékére akkor 
és csak akkor nem korlátosak, ha • 1. 

* Ha 
arról van szó, hogy a {Q(2, z),z£Z} halmazok minden 7.-ra (0 < Л < 1) kor-

látosak (nem korlátosak), akkor nem játszik szerepet az, hogy hogyan választjuk a Q(Á, z) 
kvantiliseket. Ekkor, ha a Q(A, z) kvantilisek egy speciális választása esetén az említett 
halmazok korlátosak (nem korlátosak), akkor a kvantilisek minden megválasztása esetén 
szintén korlátosak (nem korlátosak). A {Q(/i, z), z £ Z} halmazon ebben az esetben vala-
mennyi i: valószínűségi változó valamennyi 2-kvantilisének összességét is érthetjük. 
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4. §, Eloszlásfüggvény-halmazok kompaktsága 

Jelölje cF az egydimenziós eloszlásfüggvények halmazát. P . LÉVY beve-
zette az eloszlásfüggvények távolságának a fogalmát. Az F f x ) és F,(x) el-
oszlásfüggvények távolsága alatt azoknak а h értékeknek az alsó határát értjük r 

melyekre fennáll a következő egyenlőtlenség: 

Fi {x—h)—h Ш F2 (X) ^ Fi {x + Л) + h. 

Jelöljük ezt a számot L(F,, F2)-vel. Nyilvánvaló, hogy L(Fi,F,)üi 1. Ismere-
tes, hogy ez a távolság kielégíti a metrikus tér axiómáit: 

a) L(Fi, F2) = 0, akkor és csak akkor, ha FX = F,, 
b) L(Fi,F2) = L(F2,Fi), 
c) L (Fi, F3) Ш L (Fi ,F2) + L (F2, F,f 

Ismeretes az is, hogy az cF tér teljes a Lévy-féle távolságra nézve ([5] 42. o. 
2. tétel). SF tehát korlátos és teljes, de nem kompakt metrikus tér. A továb-
biakban azzal a kérdéssel foglalkozom, hogy milyen feltételek mellett kom-
pakt az cF tér valamely cF' részhalmaza. 

1 . 5 . TÉTEL. Az IF tér valamely IF' = {F(x, z), z С Z) részhalmaza akkor 
és csakis akkor kompakt, ha minden k-ra (0 < /. < 1), a {Q(k, z), z (j Z) hal-
maz korlátos. 

BIZONYÍTÁS. AZ 1 . 4 . tétel korolláriuma szerint a [Q(k, z), z £ Z) halma-

zok akkor és csak akkor korlátosak l minden rögzített értékére, ha 

lim sup [P(—s, z ) + l — F ( Í + 0,Z)] = 0. 
£->-C0 Z^Z 

Ez ekvivalens a következőkkel: 
sup F(—z) —• 0, inf F(s, z)-* 1, ha 
zez zez 

Ha tehát F(x, zj), F(x, z,),... IF' egy sorozata és ennek egy F(x, znf) rész-
sorozata konvergál egy balról folytonos, nem csökkenő F(x) függvényhez az 
utóbbi minden folytonossági pontjában, akkor szükségképpen F(—oo) = 0 
és D(-(- o o ) = 1. 

1 . 6 . T É T E L . Az IF tér valamely = {F(x ,z), z £ Z) halmaza akkor és 
csak akkor kompakt, ha p.t = 0. 

BIZONYÍTÁS. Tételünk az 1 . 4 . tétel korolláriumának és az 1 . 5 . tételnek 
közvetlen következménye. 

1 . 7 . TÉTEL. Az OF tér valamely SF' = [F(x, z), zé Z) halmaza akkor és 
csak akkor kompakt, ha az f(t, z),z^Z karakterisztikus függvények a t = 0 
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i 

pontban egyenlő mértékben folytonosak, vagyis minden pozitív s-hoz tartozik 
olyan A > 0, hogy 

(1.9) \\—f(t,z)\<e, ha | f | < d . 

BIZONYÍTÁS. Tegyük fel, hogy az § ' halmaz kompakt. Ebből követke-
zik, hogy elég nagy с esetén 

sup P(|£*| > c ) > X . 

Mivel 
со 

|1—/(/ , z)| = I j (l—eitx)dF(x, z)| g |f | J \x\dF(x,z) + 
-co 

£ 
tehát az (1.9) egyenlőtlenség teljesül, ha \t\<--~ — = ő. 

Z с 
Tegyük most fel, hogy teljesül az (1.9) egyenlőtlenség. Ekkor az (1 .2) 

egyenlőtlenségből azt kapjuk, hogy ,»3< 10s, ami csak úgy állhat fenn min-
den pozitív f-ra, ha ,«3 = 0. 

1.8. TÉTEL. Tegyük fel, hogy az OF' = {F(x, z), z Ç Z) halmazra vonat-
kozólag teljesül a következő két feltétel: 

1. Létezik olyan mérhető, a t 0 pontban folytonos g(t) függvény, 
melyre 0 ^ g(t) g 1, g(0)= 1 és 

\f(t,z)\^g(t),zíZ. 

2. Létezik olyan 4 ( 0 < Я, < 1) szám, hogy a Q(luz) kvantilisek alkal-
mas megválasztása esetén a {Q(/,, z), z f Z) halmaz alulról (felülről) korlá-
tos. Ebben az esetben minden k-ra (0 < Я < 1) a {Q(k, z), z £ Z) halmaz alul-
ról (felülről) korlátos. 

BIZONYÍTÁS. Bizonyítsuk be azt, hogy az említett feltételek mellett min-
den Я-ra а {(?(Я, z), z £ Z) halmaz alulról korlátos. A felülről való korlá-
tosságra vonatkozó állítás bizonyítása ehhez teljesen hasonlóan történik. Legyen 
Q(lx, z) ^ Aj, z £ Z. Az (1.6) egyenlőtlenség alapján kapjuk, hogy ha 
akkor 

d d 

2 V J ( 1 - á X O ) dt Ü ~ J ( 1 - 1 Ж Ól2) dt ш 

-0 -6 

- P ( | S . - Q H , z)I > * O H Í W O p (g, < 
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tehát 

sup j О—е'С» 
-й 

На elvégezzük a d - > 0 határátmenetet, akkor innen következik, hogy = 0, 
tehát az 1.4. tétel koroliáriuma szerint minden rögzített Я-га a {Q(Á,z),z£Z} 
halmaz alulról korlátos. Ezzel a tételt bebizonyítottuk. 

1 . 9 . T É T E L . Az OY tér O F ' = {F(x, z), z F Z) halmaza akkor és csak akkor 
kompakt, ha teljesül az 1. 8. tétel 1 : feltétele és van olyan Я, szám (0 < f < 1 ), 
hogy a Q(/.u z) kvantilisek alkalmas megválasztása esetén a { Q ( f , z), z^Z) 
halmaz korlátos. 

BIZONYÍTÁS. Tegyük fel, hogy tételünk feltételei teljesülnek. Ekkor az 
1.8. tétel szerint minden rögzített Я-ra a {Q(Я, z), z F Z\ halmaz korlátos és 
így az 1.5. tétel szerint az CT' halmaz kompakt. 

Tegyük most fel, hogy az halmaz kompakt. Az 1.5. tétel szerint 
ekkor minden Я-га a {Q(h, z), z F Z.\ halmaz korlátos, tehát csupán a g(t) 
függvény exisztenciáját kell belátnunk. Ehhez nyilván elég azt bebizonyíta-
nunk, hogy az 

inf 1 / ( ^ 2 ) 1 = ^ ( 0 

függvény folytonos a / = 0 pontban.* Tegyük fel az állítással ellentétben, 
hogy van olyan 1-nél kisebb q szám, olyan tk és zk sorozat, hogy t,. —> 0, ha 
±—>•00, továbbá 

|/(4,Z/.)iS§<7< 1 Д = 1 , 2 , . . . . 
Mivel az oF halmaz kompakt, következik, hogy az F(x, zt) sorozat tartalmaz 
egy olyan részsorozatot, mely konvergál egy F(x) eloszlásfüggvényhez. Az ál-
talánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy az F(x, zk) sorozat maga 
ilyen tulajdonságú. Ha / ( / ) jelenti F(x) karakterisztikus függvényét, akkor 
ezek szerint az / ( / , zk) sorozat minden véges intervallumban egyenletesen 
konvergál az / ( / ) határfüggvényhez, ami ellentmondás, mert / ( / ) folytonos 
függvény és / ( 0 ) = 1. 

* A g(t) függvény megválasztható pl. a következőképpen: g(t) 0, ha j / | > 1 és 

g(t) = int g f t ) , ha — j — < 111 ^ - , g(0) = 1. 
1 1 1 ti 
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5. §. Független valószínűségi változók végtelen sorainak 
konvergenciájára vonatkozó tételek 

Ebben a paragrafusban két tételt ismertetek. A tételek bizonyításai meg-
találhatók a [10] dolgozatban. 

A tételek arra a kérdésre vonatkoznak, hogy lia független való-
színűségi változók, milyen feltételek mellett konvergál minden sorrendben 1 
valószínűséggel a 

со 

<1. io) 2 & 
sor. 

Vezessük be a következő jelöléseket. Jelölje IR a természetes számok 
véges, S pedig valamennyi részhalmazának az összességét. Legyen 

<1.11) £(A) 2 ? a . lia A j S\, vagy A 6 $, 
igA 

feltéve, hogy a jobboldalon minden sorrendben 1 valószínűséggel konvergens 
összeg áll. £(A) eloszlásfüggvényét jelölje F(x, A), egy tetszőleges A-kvantili-
sét Q(/., A). 

1. 10. TÉTEL. Ha az í F(x, ,4), Л С <&} halmaz kompakt, akkor az (1. 10) 
sor minden sorrendben 1 valószínűséggel konvergens. 

Megfordítva, ha az (1. 10) sor minden sorrendben 1 valószínűséggel 
konvergens, akkor az {F(x, A), A £ S} halmaz kompakt. 

1. 1 1 . TÉTEL. Ha található olyan /.,, /., számpár, 0 < / , < L < 1, hogy a 
Q ( f , A), Q(/.,, A) kvantilisek alkalmas megválasztása esetén a {Q(ÁU A), AÇM}, 
{Q(Á2, À), A Ç 51} halmazok korlátosak, akkor az (1. 10) sor minden sorrend-
ben 1 valószínűséggel konvergens. 

Megfordítva, ha az (1. 10) sor minden sorrendben 1 valószínűséggel 
konvergens, akkor a {Q(/., A), A j i j (0 < 1 < 1) halmazok /. minden rögzített 
értéke mellett korlátosak. 

1. KOROLLARIUM. Legyenek a £ I , £ > , . . . valószínűségi változók eloszlásai 

a 0 pontra szimmetrikusak. Ha van olyan 14= 4, ( 0 < / < 1), hogy a Q(/.,A) 

kvantilisek alkalmas megválasztása esetén a {Q(A, A), A £ ott} halmaz korlátos, 
akkor az (1. 10) sor minden sorrendben 1 valószínűséggel konvergens. 

2. KOROLLARIUM. Legyenek a valószínűségi változók nem-ne-
gatívak. Ha van olyan Я ( 0 < л < 1 ) , hogy a Q(A, A) kvantilisek alkalmas meg-
választása esetén a {Q(A, A), halmaz korlátos, akkor az (1.10) sor kon-
vergens. 

3 III. O s z t á l y K ö z l e m é n y e i VI 3 — 4 
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II. FEJEZET 

G Y Ű R Ű N É S A L G E B R Á N É R T E L M E Z E T T A D D I T Í V H A L M A Z -
F Ü G G V É N Y E K 

Ebben a fejezetben valamely H halmaz részhalmazaiból képezett Л-
gyűrű, illetve algebra elemein értelmezett §(A) additív halmazfüggvény tulaj-
donságait vesszük vizsgálat alá. Ezek a vizsgálatok hozzásegítenek majd 
ahhoz, hogy megállapítsuk, milyen feltételek mellett lehet £(A)-t kiterjeszteni 
az Л gyűrűt illetve algebrát tartalmazó legkisebb «-gyűrűre. Nyilvánvaló, 
hogy ennek egyik szükséges feltétele, hogy ?(A) Л fölött teljesen additív 
legyen. Ezért először arra kell találnunk feltételt, hogy egy additív halmaz-
függvény mikor teljesen additív is. Ezzel foglalkozik a 

2.1. TÉTEL. Ahhoz, hogy egy Л gyiirii elemein értelmezett £(A) additív 
halmazfüggvény teljesen additív legyen, szükséges és elegendő, hogy minden 
olyan Вг, Во,... nem növekvő halmazsorozatra, melyre Bk£ Л, k=\, 2,.. 

00 
/ / P , = 0 , teljesüljön a következő feltétel: 
k=1 

( 2 . 1 ) P ( | £ ( & ) | > * ) — 0 , ha k-*oo, 

ahol s tetszőleges pozitív szám. 
BIZONYÍTÁS. Tegyük fel, hogy teljesül a (2. 1) feltétel. Legyen A,, A2, . . . az 

CD CO 

оЛ gyűrű egy diszjunkt halmazsorozata. Legyen А = B , , = ^ A k . Mi-
k=l Jc=n 

vei £(A) additív halmazfüggvény, következik, hogy 

g ( A ) = g ( A ) + |(i4s) + • • • + |(А,-1) + |(Д.)» n = 2, 3 , . . . . 

Innen következik, hogy 
n - i 

1(A) — Z § ( A f c ) = Í ( ő , i ) = > 0 , ha n-*°o, 
k=l 

tehát ([4], 119. o. Corollary 2.) 

§ ( A ) = J H ( A * ) . 
k=1 

Tegyük fel most, hogy £.(A) teljesen additív halmazfüggvény. Ha B,,B.2,... 
a tételben leírt tulajdonságú halmazsorozat, és An=Bn — Bn+Í, n = 1 , 2 , . . . , 
akkor А;А;0=О, ha iJpk és 

со 
В, = N , AA, 
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amiből a teljes additívitás miatt következik, hogy 

m)=ÈHAk). a=I 
4 

Innen következik, hogy teljesül a következő reláció: 

k=n 
tehát igaz az is, hogy ha * > 0 , akkor 

P ( | G ( Ä , ) | > E ) - 0 . 

KOROLLÁRIUM. Legyen £ ( A ) egy Л gyűrűn értelmezett additív halmaz-
függvény. Ha létezik olyan T pozitív szám, hogy Л minden olyan 
A J , A 2 , . . . nem-növekvő sorozatára, amelyre l i m A , . = 0 , teljesül, hogy 

fc-> со 
lim / ( / , A ) = l , ha \t\^T, 
k-> oo 

akkor a §(A) halmazfüggvény teljesen additív. 

BIZONYÍTÁS. A karakterisztikus függvényekre érvényes ( 1 . 3 ) egyenlőtlen-
ségből következik, hogy a 

lim f(t,Ak) = l 
со 

reláció minden t-re teljesül, tehát 

£(7L)=> 0, ha /r->oo 
és így az állítás a 2. 1 tételből következik. 

A továbbiakban a S(A) valószínűségi változók Q(Z, A) kvantiliseire 
vonatkozó tételeket bizonyítunk be. Ezeknél felhasználjuk az előző fejezet 
eredményeit. 

2.2. TÉTEL. Legyen | (A) egy Л algebrán értelmezett additív halmaz-
függvény. Tegyük fel, hogy van olyan 7, szám, hogy a Q(7, A) kvantilisek 
alkalmas megválasztása esetén a {Q(71; A), A i Л} halmaz alulról (felülről) korlá-
tos. Ekkor minden l-ra a {Q(7, A), A £ Л} halmaz alulról (felülről) korlátos. Ha 
a {Q(71; A), A i Л} halmaz mindkét oldalról korlátos, akkor az {F(x, A), A £ Л} 
halmaz kompakt. 

BIZONYÍTÁS. На А £ Л , akkor feltevés szerint A i Л és # = A + A i Л . 

Ebből következik, hogy 

£ ( t f ) = | ( A ) + 1(A), / ( / , # ) = / ( / , A)f(t, A). 

Mivel | / ( f , A ) [ ^ l , következik, hogy 

(2 .2) l / ( f , A ) | s | / ( / , / / ) | , A ^ Л . 



-304 prékopa a. 

f(t,H) karakterisztikus függvény, tehát f{t,H)\ folytonos, | / (0 , H) = 1 és 
így, ha 

g(t)=\f(t,H)\, 
* 

azt kapjuk, hogy az 1.8. tétel 1. feltétele teljesül. A 2. feltétel teljesülését 
feltételeink között előírtuk, tehát ezzel az állítás egyik részét igazoltuk. 

Ha feltesszük azt is, hogy a {Q(/4 , A), A^oR} halmaz mindkét oldalról 
korlátos, akkor a (2.2) egyenlőtlenségből, továbbá az 1.9. tételből követke-
zik, hogy az {F(x, A), A Ç halmaz kompakt. Ezzel a tételt teljesen bebi-
zonyítottuk. 

Gyűrűre vonatkozólag abból, hogy van egy mindkét oldalról korlátos 
kvantilis-halmaz, nem következik, hogy mindegyik kvantilis-halmaz korlátos. 
Ha például oR a pozitiv egész számok véges halmazaiból alkotott gyűrű és 

1 ? - -
F{x> n) = — I e 2 dt, 

-co 

akkor a J = 0 , ha de ha ^ ф л у . akkor a Q(/., A) mennyiségek 

nem korlátosak. Gyűrű esetére az I. fejezet eredményeit felhasználva kapjuk 
a következő tételeket. 

2.3. TÉTEL. Legyen £(A) egy A gyűrűn értelmezett additív lialmaz-
fiiggvény. Tegyük fel, hogy van olyan /.,, L számpár, 0 < / , < l,< 1, 
hogy a Q(/„,, A), Q(L,, A) kvantilisek alkalmas megválasztása mellett a 
I Q(/ , , .4), .4 С A j, {Q (/.,, A), A (j A} halmazok korlátosak. Ebben az esetben 
minden k-ra a \ Q(/„, A), A £ A ! halmaz korlátos. 

BIZONYÍTÁS. Tegyük fel az állítással ellentétben, hogy van olyan Л„ 

szám, és olyan Ak halmazsorozat, hogy a Q(Átl, A,,) kvantilisek alkalmas meg-
n 

választása esetén Q(/.„, Д,.)|—>-o°, lia к—кос. Legyen ß„ = ^A,., C»=BII+\—B„, 
tel 

akkor C C . = 0 , ha /фА" és így a £(C„) valószínűségi változók függetlenek. 
Figyelembe véve tételünk feltételeit, az 1. 11. tétel szerint a 

cx> 
Z m ) 
I, I 

sor 1 valószínűséggel konvergál. Jelöljük í-vel ennek a sornak az összegét 
és /(f)-vel £ karakterisztikus függvényét. Nyilvánvaló, hogy 

/ ( / ) = f ( t , A + A - J [- А,) Ц f ( t , C A ) , 
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továbbá 

f ( t , A •+ A + • • • + An)=/(/, ( A + 4 2 + • • • + A , ) — A , ) f ( t , A,), 
tehát 

| / ( 0 I l / G A, + 42 + • • • + A,)| ^ l / G A„)|. 
Tudjuk, hogy a { Q ( 4 , A), A£ Л} halmaz korlátos, tehát ebből az 1.9. és 1.5. 
tételek alapján következik, hogy a 5(A„) valószínűségi változók kvantilisei 
korlátosak, ami ellentmondás, mert feltettük, hogy |Q(A„, A„)|—>00, ha п—юо. 

2 . 4 . TÉTEL. Legyen 5(A) egy Л gyűrűn értelmezett additív halmaz-
fiiggvény. Tegyük fel, hogy 5 ( 4 ) ^ 0 , А £ Л és van olyan / , szám, hogy a 
Q ( f , A) kvantilisek alkalmas megválasztása mellett a [ Q ( / , A), 4 £ Л} hal-
maz korlátos. Ebben az esetben minden k-ra a (Q(k , A), 4 5 Л j halmaz 
korlátos. 

BIZONYÍTÁS. Tegyük fel az állítással ellentétben, hogy van olyan A„ szám 
és olyan Au halmazsorozat, hogy a Q(k, 4;.) kvantilisek alkalmas megválasz-

n 
tása esetén Q(Á„, 4,,) —» oo, ha k - * o о . Ha B„ = 2 A a , akkor és 

A'=l 
mivel 5(A) additív és nem negatív, 5 ( G ) Ш. I(A„). Ha C = B,l+i—B„, akkor 
C C = 0, ha í=j=Ar, tehát a 5(C„) valószínűségi változók függetlenek. Tudjuk 
azt is, hogy ha A £ Л , akkor a Q(Ai,A) mennyiségek korlátosak, tehát az 
1. 11. tétel 2. korolláriuma alapján azt kapjuk, hogy 

со 
2 1 ( C ) < ос. 
» 1 = 1 

Ha ennek a sornak az összegét 5-vel jelöljük, akkor tehát 

0 ^ 5(A„) g 5 ( G ) = 2 S ( С ) =§ 5, 
k=1 

ami ellentmondás, mert feltettük, hogy Q(k0, Ak)—> oo. 
Legyen R gyűrű és 5(A) egy Л elemein értelmezett halmazfüggvény. 

Definiáljuk a következő halmazfüggvényeket: 

,«,(A) = !im sup P ( 5 ( ß ) < — «) 
г-Foo BeAg{ 

В,(A) lim sup P(5(ß ) > s), 
с-F со ВеЛЛ 

,«з(А) = lim sup P ( j S ( ß ) | > f ) . 
£->•00 в е л Л 

A «i(4), ,«2(4), ,»:1(4) halmazfüggvények nem mások, mint az I. fejezetben 
definiált .«,, fi j, fh mennyiségek, ha Z az Л gyűrű azon elemeinek a halmaza, 
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amelyek részei az A halmaznak. Nyilvánvaló, hogy ha ß c A, В (Sí, A Ç$lf  

cikkor 
Pi (В) ш Pi (A), / = 1, 2, 3. 

Igaz továbbá a következő 

2. 5. TÉTEL. Ha £ (A) az Sí gyűrűn értelmezett additív halmazfüggvény és 
A £ oft, & = 1, 2 , . . . , r, akkor 

1,2, 3. 
U = 1 y k = I 

BIZONYÍTÁS. Végezzük el a bizonyítást az / = 3 esetben. A többi eset 
teljesen hasonlóan tárgyalható. Legyen Ah(Sí, Ak(AkSí, к == 1,2,..., r, 
A;Ai = 0, ha / + /, akkor 

P( |£(AÍ + AÍ+-+ A',)\ > e) = P (|£(Aj) + £(AÓ) + •••.+ £(A0 

| £ ( A 0 i > Y J + P ^ ( A 0 | 2 ] + - . . + P | | £ ( A ; . ) | > ^ J , 

és így 

s u p P ( | I ( C ) | > p ) ^ 2 s u p P | | £ ( A 0 | > Ö , 

C%XAka%
 k=1Aí; еАкЖ У 

ahonnan következik, hogy 

Pb . 2 А Ы 2 03 (A) . 
(=1 

Ha most A i , A 2 , . . . , A r az oft gyűrű tetszőleges halmazai, akkor az előbbiek 
szerint 

№ ( 2 AkW 0 з ( + ) + 0 з ( + - Л ) + • • • + 0 3 ( Л — 2 A t ) . 

Mivel a |W;(A),/ = 1, 2, 3 halmazfüggvények monotonok, következik, hogy 

0 3 ( 2 2 U 2 0 Ä ) . 
\k—1 

Ezzel az állítást bebizonyítottuk. 
A Pi(A) halmazfüggvényekre vonatkozólag fennáll egy 0 vagy 1 törvény. 

Ezt fejezi ki a 

2. 6. TÉTEL. Az oft gyürü elemein értelmezett u, (A), p, (A), pfA) halmaz-
függvények csak a 0 és az 1 értéket vehetik fel. 

BIZONYÍTÁS. Legyen A ^ o f t és tekintsük az oft gyűrű azon В elemeit, 
amelyekre teljesül, hogy B ^ A . На /о(А) > 0 (p2 (A) > 0), akkor az 1.4. tétel 
korolláriuma szerint van olyan f (D), hogy a Q (lx, В) (Q (l2,Bj) kvantilisek 
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alkalmas megválasztása esetén a {Q^, В), В£A§Í} ({Q(k2, В), В£АЩ) halmaz 
nem korlátos alulról (felülről). Ekkor azonban a 2 . 2 tétel felhasználásával 
következik, hogy Я minden rögzített értékemellett a {Q(k,B), AJT} halma-
zok sem korlátosak alulról (felülről). Innen az 1.4. tétel korolláriumának 
ismételt alkalmazásával azt kapjuk, hogy th(A) = 1 (p2(A) = 1). Tekintsük 
végül a ,h3(A) értéket. На /<3(A)>0, akkor abból, hogy P3(A) Ш PI(A) + I*2(A), 
következik, hogy fh(A) és Í<2(A) közül legalább az egyik pozitív. Figyelembe 
véve az előbb mondottakat és azt, hogy g3(A) ^FH(A),P3(A) Ш PÍ(A), követ-
kezik, hogy / T 3 ( A ) = L . Ezzel a tételt bebizonyítottuk. 

Végül bizonyítsuk be a következő tételt: 

2 . 7 . TÉTEL. Legyen § ( A ) egy Stgyiírün értelmezett additív (teljesen addi-
tív) halmazfüggvény. Ekkor minden rögzített t-re az [ 1 —f(t,A)\ halmazfügg-
vény szubadditiv (teljesen szubadditív). 

BIZONYÍTÁS. Legyen A , , A 2 > . . . az ávgyürü egy diszjunkt halmazsorozata. 
Az 1-nél nem nagyobb abszolút értékű zuz.,,.. .,zr komplex számokra érvényes 

\l—Z1Z2...Zr\ ^ |1 — 2i| + | l — * a H 1— 11 — 27 I 

egyenlőtlenségből következik, hogy 

k=1 
1 — I J f ( t , A k ) 

Ha tehát | (A) additív, az állítást igazoltuk. Ha Ç(A) teljesen additív és 
œ 

A = 2 ' A A akkor, mivel 
k=1 

f k J l A u = U f ( t , A k ) = > f ( t , A ) , 
V A — l J A = 1 

következik, hogy 

| l - / ( M ) | g Í | l - / ( / , A A ) | . 
A = 1 

Ezzel a tételt bebizonyítottuk. 
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III. FEJEZET 

T E L J E S E N A D D I T Í V H A L M A Z F Ü G G V É N Y E К K I T E R J E S Z T É S E 

V 
l . § . A probléma diszkussziója 

Legyen Л valamely H tér bizonyos részhalmazaiból álló gyűrű és £(A) 
egy Л elemein értelmezett, teljesen additív halmazfüggvény. Ebben a fejezet-
ben azzal a kérdéssel foglalkozom, hogy mikor terjeszthető ki t(A) értelme-
zése az $ (Л) ^-gyűrűre. Kiterjesztés alatt egy oly 1 (Л) elemein értelmezett 
£*(A) teljesen additív halmazfüggvény konstrukcióját értem, melyre teljesül, 
hogy 

= ha A £ Л . 

Nyilvánvaló, hogy minden teljesen additív halmazfüggvény nem terjeszt-
hető ki, mert ha speciálisan £(<o,A) állandó, £(с>,А) = у(А), ahol <p(A) valós 
értékű, Л elemein értelmezett teljesen additív halmazfüggvény, akkor ennek 
kiterjesztéséhez is további feltételek szükségesek. 

Legyen például H a sík O g ï < 1, 0 ^ y < 1 négyzete, Л pedig az 
х-tengellyel párhuzamos egyeneseken fekvő, balról zárt, jobbról nyílt inter-
vallumok véges összegeiből, ezek komplementumaiból, melyeket röviden 
komplementum-típusúnak fogom nevezni, és magából a H halmazból alkotott 

n ' n 
algebra. Ha A V { a k ^ x < b L , y - y k } , akkor legyen <p(A) = ~У (bi. — a , . ) 

tel te1 
é s y ( A ) = — < p ( A ) . rp(A) teljesen additív halmazfüggvény. Ugyanis, ha A,, A ä , . . . 

OD 

Л-nek egy diszjunkt sorozata és A== VA/ , £ Л, akkor az A,, halmazok között 
tei 

legfeljebb egy lehet komplementum-típusú. Ha ilyen egyáltalán nincs, akkor 
A véges sok olyan balról zárt, jobbról nyílt intervallum összege, melyek 
mindegyike fel van bontva balról zárt, jobbról nyílt intervallumok összegére. 
Ezek hosszait akármilyen sorrendben adjuk össze, mindig ugyanazt az ösz-

co 
szeget kapjuk, tehát </ (A) = <p(Ai). Ha pedig van egy komplementum-

k—1 

típusig halmaz, és ez A,, akkor abból, hogy <p(A) у (A,) + <p A, j és 

(' С О \ СО СО 

'У Al következik, hogy </ (A) = £cp(Ak). Ennek ellenére <p(A) 
,fc=2 J k—2 tel 

nem terjeszthető ki 1(Л)-ге, mert a -f oo és —oo értékek egyidejűleg nem 
fordulhatnak elő o-gyűrün értelmezett, teljesen additív halmazfüggvény érték-
készletében ([6] 18. o. Theorem 3 .4 . 13.). 
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Ismeretes, hogy a közönséges halmazfiiggvények esetében a kiterjesztés 
elvégezhetőségéhez és ahhoz, hogy a kiterjesztett halmazfüggvény véges értékű 
legyen, szükséges és elegendő, hogy a halmazfüggvény mindkét oldalról kor-
látos legyen. A kiterjesztést pedig legegyszerűbben úgy végezhetjük el, hogy 
a halmazfüggvényt felbontjuk pozitív és negatív részének különbségére és 
ezeket külön-külön kiterjesztjük. 

A valószínűségi változó-értékű halmazfüggvények esetében ez az út nem 
járható, mert, ha az A halmaz mérhető részhalmazainak a száma nem m e g -
számlálható, akkor az elemi események terében értelmezett 

í j (A) supf i (ß) , /; (A) - inf fi(ß) 
В F A F 

függvények nem feltétlenül mérhetők, de ha mérhetők is, akkor is lehetséges,, 
hogy pozitív mértékű halmazon végtelen értéket vesznek fel. Ezért a kiter-
jesztéstebben az esetben más úton kell elvégeznünk. 

Külön ki kell emelnünk, hogy abban a speciális esetben, hafi(w,A) </ (A), 
az a követelmény, hogy fi(w,A) valószínűségi változó, annyit jelent, hogy a 
<f>(A) érték véges. Ilyenformán a valós értékű halmazfüggvények közül csupán 
azokat kapjuk meg speciális esetként, amelyek véges értékűek. 

Felvetődik a kérdés: vajon nem lehetne-e a valószínűségi változó-értékű 
halmazfüggvények egész elméletét úgy felépíteni, hogy a mintafüggvények 
(amelyek közönséges, valós értékű halmazfüggvények lennének) összességéből 
indulunk ki. Erre a válasz az, hogy ez az út abban az esetben járható csak, 
ha megelégszünk additív halmazfüggvényekkel. Ha ugyanis a mintafügg-
vényekről kikötjük, hogy teljesen additívak legyenek, akkor kizárunk a t á r -
gyalásból sok fontos halmazfüggvényt. Legyen pl. fi,, t g ö , a jól ismert 
Brown-mozgás folyamat, M(fi,) = 0, D2(fi,) = /. Ha oit a számegyenes balról 
zárt, jobbról nyílt intervallumai véges összegeiből áll és a fi (A), A F $ halmaz-
függvény a folyamat megfelelő differenciáiból, illetve ezek összegeiből alko-
tott additív halmazfüggvény, akkor a fi(A) halmazfüggvény w(A) mintafügg-
vényei nem lehetnek teljesen additívak. Ezt igen egyszerűen beláthatjuk. 
Tekintsük csupán az / = [0, 1 ) intervallumot, amikor tehát A Ç j l . Legyen fit 
egy olyan, a 0 ш t Si 1 intervallumban értelmezett szeparábilis Brown-mozgás-
folyamat, melyre 

Р ( £ , = ф ) = 1 , 

és legyen fi(A) a fi, folyamat differenciái illetve ezek összegei által származ-
tatott additív halmazfüggvény. Nyilvánvaló, hogy 

P(fi(A) = fi(A))=l, ha A F oÄ. 

A fi, folyamat majdnem minden mintafüggvénye folytonos ([4], 393. o. Theorem 
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2. 2). Ebből és [4], 395. Theorem 2. 3.-ból* következik, hogy egy folytonos 
Brown-mozgás folyamat majdnem minden mintafüggvénye nem korlátos vari-

ációjü. Osszuk fel az / = [ 0 , 1 ) intervallumot — hosszúságú, balról zárt, 

jobbról nyílt, diszjunkt 31} ..., 3n intervallumok összegére és legyen 

A - = l k = 1 

Az előbb mondottakból következik, hogy 

P ( i » - * <*>)= 1. 

Mivel P (£,, = £ „ ) = l , a Ín sorozatra is fennáll, hogy 

tehát a Í(A) halmazfüggvény majdnem minden mintafüggvénye nem korlátos 
variációjú. 

Ennek a fejezetnek az eredményei hozzásegítenek ahhoz, hogy az 
4?„ tér Borel-halmazain értelmezett additív £(A) halmazfüggvények exisztencia-
problémáit megoldjuk. Bemutatom azt a gondolatmenetet, ahogyan ez egyes 
konkrét esetekben keresztülvihető. 

Konstruáljunk például egy olyan Í(A) halmazfüggvényt, amely az /?,, tér 
valamely véges, zárt H téglája Borel-féle részhalmazain van értelmezve és 
1(A) Cauchy-eloszlással rendelkezik, karakterisztikus függvénye a következő 
alakú : 

f(t,A) = e- Hl'l. 
Először a Kolmogorov-féle konstrukció ([8], 4. §.) segítségével konstru-

álunk egy olyan £íl)<2 tn (4, t2,..., H valószínűségi változó-összessé-
.get, melyre teljesülnek az alábbi feltételek: 

ö) Ha / a következő /г-dimenziós tégla: 
<3.1) í={aimxi"<ai + hi; / = 1 , 2 л}, / С Д 
és 

Alt,.!.,,..., t„ = I/, (,-,,ti+hi, ti+1 tn — à,, tt,..., t„, 

továbbá 
^ Д л *„ = dhyA, •. • A„ ...,tn, 

akkor a 

<3.2) £ ( / ) -= J A , 

valószínűségi változó Cauchy-eloszlással rendelkezik, mégpedig 

(3 .3) f ( t , I ) = e - h í b l " h M , 

* Ez a tétel eredetileg P. LÉwtöl származik. 
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b) На Д , / 2 , . . . , / , a H téglában fekvő diszjunkt «-dimenziós téglák, ak-
kor a (3. 2) kifejezéssel definiált 

§(/i), Ш, •••> Ш 
valószínűségi változók függetlenek. 

Ezután tekintjük a (3. 1) téglák véges összegeiből alkotott áR gyűrűt és 
ennek Л = Л + /3 -j + / , . elemeihez hozzárendeljük a 

(3 .4 ) m = é u h ) 
h—l 

valószínűségi változókat. 
Miután a Kolmogorov-féle konstrukcióval eddig eljutottunk, megállapít-

juk, hogy £(4) teljesen additív az oR gyűrűn, továbbá az {F(x, A), 4£oR} 
halmaz kompakt és a 3. 2. tételt szem előtt tartva, elvégezzük a £(4) halmaz-
függvény kiterjesztését a H halmaz Borel-féle részhalmazainak S(oR) o-gyű-
rűjére* £(4) teljes additívitása a 2.1. tételből és abból következik, hogy ha 
4 „ — > - 0 , akkor | 4 „ | - > 0 . Ugyanis (3.3) és (3.4) alapján azt kapjuk, hogy 

/ ( / , AJ = !" = > 1, lia n — <x>. 

A másik tulajdonság, hogy az {F(x, .4), 4 £ éR) halmaz kompakt, abból követ-
kezik, hogy 

ahol g(t) folytonos függvény, . g ( 0 ) = l , továbbá Q 4 j 0 és így tel-

jesülnek az 1.9. tétel feltételei. Ezzel a konstrukciót befejeztük. 

2. §. Gyűrűn értelmezett halmazfüggvény kiterjesztése 

3 . 1 . T É T E L . Legyen £ ( 4 ) egy oR gyűrűn értelmezett teljesen additív halmaz-
függvény. Ha van olyan pozitív T szám, hogy az | 1 — f ( t , 4 ) | halmaz-
függvény minden olyan rögzített t értékre, melyre \t\^T, korlátos variációjú, 
akkor £(4) kiterjeszthető az S(ál) o-gyűrűre. A kiterjesztés egyértelmű abban 
az értelemben, hogy ha £ * ( 4 ) és £ * * ( 4 ) az S(íR) o-gyürün értelmezett teljesen 
additív halmazfüggvények és 

£ * ( 4 ) = £ " ( 4 ) , ha 4 £ J t , 

akkor 

§*(4) = £"(4) , ha 4 £$(<$). 

* Jelen esetben •§(<$) nemcsak t;-gyürű, hanem o--algebra is. 
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Megfordítva, ha £(A) egy I a-gyürün értelmezett teljesen additív hal-

mazfüggvény és T tetszőleges pozitív szám, akkor a 
(3 .5) sup I l - / ( / f 4)1 

halmazfiiggvény korlátos variációja. 

A TÉTEL ELSŐ FELÉNEK BIZONYÍTÁSA. Feltevés szerint 'í(A) teljesen additív-
halmazfüggvény az A gyűrűn. Ha tehát A,, A.,,... az A gyűrű egy diszjunkt 

со 
halmazsorozata, A = A,, é A, akkor 

f{t,A)-Uf(t,A,) = 0. (3. 6) lim sup 
»-МО \*\ЩТ tel 

Tekintsük a [—T, T] intervallumban folytonos függvények A Banach-algeb-
ráját, egy függvény normája legyen az abszolút értékének a maximuma. Nyil-
vánvaló, hogy A kommutatív és van egység eleme. (3. 6) szerint, ha az A 
gyűrűn értelmezett karakterisztikus függvényeket csak a [— T, T] intervallum-
ban tekintjük és g(t, f(t, A), ha | / | ^ T, akkor g(t, A) olyan teljesen mul-
tiplikatív* halmazfüggvény, melynek értelmezési tartománya az A gyűrű, érték-
készlete pedig a A Banach-algebrában van. Megjegyezzük, hogy mivel 
g(0,A) ^ 1, \\g(t,A) sup \gjt, A) = 1, tehát 0 normájú függvény nem 

fordul elő g(t, A) értékkészletében. 
Bebizonyítjuk, hogy az 1 — g(t, A) |, A é A halmzafüggvény korlátos va-

riációjú és teljesen szubadditív. 
Az első állítás bizonyításához kimutatjuk, hogy teljesülnek az 1.1. tétel 

féltételei. Mivel Л)| | ^ 1, következésképpen | | 1—g( t , A)|| ^ 2, tehát az 
1. feltétel teljesül. A 2 .7 . tétel szerint, ha Au A.,,. ..,Ar az A gyűrű disz-

r 
junkt halmazai, 

Ai, akkor t minden értékére 
• i=i 

\ \ - f ( t , A ) \ ^ _ 2 \ \ - f ( t , Au)I, 

tehát 

II í-g(t, A) = sup 1 - f { t , А) У sup 11 - f i t , A) I = £II\-git, A)|{. 
|i| S ? te1 |f|?=I' I: 1 

Eszerint a 2. feltétel is teljesül. Legyen A U A . , , . . . az A gyűrű egy diszjunkt 
halmazsorozata. Tételünk feltétele szerint 

со 

f ( f , A f ) \ < eo, ha i / . ^ r . 
tel 

* Ennek definíciója megtalálható a |11 | dolgozatban. 
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Ebből következik ([4], 115. o. Theorem 2.7.), hogy a E sor minden 
L = I 

sorrendben 1 valószínűséggel konvergál. Másrészt ez maga után vonja, hogy a 
СО Г СО Í * СО 

£ xdF(x, A,), E X2dF(x, A,.), >>(|i(A*)|>í) 
;. = 1 J fel fel 

végtelen sorok abszolút konvergensek ([8] 5. §). Az 

-g{t, А,,.) К = sup 1 1 - / ( / , A,,) I ^ sup 
mr тт 

j (e»*—\—itx)dF(x,AO + 

T2 
+ it ) xdF(x,Ak)\-(-2P(||(A,,)| > f) щ - Y j x2dF(x, A,.) + 

xdF(x,A,,) +2P(|fi(A,,:)| > s) 
' w=« 

egyenlőtlenségből az előbb mondottak alapján következik, hogy 
OD 

E \ n - g ( t , A t . ) il < o o , 
fei 

tehát az 1.1. tétel 3. feltétele is teljesül. 
A második állítás a 2. 7. tételből közvetlenül adódik, mert, lia t minden 

értékére az |1— /( / , A) halmazfüggvény teljesen szubadditív, akkor teljesen 
szubadditív az | j 1—g( t , A)l| = sup ! 1— /( / , A) halmazfüggvény is. 

Ezzel bebizonyítottuk, hogy teljesülnek [11] 1. tételének feltételei, követ-
kezésképpen a g(t, A) halmazfüggvény egyértelműen kiterjeszthető az S(Ä) 
o-gyűrüre, más szóval, létezik egy és csak egy olyan g*(t,A), az $(,$) 
«-gyűrűn értelmezett, teljesen multiplikatív halmazfüggvény, amelyre 

g*(t,A) = g(t,A), ha A F i t , 
és 

g*(t, A) F Sb, ha A F Í ( á t ) . 

Igaz továbbá az is, hogy ha A„ F S(oR), n = 1, 2 , . . . és iim A„ = A, ak-
n->00 

kor l img*(t , A„) = g*(t, A). Speciálisan, ha A = 0, akkor, mivel £•*(/,0) = 1, 
П - > CD. 

lim g*(t, A„) 1. 
31со 

A fi(A) halmazfüggvény kiterjesztését transzfinit indukció segítségével 
végezzük el. 

Konstruáljuk meg az Л„ = Я, elli, ой 2 , . . . halmazosztályok transzfinit 
sorozatát a következőképpen. Ha minden olyan v rendszámra, melyre 
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v <v' < « ] , az Л„ halmazosztályt már értelmeztük, akkor legyen Л,,- azok-
nak a halmazoknak az összessége, amelyek előállíthatók a 2 Л* osztályba 

7' v' 
tartozó halmazok konvergens sorozatainak limeszeként. Nyilvánvaló, hogy 
minden r < со, rendszámhoz tartozó Л,, halmazosztály gyűrű. 

Tegyük fel, hogy minden r < r' < to, rendszámhoz tartozó Л г gyűrű 
elemeihez már hozzárendeltünk valószínűségi változókat, pontosabban, Л,. 
elemein értelmeztünk egy olyan £ r(A) teljesen additív halmazfüggvényt, amelyre 
teljesül, hogy 

S„(A) = §,,„(A), ha v0 < v, A £ Л„0, 
( 3 . 7 ) f y ( t , A ) = g * ( t , A ) , ha | / | = § Г , А £ Л „ , 

ahol A £ Л„ és fv{t, A) a £„(А) valószínűségi változó karakterisztikus függ-
vénye. Ezután értelmezzük a ÍV'(A), A £ Л„- halmazfüggvényt. 

Ehhez előbb kimutatjuk, hogy ha A,, A o , . . . a у gyűrű egy konver-
v v' 

gens sorozata, Ak £ Л,,,., akkor a §,v.(A;c) sorozat sztochasztikusan konvergál 
egy valószínűségi változóhoz. Legyenek 

7c 
Ск = ПА„, Dk = C, — Ck-,, k = 2,3,.... 

A C\, Di, D-i,... halmazok diszjunktak, tehát alkalmazva a transzfinit induk-
ciós feltevést, következik, hogy а ^ ( C , ) , £p3(Ai), • • • valószínűségi 
változók függetlenek. Mivel továbbá С/с = С1-ТД !-] L A , 

(з. 8) м а ) = § п ( с о + è b n W ' 
n—2 

a (3. 7) indukciós feltevést alkalmazva azt kapjuk, hogy 

(3. 9) fVk(t, C,.) =/,,((, C,)IJfrn(t, D„) = g*(t, Ci) Ù g \ t , Dn), ha T. 
n—2 n—2 

A (3. 9) reláció jobboldalán álló sorozat konvergál egy, a [— T, T] interval-
lumban folytonos függvényhez, tehát ([4] 115. o. Theorem 2 .7) a (3.8) kife-
jezés jobboldalán álló sor és így a Hk(Ck) sorozat is 1 valószínűséggel kon-
vergál. Ha lim А к = A, akkor jelölje § ezt a határértéket. Kimutatjuk, hogy 

íc-voo 
%rk(Ak)=>l ha k—> oc. 

Tekintsük a következő relációt 

( A;.) = (Ст.) + tyk (Ak—C/c). 

Elegendő tehát azt bebizonyítanunk, hogy 
Hk(A,-C7,)=>0, ha /г—ос. 
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Mivel lim (Д. —G.) = 0, következik, hogy ha | / | ^ T , akkor 
K-> CD 

lim /„,.(/ A - CL) = lim g * ( t , Au - Си) = 1. 
i + œ k-i со 

Másrészt az (1.3) egyenlőtlenség szerint 

\ - R f n ( 2 t , А к — CL) : : 4 ( A - C F C ) ) 

/ minden értékére teljesül, tehát /,,,.(/ A k — C k ) = > 1, amivel az állítást iga-
zoltuk. 

Definiáljuk a £,.-(4), Л £ Jl,/ halmazfüggvényt a következőképpen. Ha 
4 £ 4 = lim 4„ , ahol 4„ £ <$„n, r , t < v ' , n = - 1 , 2 , . . . , akkor legyen 

7 I - > C O 

£,, (4) = lim st £,,,(4,,). 
ît->co 

Bebizonyítjuk, hogy £,. (4) definíciója egyértelmű. Legyen 4 1 ; A > , . . . , Bu B2,.. -
a 2 A gyűrű két konvergens sorozata, lim 4„ =•-• lim ßv! = 4 . Az 4„ß„, . 

V<jv' fi —>• со н->оэ 
—Д,. sorozatok tagjai szintén elemei а ^ á t y gyűrűnek, azonkívül 

v<y 
l im ( 4 „ — ß „ ) = l im ( В , , — 4 „ ) = 0 . На 4 , А v n < v ' , a k k o r 

n -y- со н->со 

£Vn (4„) = £„к (4„ ß„) + £,,. (4„ - B ) , 

tvjßrj = £r„ (4„ /i„) + Ъгп(Вп — Ан). 

Mivel lim (4„ — ß„) = lim (Д, — 4„) = 0 és így, ha \ t \ ^ T , 
n-> 00 П-УСО 

/„, (/, B„-An) = g* (/, B„ - 4„) - 1, 

Л п ( / A . — B , ) = g * ( t , A n — B J - > 1, 

az (1.3) egyenlőtlenség figyelembevételével következik, hogy 

ф ( А „ ) - £ Г в ( 4 я Л , ) = > 0 , 

tehát 

lim st £yn(4„) = lim st £„,/£„), 

H - F CO « - > CD 

és így £,,'(4) definíciója egyértelmű. Ebből következik az is, hogy 

£„'(4) = £„(4), ha УСУ' . 
Most bebizonyítjuk, hogy amit a r < r ' rendszámokhoz tartozó £ r (4 ) hal-

mazfüggvényekre feltettünk, az teljesül а £„ (4) halmazfüggvényre is. Először 
kimutatjuk, hogy /„-(/, 4 ) = g * ( t , A ) , ha | / | ^ T . Legyen 4 = l i m 4 n , ahol 
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A„ ( Sir,,, П < v ' , n = 1 , 2 , . . . . Mivel £,.„(A„) - > (A) és így fr„(t,A„) > 
—>/, . (/, A), továbbá g*(t, A„) ->g*(t, A), következik, hogy 

/,, (/, A) = \im frn(t, A„).= l img*( t , An)=g*(t, A), ha \t\ s T. 
n CO И ->- СО 

Az, hogy (A) additív halmazfiiggvény, a következőképpen látható be. Le-
gyenek AT, A , , . . . , А,- az gyűrű diszjunkt halmazai. Legyenek 
A\'\ Ai\ ..., А',"* а 2 Ж gyűrű olyan sorozatai, melyekre 

r v' 
lim Ai'0 = А,,, /г -- 1, 2 , . . . , г, AÚAÚ = 0, ha / ф * . 
u->co 

Az A' / 0 , . . . , A!'1 halmazokhoz független valószínűségi változók tartoznak, ősz-
szegükhöz az egyes valószínűségi változók összege. Mivel ezek a tulajdon-
ságok a határátmenet elvégzése után is megmaradnak, a t,,'(A,), . . . ,£ , . (A,) 

valószínűségi változók függetlenek és §,,< 2 А (A) azonban 
\À —1 У A=1 

teljesen additív is, mert mint láttuk, /,. (/, A) g*(t, A), lia jf ^ T, továbbá 
oft,, minden nem növekvő A,, A , , . . . sorozatára, melyre limA„ = 0, 

«->•00 

lim /,. (/, A„) = limgr*(/, A „ ) = 1 ( j t ш T), 
n-rCD íi ->C0 

és így a 2. 1. tétel korolláriumának feltétele teljesül. 
Definiáljuk végül a Г (A) halmazfüggvényt a következőképpen: 

£*(A) = £r(A), ha A(Sív, >•<>»,. 

Mivel 2 oft,. = l(áft), ezáltal a £*(A) halmazfüggvényt f(oft) minden elemén 
v 

értelmeztük. Világos, hogy £*(A) additív halmazfüggvény. £*(A) azonban telje-
sen additív is. Ez abból következik, hogy mint láttuk, a £*(A) valószínűségi 
változók /*(/, A) karakterisztikus függvényeire fennáll az /*(/, A) - g*(t, A), | / j s  
Í T reláció és így D(oft) minden nem növekvő, 0-hoz tartó A„ sorozatára 

l im/*(f,A„) = l i m g \ t , A , ) = \ , ha \t\ Ш T, 
n - r c o ïf->-œ 

ami a 2. 1. tétel korolláriuma szerint maga után vonja azt, hogy £*(4) tel-
jesen additív halmazfüggvény. 

A kiterjesztés egyértelműsége következőképpen látható be. Legyen £*(4) 
és £**(A) két, az S(íft) a-gyürün értelmezett teljesen additív halmazfüggvény, 
és tegyük fel, hogy 

£*(A) = | " ( A ) , ha A(Sl. 

Jelölje DU azoknak az A halmazoknak az osztályát, amelyekre teljesül a 
£ * ( 4 ) = £ " ( A ) egyenlőség. Legyen A, ,A. 2 , . . . az Dil halmazosztály egy mo-
noton sorozata. Mivel a £* és £** halmazfüggvények teljesen additívak, követ-
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kezik, hogy a S*(A„), 5**(A„) sorozatok konvergensek és ha A lim A„, akkor 
П-У CD 

5*(A) = lim Г(А„), Г ( A ) = lim Г(А„) . 
п - > со я - > со 

Ámde 5*(А„) = 5"(А„), л = 1 , 2 , . . . , tehát 5*(А) 5"(A), amibői következik, 
hogy AÇSIL oTt tehát monoton osztály és ЛЛ=аЖ. Mivel az Л gyűrűt tartal-
mazó legkisebb monoton osztály megegyezik az 1 (Л) «-gyűrűvel, következik, 
hogy сЖ = 5(Л) , vagyis 

Г (A) = £"(A), ha А £ $ ( Л ) . 
Ezzel a 3. 1. tétel első részét bebizonyítottuk. 

A TÉTEL MÁSODIK FELÉNEK BIZONYÍTÁSA. A tétel második felének bizonyí-
tásához kimutatjuk, hogy akármilyen pozitív szám is T, a (3. 5) halmazfügg-
vényre teljesülnek a 1. 1. tétel feltételei. Az á) feltétel nyilvánvalóan teljesül, 
hiszen f ( t , A) karakterisztikus függvény és így 

sup 1 1 - / ( 7 , A) |=£2. 
KIST 

Lássuk a b) feltételt. A 2. 7. tétel szerint t minden rögzített értékére az 
j l — f ( t , A) j halmazfüggvény szubadditív. Ebből következik, hogy ha T rög-
zített pozitív szám, akkor a sup j 1 — / ( / A ) | halmazfüggvény szintén szub-

WST 
additív, tehát a b) feltétel is teljesül. 

Végül a c) feltétellel kapcsolatban tekintsük az I «-gyűrű egy tetszőle-
ges diszjunkt A,, A,,... halmazsorozatát. Mivel a 

00 
Z H A ) 
A — l 

sor minden sorrendben 1 valószínűséggel konvergál, következik, hogy a 
œ г со 

2 x2dF(x, Aj), 2 
k=1 .) fc= 1 PISI 

xdF(x,Ak)\, 2P(|S(Aa)|> 1) 
Pisi 

végtelen sorok konvergensek ([8], 5. §.) Ebből és az 

11 / С A/.)| = j ( l 
- CO 

r s l J (eitx— 1 —itx) dF(x, Aj) 
Pisi ' 

^ x4F(x,At) + \t 
Pisi 

4 III. O s z t á l y K ö z l e m é n y e i VI /3—4 

e-;hjdF(x, Ak) 

I / J xdF(x,A,) 
Pisi 

xdF(x, Aj) + 2 P ( i 5 ( A , . ) | > 1) 

PISI P|>1 

+ 2 P ( ! 5 ( A / , ) | > 1 ) 

Pisi 
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egyenlőtlenségből következik, hogy а с) feltétel is teljesül, tehát a (3. 6) hal-
mazfüggvény korlátos variációjú. Ezzel a 3. 1. tételt bebizonyítottuk. 

A következő tétel érvényességét a 3. 1. tétel bizonyításából is kiolvas-
hatjuk, azonban ugyanezt a transzfinit indukciós konstrukció felhasználása 
nélkül, csupán a 3. 1. tétel második felének állítására támaszkodva is bebi-
zonyíthatjuk. Erre a tételre a továbbiakban szükségünk lesz. 

3. 2. T É T E L . Legyen £(A) egy $ o-gyürün értelmezett teljesen additív 
halmazfüggvény. Ha A,, A.,,... az S a-gyiirü egy konvergens halmazsoro-
zata, lim A,, = A, akkor 

П-+СО 
£ ( A „ ) = > £(A), ha n-+°сч 

BIZONYÍTÁS. A 2 .7 . tétel szerint az | 1 — f i t , A) | halmazfüggvény t min-
den rögzített értékére teljesen szubadditív. Ebből következik, hogy minden 
pozitív T-re a sup 11 —/ ( / , A) | halmazfüggvény is teljesen szubadditív. 

i'IST 
A 3. 1. tétel szerint a sup I I — f i t , A) | halmazfüggvény korlátos variációjú isr 

\тт \ 
tehát ha IE(T, A) jelenti ennek az halmazban vett variációját akkor az 
1.2. tétel szerint VE(T, A) korlátos mérték az S a-gyürűn. Mivel lim (A„— A) = 

= lim (A-A, , )=( ) , következik, hogy lim A ( i - A ) lim W(T, A - A „ ) = 0 . A 
11—> CO 11—> 00 11—> со 

sup [ 1 - / ( / , B)\^W(T,B), BÍ$ 
\тт 

egyenlőtlenségből következik, hogy l i m / ( 4 A „ — A ) l i m / ( / A — A„)= 1, ha 
íi-EGO »->CO 

| / | ^ T. Mivel ez minden pozitív T-re igaz, következik, hogy 
£(A — A n ) = > 0 , £ ( A „ — A ) = > 0 , ha n-»°«. 

Ebből és a 
|£ (А Й ) -£ (А) | |£(A„ — A)| + |£(A — A„)| 

egyenlőtlenségből következik az, amit bizonyítani akartunk. 
A kiterjeszthetőség feltételét igen szemléletesen fejezi ki a 

3. 3. TÉTEL. Legyen £(A) egy ÁT gyiirün értelmezett teljesen additív hal-
mazfüggvény. Ha I t minden Au A 2 , . . . diszjunkt halmazsorozatára a 

k=1 

sor 1 valószínűséggel konvergál, akkor S (A) kiterjeszthető S(át)-re. 

BIZONYÍTÁS. A 2 . 7 . tétel szerint 11 — / ( 4 A)| (A£áí ) teljesen szubadditív 
halmazfüggvény. Feltételünkből következik, hogy ha A , , A 2 , . . . az át gyürü 
egy diszjunkt halmazsorozata, akkor 

OD 

2 \l-fit,Ak)\< ОС, 
k=l 
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œ 
hiszen a ^ £ ( A k ) sornak minden sorrendben 1 valószínűséggel konvergálnia 

a=i 
kell, ami maga után vonja az előbbi relációt (1. [4] 115. o. Theorem 2. 7(111)). 
Mivel továbbá 11 —/(/ , A)| ^ 2, az 1.1 tétel szerint |1—/( / , A)| minden rög-
zített t-re korlátos variációjú halmazfüggvény. Eszerint a 3. 1. tétel feltételei 
teljesülnek, ami tételünket is bizonyítja. 

3. §. Kiterjesztési tétel e losz lásfüggvényekre vonatkozó feltétel lel 

A további tételekben a kiterjesztés elvégezhetőségére vonatkozó állítást 
úgy bizonyítjuk, hogy visszavezetjük a 3. 1. tételre. Ezért a kiterjesztés egy-
értelműségét nem szükséges újból kimondani. 

3 . 4 . TÉTEL. Legyen I;(A) egy 51 gyűrűn értelmezett teljesen additív hal-
mazfüggvény. Ha az {F(x, A), A £ 51} eloszlásfüggvény-halmaz kompakt, akkor 
| (A) kiterjeszthető S(5t)-re. 

Megfordítva, ha s(A) egy S o-gyüriín értelmezett, teljesen additív halmaz-
függvény, akkor az {F(x, A), A halmaz kompakt. 

A TÉTEL ELSŐ FELÉNEK BIZONYÍTÁSA. Legyen Au A 2 , . . . az 51 gyűrű egy disz-
junkt halmazsorozata. Mivel az S7' = {F(x, Ak), / = 1 , 2 , . . . } halmaz kompakt, 

CO 

az 1. 10. tétel szerint a £ §(A;.) sor 1 valószínűséggel konvergál. Ilyenfor-
mái 

mán állításunk a 3. 3. tételből közvetlenül következik. 

A TÉTEL MÁSODIK FELÉNEK BIZONYÍTÁSA. Először bebizonyítjuk, hogy a 
Pi(A), A(ê halmazfüggvény teljesen szubadditív. Legyen А 1 ; А 2 ) . . . egy disz-
junkt halmazsorozat, А к £$ , k = 1 , 2 , . . . . A 2 .5 . tételből következik, hogy 

со A n í со A 

^ I f t W H - í ' 3 2 Ak). 
fc= 1 J k= 1 V k—n+1 J 

Csupán azt kell belátnunk tehát, hogy a jobboldal második tagja 0-hoz tart. 
со 

Legyen BH = ^ Ak. А ,ы3(А) halmazfüggvény monoton, tehát а р3(Вп) sorozat 
A—n 

nem növekvő. A 2. 6. tétel szerint /<3(А) csak a 0 és az 1 értékeket veheti 
fel, tehát két eset lehetséges: vagy van olyan TV, hogy g3(Bn) = 0, ha n>N, 
vagy цъ(Вп) = 1 n minden értékére. Tegyük fel az állítással ellentétben, hogy 
az utóbbi eset áll fenn. Ekkor az 1.4. tétel korolláriuma és a 2 .2 . tétel sze-

rint léteznek olyan C , , C 2 , . . . halmazok, hogy C A Q | - É , C A 

k = 1,2, Mivel Bk—*0, következik, hogy CA—>-0, és így a 3 .2 . 

4 * 

>1, 
étel 
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I 

szerint £ (C, , )=> 0. Ebből azonban következik, hogy Q J С / . ami ellent-

mondás. Tehát |M3(A) teljesen szubadditív. 
A rh,(A) halmazfüggvény monotonitásából következik, hogy fennáll a 

következő tulajdonság is: lia Д , А 2 , . . . tetszőleges, az I o-gyürühöz tartozó 
halmazok, akkor 

(со \ со 
É ^ Í ' s ( A A ) . 

A — L ) /.'—1 
Ugyanis 

со со Г 7 . -1 Л 
1 4 = 2 Л - 1 Л (Ау == 0), • 
А = 1 А—1 I 7 = 1 J 

tehát, mivel н:;(А) teljesen szubadditív és monoton, következik, hogy 
(Со X 00 / fr-1 A со 

Ak à Ak-2А, Г 
;. i j 7,=1 V 7=1 / 7.'=1 

Tekintsük az S o-gyűrűn értelmezett £(A) teljesen additív halmazfügg-
vényt. Tegyük fel az állítással ellentétben, hogy az \F(x, A), A£ê\ halmaz 
nem kompakt. Ekkor az 1.6. tétel szerint 

/( . = lim sup P([£(A) | > * ) = « > 0. 

Innen következik, hogy minden pozitív s-ra 

sup P( |£(A) | > ? ) = о > 0 . 
Ae$ 

Mivel 
sup P( |£(A) | > s) = sup sup P ( | t ( ß ) j > f ) , 
Aeg A eg BeAg 

következik, hogy létezik olyan A„ (Alt£§>) halmazsorozat, amelyre 

sup P ( | £ ( ß ) j > л) = > О-
BeA„g 2 

со 
На А = 2 Ak, akkor az előbbiek szerint 

7. I 

sup P ( | £ ( ß ) | > л ) а sup P( [£(ß) | > л) s > О, 
BeAg BeA„ g • 2 

tehát 

u,(A) lim sup P ( |£(ß) | > л) ^ 4 r > 0. 
BeAg 2 

А 2. 6. tétel szerint u.(A) csak а 0 és az 1 értéket veheti fel, tehát követ-
kezik, hOgy 7(,;(A)=1. 
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Most bebizonyítjuk, hogy ha B£ê, /<->(ß) ±= 1, akkor minden l , m szám-
párhoz található olyan ß , „ £ ß § halmaz, hogy a Q(/ ,ß,„) kvantilisek alkalmas 
megválasztása£mellett 

МВш) 1, | Q ( / , ß m ) | > т. 
Tegyük fel, hogy ilyen ß,„ halmaz nem létezik. Mivel ,«:!(ß) 1 , találhatók 
olyan CiKB$, k= 1 , 2 , . . . halmazok, hogy j Q(À,Ck) | > k. Feltevésünk szerint 

со 
Fs(Ca) = 0, h a L ^ / л . Tekintsük а С = = 2 Ca halmazt. Az előbb bebizo-

Jc=m 

nyitottuk, hogy 

pác) ^Zmc*), 
к—m 

tehát ,м3(С)= 0. Ekkor azonban az 1.6. és 1.5. tételek szerint létezik olyan 
K(Á) szám, hogy a Q(/ , Cj kvantilisek tetszőleges megválasztása esetén 

|Q( / . ,C ' ) !^ /L( / . ) , ha CÁ CS>, 
ami ellentmondás. 

Az előbb mondottakat a ß A halmazra alkalmazva, válasszunk olyan 

ß , £ A S halmazt, amelyre ,»:,(ß,) 1, Q( 2 , ß , > 1. Ugyanígy következik, 

Q (т.е.) >2, stb. hogy létezik olyan ß . ^ ß , ! halmaz, amelyre ,w3(ßL,) = 1, 

Konstruálhatunk tehát olyan ß , , ß 2 , . . . nem növekvő halmazsorozatot, amelyre 

Bn£$, Q( ^ , ß „ J > Л . Ámde A £(ß„) sorozat konvergens, mert 

£(ß„) = £(ß) + 2 (£ (ß , , ) -£ (ß , + 1 )), ß =ПВк, 
7î = n fc=l 

tehát a Qt-=-,ß,, ) sorozat korlátos, ami ellentmondás. Ezzel a 3.4. tételt 
2 

bebizonyítottuk. 

K O R O L L Á R I U M . Legyen £(A) egy A gyűrűn értelmezett teljesen additív 
halmazfüggvény. Ha 

и,. = lirn sup P( |£(A) | > f ) = 0, 
£->-aJ A g A 

akkor 'í(A) kiterjeszthető S(A)-re. 
Megfordítva, ha £(A) egy S a-gyűrűn értelmezett, teljesen additív hal-

mazfüggvény, akkor 
.и, lim sup P ( | £ (4 ) | > í ) = 0. 

£-vœ Aeg 

B I Z O N Y Í T Á S . A Z állítás A 3 . 4 . és 1 . 6 . tételek közvetlen következménye. 
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4. §. Kiterjesztési tételek kvantilisekre vonatkozó feltételekkel 

A következő tételek egyszerű alkalmazásai az előző §-ban bebizonyított 
tételeknek és a II. fejezet tételeinek. Ezek közül az első három a 3. 4. tétel 
feltétele enyhítésével foglalkozik. 

A 3 .5 . tétel megmutatja, hogy a valószínűségi változó-értékű, teljesen 
additív fi (A) halmazfüggvények kiterjesztésében mennyivel több feltételre van 
szükség, mint a közönséges, valós értékű halmazfüggvények esetében. Ha <p(A) 
egy Sl gyűrűn értelmezett valós-értékű, teljesen additív halmazfüggvény és 

fi(oj,A) = cf(A), h a A F I l , 
akkor 

Q(k,A) = <p(A), h a 0 < ; . < 1, A F l t , 

vagyis fi (со, A) minden kvantilise egybeesik a y(A) értékkel. Mivel pedig 
(p(A) kiterjesztéséhez szükséges, hogy a {y(A), A F H} halmaz korlátos legyen, 
mondhatjuk, hogy a fi(A) = cp(A) halmazfüggvény kiterjeszthető, ha van olyan 
A, amelyre a {Q(A, A), A Főtt} halmaz korlátos. 

Ha fi(A) nem konstans, akkor, mint a 3. 5. tétel állítja, a kiterjesztéshez 
két különböző A-értékhez tartozó kvantilis-halmaz korlátosságát kell feltennünk. 

3. 5. TÉTEL. Legyen fi (A) egy H gyűrűn értelmezett teljesen additív hal-
mazfüggvény. Ha létezik olyan A;, A, számpár: 0 < Aj </..,< 1, hogy a 
Q(Aj, A), Q(l2, A) kvantilisek alkalmas megválasztása mellett a {Q(A,, A), A F 5t}, 
}Q(A2, A), A F 41} halmazok korlátosak, akkor fi (A) kiterjeszthető S (Щ-ге. 

BIZONYÍTÁS. A tétel a 1. 11. és a 3 .3 . tételek közvetlen következménye. 

3 . 6 . TÉTEL. Legyen fi (A) egy H gyűrűn értelmezett, teljesen additív hal-
mazfiïggvény. Ha a fi (A), A F H valószínűségi változók szimmetrikus eloszlá-
súak és létezik olyan Л ф ^ ( 0 < / . < 1) szám, hogy a Q(A, A)kvantilisek alkal-
mas megválasztása mellett a {Q(A, A), A F H} halmaz korlátos, akkor fi(A) 

kiterjeszthető S(Sl)-re. 
1 

BIZONYÍTÁS. Mivel А Ф - У , következik, hogy А Ф 1 — A . Másrészt azon-
ban fi(A) szimmetrikus eloszlású, tehát a {Q(A, A), A F H} halmazzal együtt a 
{ Q ( L — A , A), A F H } halmaz is korlátos és így a 3 . 5 . tétel feltételei teljesülnek. 

3 . 7 . TÉTEL. Legyen fi ( A ) egy H gyűrűn értelmezett teljesen additív hal-
mazfüggvény. Ha a fi (A), A F II valószínűségi változók nem-negatívak és van 
olyan A ( 0 < A < 1), hogy a Q ( A , A ) kvantilisek alkalmas megválasztása mellett 
a {Q( l, A), A F К} halmaz korlátos, akkor fi (A) kiterjeszthető $(Sl)-re. 

BIZONYÍTÁS. A tétel A 3 . 5 . és 2 . 4 . tételek közvetlen következménye. 
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5. §. További kiterjesztési tételek 

3 . 8 . TÉTEL. Legyen £(A) egy 51 gyűrűn értelmezett, teljesen additív 
halmazfüggvény. Ha van olyan pozitív s, hogy a következő halmazfüggvények: 

<3. 10) J x*dF(x, A), j xdF(x, А), P( |g(A) | > e), A / c% 
» |A=* И=«, 

korlátos variációjúak, akkor §(A) kiterjeszthető S(5t)-re. 
Megfordítva, ha §(A) egy S> a-gyürün értelmezett, teljesen additív hal-

mazfüggvény, akkor a (3. 10) halmazfüggvények ( A / S ) minden pozitív s-ra 
korlátos variációjúak. 

A TÉTEL ELSŐ FELÉNEK BIZONYÍTÁSA. Kimutatom, hogy az | 1 — f ( t , A)\ 
halmazfüggvény t minden rögzített értéke mellett korlátos variációjú. Ugyanis, 
ha a > 0, akkor 

| l - / ( / , A ) | = (1— eíix)dF(x, A) ÍL 
2 

x2dF(x, A) + | / | 

2 P ( | | ( A ) | > s), A / 5 1 . 

) xdF(x, A) + 

A T É T E L MÁSODIK FELÉNEK BIZONYÍTÁSA. A 3 . 1 . tétel szerint a ( 3 . 5 ) 

halmazfüggvény korlátos variációjú. Az (1. 1.) egyenlőtlenség szerint ebből kö-
vetkezik, hogy ha 0 < í ^ 1, akkor az 

)' x2dF(x, A), A / $ 

halmazfüggvény korlátos variációjú. Az (1. 2.) egyenlőtlenségből következik, 
hogy a 

P ( | £ ( A ) | > é ) , A / S 

halmazfüggvény minden pozitív í-ra korlátos variációjú. Mivel továbbá tetsző-
leges í-ra fennáll, hogy 

I' x2dF(x, А) Ш I x2dF(x, A) + UP( |S(A) | > 1), 
W=6 Nisi 

az előbb mondottak figyelembevételével azt kapjuk, hogy az 

f x2dF(x, A) 
W3§£ 

halmazfüggvény is minden pozitív í-ra korlátos variációjú. Tekintsük a kö-
vetkező egyenlőséget: 

/ ( / , A) — 1 = J (elu— 1 — i t x ) d F ( x , A) + 
W=£ 

+ it I xdF(x, A) -f- I (e"r— \)dF(x, A). 
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xdF{x, A) 

Ha f=j=0, akkor innen következik, hogy 

^ - 1 1 - / ( ^ ) 1 + 4 ' J + Р ( | § ( А ) | > ф 

tehát a (3. 10) halmazfüggvények minden pozitív s-ra korlátos variációjúak. 
Ezzel a tételt bebizonyítottuk. 

3 .9 . TÉTEL. Legyen i1(A) egy Л gyűrűn értelmezett, teljesen additív hal-
mazfüggvény. Ha az 

1 — B f A ) 1 —P($(A) === 0) 
halmazfüggvény korlátos variációjú, akkor S (A) kiterjeszthető & (Л )-re. 

BIZONYÍTÁS. A tétel az 
| l - / ( f , A ) | s 2 ( l - P „ ( A ) ) 

egyenlőtlenség és a 3 .1 . tétel közvetlen következménye. 
3. 10. TÉTEL. Legyen T(A) egy Л gyűrűn értelmezett, teljesen additív hal-

mazfüggvény. Ha az 
со 

M(|£(A)|) J \x\dF(x, А), А £ Л 
- со 

halmazfüggvény korlátos variációja, akkor §(A) kiterjeszthető S>(Л)-re. 

BIZONYÍTÁS. A tétel az 
03 со 

11 - f i t , А)! = I j (1 -e")dF(x, A)\ =1 \t\ J \x\dF(x, A) 
- C D - CO 

egyenlőtlenség és a 3 .1 . tétel közvetlen következménye. 

3.11. TÉTEL. Legyen t(A) egy Л gyűrűn értelmezett teljesen additív 
halmazfüggvény. Ha az 

со 
ÁÍ(A) = M(£(A)) I xdF(x, A), 

- со 
CO OD 

D2(A) = D-(2(A)) = j x2dF(x, A)— ( J xdF(x, A)f 
- со - со 

halmazfüggvények korlátosak, akkor §(A) kiterjeszthető &{§{)-re. 

BIZONYÍTÁS. A Csebisev-egyenlötlenség szerint 

Ha tehát |Af(A)| ^ M„ D2(A) g Д , akkor 

P( |g(A) | > Mi + e) m P ( | 5 ( A ) - M ( A ) | > e) Ш ^ f i - =1 
С С 
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Innen adódik, hogy 
/ V - lim sup P(j£(A)j > M,+ (•) -= 0, 

н-Œ a€R 
tehát az 1.6. tétel és a 3 .4 . tétel korolláriuma szerint a kiterjesztés elvé-
gezhető. 

MEGJEGYZÉS. Nem szükséges tehát, hogy az M (A) és D-(A) halmaz-
függvények teljesen additívak legyenek. A kiterjesztés már akkor is elvégez-
hető, lia csak korlátosak. 

6. §. Algebrán értelmezett halmazfüggvény kiterjesztése 

Abban az esetben, ha a £(A) halmazfüggvény értelmezési tartománya 
algebra, a kiterjesztésre vonatkozó feltételek enyhíthetők. Erre vonatkoznak a 
következő tételek. 

3.12. TÉTEL. Legyen 'i(A) egy ÁT algebrán értelmezett, teljesen additív 
halmazfüggvény. Ha van olyan /. szám ( 0 < Я < 1), hogy a Q (/., A) kvantili-
sek alkalmas megválasztása mellett a {Q(A, A), AÇ$} halmaz korlátos, akkor 
£(Á) kiterjeszthető S (át )-re. 

BIZONYÍTÁS. A tétel A 2 . 2 . és A 3 . 4 . tétel korolláriumának közvetlen 
következménye. 

3. 13. TÉTEL. Legyen £(A) egy át algebrán értelmezett, teljesen additív 
halmazfüggvény. Ha a Í(A), A £ át valószínűségi változók szimmetrikus elosz-
lásúak, akkor a Í(A) halmazfüggvény kiterjeszthető $(Sl)-re. 

BIZONYÍTÁS. Mivel A Q J Á . A ) kvantilisek megválaszthatok úgy, hogy 

q | 2 >a) = 0, A £ át, az állítás a 3. 11. tételből közvetlenül következik. 

3. 14. TÉTEL. Legyen £(A) egy át algebrán értelmezett, teljesen additív 
halmazfüggvény. На £(А) Ш 0, A£á t , akkor a £(A) halmazfüggvény kiterjeszt-
hető S(át )-re. 

BIZONYÍTÁS. A 

£(//) = e(A) + £(Ä), A£át 

egyenlőségből következik, hogy i(A) s £(//). Innen következik, hogy 

О Ш Q(A, A) ^ Q(A, H) = K(/.), 

tehát a 3. 5. tétel szerint £(A) kiterjeszthető. 
Végül bizonyítsuk be, hogy fennáll a következő 
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3. 15. TÉTEL. Legyen 5(A) egy Л algebrán értelmezett, teljesen additív 
halmazfüggvény. Ha létezik olyan pozitív q szám, hogy 

G(A) = P(5(A) = 0 ) i = < 7 , 

akkor 5(A) kiterjeszthető S(Sl)-re. 
BIZONYÍTÁS. Feltétel szerint 

s u p P ( | 5 ( A ) | >s)m 1— q< 1, ha ( ' s 0; 
А е Л 

tehát következik, hogy 

Вз = В з ( Я ) = lim sup P( |5(A) | > s ) < 1-
«->00 

Mivel pedig a 2. 6. tétel szerint /<„(//) csak a 0 vagy az 1 értéket veheti fel, 
következik, hogy « ;,(Я) = 0. Ilyen módon a tétel a 3 .4 . tétel korolláriumá-
ból következik. 

7. §. Az euklideszi tér esete 

Gyakran előfordulnak olyan problémák, amelyekben arra van szüksé-
günk, hogy az R„ tér korlátos Borel-halmazainak gyűrűjén legyen egy meg-
adott tulajdonságú additív 5(A) halmazfüggvény. Ebben az esetben úgy 
járhatunk el, hogy felosztjuk az Ru teret megszámlálható sok olyan tégla egye-
sítésére, amelyeken belül a kiterjesztést el tudjuk végezni. 

Jelen esetben H az /г-dimenziós euklideszi tér: H = Rn, Л pedig az 
ак ^ xk < bk, к = 1 , 2 , . . . , n egyenlőtlenségek által meghatározott típusú tég-
lák véges összegeiből álló gyűrű. Legyen 5(A) az Л gyűrűn értelmezett tel-
jesen additív halmazfüggvény. Tegyük fel, hogy H felosztható megszám-
lálható sok olyan Hu H2,... diszjunkt téglák összegére, melyek a végesben 
nem sűrűsödnek,* és 5(A) a H,. Л algebrákban kiterjeszthető. E feltételek mel-
lett H minden korlátos В Borel-halmazához hozzárendelhető egy 5*(B) való-
színűségi változó oly módon, hogy az RH tér korlátos Borel-halmazainak Л, 
gyűrűjén ekként értelmezett 5*(B) halmazfüggvény teljesen additív és 

$*(ß) = 5(ß), ha В £ Л . 

A kiterjesztés egyértelmű, vagyis lia 5**(B) а Л , gyűrűn értelmezett, teljesen 
additív halmazfüggvény és 

5 *(Я) = Г ( Я ) , ha B í § l , 
akkor 

5 *(B) = r*(B), ha ß £ Sbu 

* Minden korlátos tar tomány lefedhető véges sok tégla segítségével. 

\ -
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Ezt igen egyszerűen beláthatjuk. Először végezzük el a ' [kiterjesztést a 
N 

Hk halmazokon belül. Ha B£$>lt akkor van olyan N, hogy Bçz^£hu. 
1=1 

Legyen 

k=l 

Nyilvánvaló, hogy £*(ß) teljesen additív a St., gyűrűn és ál elemein megegye-
zik £(ß)-vel. Ugyancsak egyszerűen belátható az egyértelműségre vonatkozó 
állítás is. 

Az előzőek alapján, a 3. 12. és 3. 13. tételek felhasználásával közvetle-
nül adódik, hogy ha ál, áBj és £ (A) ugyanazt jelentik, mint az előbb és minden 
A£ ál halmazra £(Л) szimmetrikus eloszlású, vagy minden A £ á l halmazra 
£(Л) a 0, akkor а £(Л) halmazfüggvény kiterjeszthető a oBi gyűrűre. 

A következő tételben a valószínűségi változók közé soroljuk azokat a 
£(«), függvényeket is, amelyek mérhetők, de esetleg pozitív valószínű-
séggel végtelen értéket vesznek fel. 

3. 16. T É T E L . Jelentse ál ugyanazt, mint a 3. 15. tételben. áB legyen az 
R„ tér Borel-halmazainak o-algebrája, £(A) pedig egy ál elemein értelmezett, 
olyan teljesen additív halmazfüggvény, melyre 

E feltételek mellett £(A) JB minden elemére kiterjeszthető, és a kiterjesz-
tés egyértelmű. 

BIZONYÍTÁS. Először a jelen § elején mondottaknak megfelelően végezzük 
el £(A) kiterjesztését a áB, gyűrűre. Ha most В nem korlátos Borel-halmaz és 

со 

ß = 2 ^ ' > ahol а В,, halmazok korlátos, diszjunkt Borel-halmazok, akkor 
Ii=l 

legyen 
r(B) = jt?(Bk). 

i=i 
Ez a hozzárendelés egyértelmű, mert ha CX,C2,... egy olyan korlátos, d i S Z -

аэ 

junkt Borel-halmazokból álló sorozat, melyre ß = 2 G , akkor mivel, k=l 
со a> 

в„=2 в,, Ck, Ck = 2 Ck ß , , 
t=i n=i 

következik, hogy 

£* (B.) = 2 R (Bn Ck), £* ( G , ) = 2 R (CL B„), 
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és így 
oo' со со со œ со 

2 2 2 № с . ) = 2 2 г ( с , в , , ) = 2 r (с„). 
п=1 ,1 = 1 7 =1 fc=l n:r 1 7 = 1 

£*(ß) teljesen additív halmazfüggvény. Ugyanis a konstrukcióból nyilván-
való, hogy ha a BUB,,...,В,- halmazok páronként idegenek, akkor a 

® I 
J(Bj), £ * ( ß > ) , - • • > § * v a l ó s z í n ű s é g i váitozók függetlenek. Ha 0 = 2 ^ 5 , 

t=ii 
ahol 5,, diszjunkt Borel-halmazokból álló sorozat, akkor konstruáljunk olyan 
korlátos Borel-halmazokból álló jG,,} sorozatokat, melyekre teljesül, hogy 

œ 

Bu = 2 C,„,, G„ C,,m = 0, ha n =)= m, A: • = 1 , 2 , . . . . 
„ -1 

Tudjuk, hogy 

1 1 = 1 

tehát £*(Я) definíciójának egyértelműségéből következik, hogy 

? ( ß ) - 2 G ( G 0 =- 2 2 ? * ( c , , , ) = 2 ? ( ß , ) . 
7.', il H-=l,i=l 7=1 

Ezzel a tétel bizonyítása teljes. 

1. MEGJEGYZÉS. A £*(ß), ß F i ß , valószínűségi változók vagy 1 valószínű-
séggel véges, vagy 1 valószínűséggel végtelen értékűek. Ha ugyanis-

со 
В = 2 " ß'- > a h o 1 ß* € áBi, к = 1, 2 , . . . . , ß , ß7 = 0, ha / =j= A:, akkor annak а 

7=1 
со «Г 

valószínűsége, hogy a ^ £*(ß„) sor összege véges legyen, vagy 0 vagy 1 

([8]., 60. o.). 
2. MEGJEGYZÉS. Tegyük fel, hogy az $ gyűrűn értelmezett £(A) hal-

mazfüggvény homogén, vagyis §(A) eloszlása csak az A halmaz mértékétől 
függ, de nem függ annak helyzetétől. Ebben az esetben, ahhoz, hogy 
£*(ß)< oo, szükséges és elegendő, hogy | ß | < oo. 

Ha ugyanis | ß ! < ° o és ß,. egy olyan korlátos, diszjunkt Borel-halma-
co 

zokból álló sorozat, melyre ß 2 ß ' > akkor létezik olyan A korlátos 

Borel-halmaz és olyan diszjunkt Borel-halmazokból álló Afc sorozat, hogy 
со 

A = 2 ' Au, "Bk\ — \Au\, k — 1,2, Mivel 
7- 1 

2 " 11 - / ( / , ß,.)| = v j j A7) j < - , 
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•következik, hogy a ^ (Bk) sor összege 1 valószínűséggel véges, tehát 
íc=l 

£ * ( ß ) < o o . Ha pedig | ß | = o e , akkor legyenek By ,Во , . . . olyan diszjunkt 
со 

Borel-halmázok, hogy ß = V ß A , jß,. 1. Éhben az esetben 

f j i - f i t , bI;) i = 11 - f i t , ß , ) | + 1 1 - f i t , B.f)\ + • • • = - , 
k= 1 
со 

tehát a ?*(#/) 
sor nem konvergens. Ekkor azonban a 0 vagy 1 tétel 

к 1 
szerint 1 annak a valószínűsége, hogy 

21 '£ЧЯ > ?iB) - , 
i . - i 

amivel az állítást bebizonyítottuk. 

I V . F E J E Z E T 

rt-GYŰRÜN É R T E L M E Z E T T , T E L J E S E N A D D I T Í V H A L M A Z -
F Ü G G V É N Y E K T U L A J D O N S Á G A I 

1. §. Korlátos variációjú halmazfüggvények 

A III. fejezetben láttuk, hogy ha £(A) egy S a-gyűrűn értelmezett tel-
jesen additív halmazfüggvény, akkor minden pozitív T-re és R-ra a 

s u p j l - / ( / , A ) ! , I' x2dFix,A), (' xdFix,A), P ( | £ ( A ) | > R ) 

halmazfüggvények korlátos variációjúak. Erre támaszkodva bebizonyítjuk a 
következő két tételt. 

4 . 1. TÉTEL. Legyen i(A) egy § o-gyűrün értelmezett, teljesen additív 
halmazfüggvény, g(x) pedig egy olyan polinom, melyre 4(0) 0. Ha az 
\a, b] intervallumnak a 0 pont nem határpontja, akkor az 

I' gix)dFix,A) 

halmazfüggvény korlátos variációjú. 

BIZONYÍTÁS. Nyilvánvaló, elég azt bebizonyítanunk, hogy az 

\ xdFix, A), j |xjl cf£(x, А), кш 2 
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halmazfüggvények korlátos > variációjúak. Legyen c, = min ( |aj , |ô | ) , 
c2 = max ( | a | , |6|) . Ha a <0< b, akkor 

J x < / F ( x , A ) | s i | J xdFfx, A)| -j-c2P(|fi(A)|) > ej), 
a^x—b \щЩр1 

I' I' x V F ( x , A ) + c t P ( | £ ( A ) | > l ) , 

ha pedig b < 0, vagy a > 0, akkor 

J xdF(x,A)jsi J |x|i/F(x,A)^c2P(|i(A)|^Ci), 

llSlSÍ 
tehát állításunk igaz. 

MEGJEGYZÉS. AZ V. fejezetben látunk arra példát, hogy az 

J \x\dF(x,A) 

halmazfüggvény nem mindig korlátos variációjú. 

4 . 2 . TÉTEL. Legyen fi(A) egy S> o-gyűrün értelmezett teljesen additív 
halmazfiiggvény, h(x) pedig egy olyan Boret szerint mérheiö függvény, amelyre 

|Л(х)| ш C, h(x) = 0(x2), ha x ^ O . 
E feltételekből következik, hogy az 

œ 

I' h(x)dF(x,A) 
- œ 

halmazfiiggvény korlátos variációjú. 

BIZONYÍTÁS. Feltevés szerint van olyan pozitív s szám és olyan К állandó, 
hogy \h(x)\^k Kx1, ha | x | ^ j e . Ennek alapján azt kapjuk/hogy 

œ со 

I J h (x) d F(x, A) I A J \h(x)\dF(x, A) ШК J x2dF(x, A) + CP(|fi(A)| > s), 
-CD — CD 

tehát mivel a jobboldalon korlátos variációjú halmazfüggvények állnak, állí-
tásunkat bebizonyítottuk. 

2. §. Egy további konvergenciatétel 

Ha £(.4) egy S o-gyürün értelmezett teljesen additív halmazfüggvény és 
An F § egy konvergens halmazsorozat, lim An = A, akkor a 3 .2 . tétel szerint 

11 -К0Э 
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a valószínűségi változókból álló £(A0 sorozat sztochasztikusan konvergál a 
£(A) valószínűségi változóhoz. Ha az A. sorozat monoton, akkor a teljes a d -
ditivitásból következik, hogy fennáll az erősebb 

lim £(A,) = £(A) 
ÎI-+CO 

reláció is. 
A következő tételben a £(A) halmazfüggvényröl nem tesszük fel, hogy 

diszjunkt halmazokhoz független valószínűségi változók tartoznak. Mivel csak 
nem-negatív értékű valószínűségi változókat engedünk meg £(A) értékkészleté-
ben, a tétel ugyanúgy bizonyítható, mint a közönséges mértékekre vonatkozó 
megfelelő tétel. 

4. 3. TÉTEL. Legyen S egy o-gyürü. ê minden A eleméhez tartozzék egy 
£(A) nem-negatív valószínűségi változó oly módon, hogy ha A,, A,... S egy 
diszjunkt halmazsorozata, akkor 

(4 .1) S(Á) = j h ( A j . 
k=1 

Ebben az esetben a £(A) halmazfiiggvény rendelkezik a következő tulajdon-
sággal: ha BUB2,... az & a-gyürü egy konvergens sorozata, lim В„ ==В, 

11-У со 
akkor 

lim §(£,) = §.(В). 
11 —У со 

BIZONYÍTÁS. Legyen 

С,i = В,! Вн+1, • • •, Dn = В„ А Вп+1 + • • • . 
Mivel 

С Ф Д А Д , , « = 1 , 2 , . . . , 

következik, hogy 

(4. 2) |(С„) àè(Bn) A g(0„), / 7 = 1 , 2 , . . . . 

Másrészt 
lim G = Hm Dn = lim Bn = В 

n - i œ n - F c o я с о 

és így а (4. 1) relációból következik, hogy a monoton Cn és Д , sorozatokra 
teljesül, hogy 

(4.3) lim |(C«) = lim ==!(£) . 
И-+00 П-+ОЭ 

(4. 2)-ből és (4. 3)-ból következik, hogy 
lim £(ß„) = £(ß) 

M-XX) 

és ezzel a tételt bebizonyítottuk. 
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Arra vonatkozólag, hogy egy a-gyűrűn értelmezett teljesen additív £(A) 
halmazfüggvényre vonatkozólag mindig érvényes-e a 

£(A„)-*£(A), ha A„ —A, 1 ( 1 

reláció, nem tudok végleges választ adni. Bizonyos esetben azonban pozitív 
és negatív értéket egyaránt felvevő §(A) halmazfüggvényre is fennáll ez az 
erősebb konvergencia. Ezzel egy további dolgozatban kívánok foglalkozni. 

3. §. Folytonos és te l jes halmazfüggvények 

Legyen S egy H halmaz bizonyos részhalmazaiból alkotott a-gyűrű. 
Tegyük fel, hogy H elemei hozzátartoznak S-hez. Egy, az $ a-gyűrűn értel-
mezett £(A) teljesen additív halmazfüggvényt folytonosnak nevezünk, ha а Я 
halmaz minden Ii elemére teljesül, hogy 

£(Л) = 0. 
A §(A) halmazfüggvényt tisztán diszkontinuusnak nevezzük, ha létezik olyan 
nem tires megszámlálható / / ,<= / / halmaz, hogy 

£(A) = 0, lia A ( H—H,, 
£(Л) ф 0, ha h £ H • 

Ha £(A) teljesen additív halmazfüggvény és £(Л) =j= 0, ahol h é H, akkor a 
h pontot £(A) diszkontinuitási pontjának nevezzük. A valós értékű halmaz-
függvények elméletében ismeretes, hogy minden diszkontinuitással rendelkező 
teljesen additív halmazfüggvény felbontható egy folytonos és egy tisztán disz-
kontinuus halmazfüggvény összegére. Hasonló felbontás itt is elvégezhető. 
Mielőtt erre rátérnénk, bebizonyítjuk a következő tételt: 

4 .4 . TÉTEL. Legyen £(A) egy J> a-gyiíriín értelmezett, teljesen additív 
halmazfüggvény. Ha T rögzített pozitív szám, akkor a £(A) halmazfüggvény 
abszolút folytonos a W(T,A)* mértékre nézve, azaz 

S(A) 0, ha W(T,A) = 0. 

BIZONYÍTÁS. Mivel 

\\-f(t,A)\^W(T,A), ha A 

következik, hogy 

f(t,A)= 1, ha \t\^T. 

Ebből az (1.3) egyenlőtlenség alapján következik, hogy 
f(t,A)= 1, 

amit bizonyítani akartunk. 

* Lásd 318. o. 
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Ezután bebizonyítjuk, hogy fennáll a 

4 .5 . TÉTEL. Legyen S (A) egy S a-gyürün értelmezett teljesen additív 
halmazfiiggvény. Tegyük fel, hogy H elemei hozzátartoznak i-hez és Í(A)-nak 
van diszkontinuitási pontja. Ebben az esetben léteznek olyan S'(A), Í"(A) 

folytonos, illetve tisztán diszkontinuus, teljesen additív halmazfüggvények, hogy 
£(А) = Г(А) + Г(А) , ha A / S . 

BIZONYÍTÁS. Legyen T rögzített pozitív szám. W(T,A) véges mérték, 
tehát létezik egy olyan H, megszámlálható halmaz, hogy 

W(T,h) 0, ha Л / Я — Я . 
Mivel | (A) abszolút folytonos a W(T,A) mértékre nézve, következik, hogy 

5(/;) = 0, ha Л / / / — H x . 
Innen a tétel triviálisan következik. 

Ugyanúgy, mint a közönséges halmazfüggvények esetében, bevezethetjük 
itt is a teljesség fogalmát. A definíció teljesen hasonló a [6] 34. oldalán 
található definícióhoz, ezért ezt nem részletezem. A 4. 5. tétel figyelembevéte-
lével az is könnyen belátható, hogy a teljessé tétel processzusa is minden 
nehézség nélkül átvihető 

V . F E J E Z E T 

P É L D Á K 

1. Poisson-halmazfiiggvény. Jelöljön M (A) egy Л gyűrűn értelmezett, 
valós értékű, véges, nem-negatív, additív halmazfüggvényt. Legyen továbbá 
5(A), A ZoR additív halmazfüggvény. Ha 

P (5(A) = k) = Á = 0, 1 , 2 , . . . , 

akkor a 5(A) halmazfüggvényt Poisson-típusúnak nevezzük. 5(A) karakterisz-
tikus függvénye ebben az esetben a következő alakú: 

/ ( / , A) ^-«LnU'-n. 
Ha az M(A) halmazfüggvény teljesen additív (más szóval, M(A) mérték), 
akkor a 5(A) halmazfüggvény is az. Ugyanis legyen Á,, A , . . . egy 51 elemei-
ből álló, nem növekvő hahnazsorozat, l imA„ = 0, akkor az 

« ->00 
<5. 1) I l - / ( / , A ) | Él M ( A ) \ t \ e M < m \ 
és a lim Af(A„) = 0 relációból következik, hogy 

11 ->00 
/ ( / , A „ ) = > 1 , ha п - ю c , 

5 III. O s z t á l y K ö z l e m é n y e i VI /3—4 
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tehát a 2 .1 tétel szerint 5(A) teljesen additív halmazfüggvény. Ha az M(A) 
mérték korlátos, akkor (5.1) szerint az |1— f(t,A)\ halmazfüggvény korlátos 
variációjú, tehát 5(A) kiterjeszthető. Speciálisan, ha H=RU M(A) = c\A\r 

ahol с állandó, megkapjuk a közönséges homogén Poisson-folyamat differenciái 
által származtatott halmazfüggvényt. 

2. Összetett Poisson-halmazfüggvény. Legyen M,(A), M,(A),... egy Л 
gyűrűn értelmezett valós értékű, nem-negatív, additív halmazfüggvények egy 
sorozata. Az Л gyűrűn értelmezett additív 5(A) halmazfüggvényt összetett 
Poisson-típusúnak nevezzük, ha 5(A) karakterisztikus függvénye a következő 
alakú : 

(5. 2) / ( f ,A) = exp Í > * ( i 4 ) ( e * * ' - 1 ) , 
tel 

ahol a {+} halmaz а 5(A), A£ Л valószínűségi változók lehetséges értékeinek 
összessége és 

со 
2 м к ( А ) < oc, ha А £ Л . 
tei 

На 
СО 

м ( А ) = 2 Мк(А), А £ Л 
tei 

véges mérték az Л gyűrűn, akkor ugyanúgy, mint a Poisson-halmazfüggvé-
nyek esetében, belátható, hogy 5(A) teljesen additív. Ha még azt is feltesszük, 
hogy 

_ 
(5.3) 2 \ h \ M k ( A ) < oo, A £ Л. 

tel 

és az (5. 3) összeg korlátos mérték az Л gyűrűn, akkor az (5. 2) relációból 
azt kapjuk, hogy 

U eyrk(A) (e'V-1) J 
tel 

ahol 

I W M ) | = 

-g j _ ] I ^ 
te1 

tel tel 

L (f ) == max e Pk ó 

tehát |1— /( f ,A) | t minden rögzített értékére korlátos variációjú és így f (A) 
kiterjeszthető az S (Л ) o-gyűrűre. 
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Könnyen belátható, hogy ha az Л gyűrű az Rlt tér részhalmazai bizonyos 
összessége és 5(A) eloszlása csak az A halmaz |A| mértékétől függ, akkor 

Mk(A) = Ck\A\, k = 1 , 2 , . . . , 
ahol Ck állandó. 

3. Laplace—Gauss-halmazfiiggvény. így nevezem azt az additív 5(A) 
halmazfüggvényt, melyre 

Я/ ,А) = / д а ' ( Ч A £ Л, 

ahol Af(A) és D-(A) valós értékű, additív halmazfüggvények, Z)-(A) ^ 0 , A £ Л . 
Ha mindkét halmazfüggvény teljesen additív, akkor a 2. 1. tétel figyelembe-
vételével következik, hogy 5(A) is az. Ha az M(A) és D2(A) halmazfüggvé-
nyek korlátosak is, akkor az 

<2 2  

11 —/(/ , A) I ^ 11—е'ВД I -F 1—e ^ 111M (А) + ЩА) у 

egyenlőtlenségből következik, hogy t minden rögzített értéke mellett az 
| 1 — f ( t , A ) \ halmazfüggvény korlátos variációjú, tehát 5(A) kiterjeszthető 
1(Л)-ге. На Л az Rn tér bizonyos részhalmazainak összessége és 5(A) elosz-
lása csak jAj-tól függ, akkor könnyen belátható, hogy 

AÍ(A) = AÍ|A|, £>-(А) = £)2 |А|, 

ahol M és D' állandók. Speciálisan, ha « = 1, akkor 5(A) nem más, mint a 
közönséges Brown-mozgás folyamat differenciái által származtatott halmaz-
függvény. 

4. Jelöljük /„(xj-szel az л-edik Rademacher-függvényt: 

fn(x) = sgn s i n 2 " л х , O g x s 1. 

Legyen a [0, 1] intervallum az elemi események ß tere és a lehetséges 
események legyenek a [0,1] intervallum LEBESGUE-Szerint mérhető halmazai. 
Ekkor az {/»(x)} függvények független valószínűségi változók. Tekintsük a 

n = 1 , 2 , . . . 

valószínűségi változókat. Mivel 

következik, hogy a 

M ( ^ , (x ) ) = 0, D2(gn(x)) = Z , 

Ztín(x) 

5 * 
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sor minden sorrendben 1 valószínűséggel konvergál. Ha A a természetes 
számok egy halmaza, akkor a 

2gn(x) 
„ел 

sor minden sorrendben 1 valószínűséggel konvergál ugyanahhoz a határfügg-
vényhez, továbbá a 

g(x,A) 2 g n ( x ) 
«g л 

halmazfüggvény teljesen additív a természetes számok H halmaza összes 
részhalmazainak I a-algebráján ([4] 118. o. Corollary 1.) A g(x,A) halmaz-
függvény a következő tulajdonságokkal rendelkezik: 

а) 

tehát a 
со 

2 Ъ ( * ) 1 
,lí=l 

sor divergál. Ebből következik, hogy a g(x,A) halmazfüggvényt nem lehet 
felbontani oly módon, hogy 

g(x, A) = g + {x , A ) — g - ( x , A ) , 

ahol o-+(x,A) és g (x,A) teljesen additív, nem-negatív halmazfüggvények, 
mert ha ilyen felbontás lehetséges volna, akkor a 

2 \ g Á x ) \ ^ g Á x , H ) + g - ( x , H ) 
»=1 

со 
egyenlőtlenségből következnék, h o g y 2 á " » ( x ) s o r abszolút konvergens.* 

,1=1 

b) Mivel minden pozitív ?-ra fennáll, hogy 

M ( \ g „ ( x ) \ ) = j \ x \ d F ( x , n ) , ha n ^ , 

* Az előbbi egyenlőtlenségből látható, hogy g(x, A) még úgy sem bontható fel nem-
negatív g {x, A),g-(x, A) halmazfüggvények különbségére, hogy az utóbbiaktól nem kívánjuk 
meg a 2. definícióban előírt függetlenségi feltevést, hanem csak a 

со со 
g*(x, Ak>• 8' <*»Л) = 2 S - - (*» Al. ) 

tel /.=1 
CD 

relációkat, ahol A,, A,,... g egy diszjunkt halmazsorozata és Л = 2 Az.. 
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az a) tulajdonságból következik, hogy az 

)' \x\dF(x,A) 

halmazfüggvény nem korlátos variációjú. 
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