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Bevezetés

A sztochasztikus folyamatok elmélete, amint KOLMOGOROV 1931-ben
megalapozta, eredetileg az id6ben véletienszeriien lejatszodo folyamatok mate-
matikai targyaldsaval foglalkozott. Kés6bb azonban felvettdtek olyan gyakor-
lati problémak, amelyek nem idobeli folyamatokkal kapcsolatosak, de a szto-
chasztikus folyamatok elméletében hasznélatos modszerekkel oldhatok meg.
Hyen problémak fordulnak eld pl. a csillagok, a kolloidrészecskék térbeli el-
oszlasanak vizsgalatanal, vérsejtszdmlalasnal, “adott teriiletre, adott id6 alatt
lehullé csapadékmennyiség vizsgalatanal, stb.

Van egy lényeges kiilonbség az id6beli folyamatokkal kapcsolatos é€s az
emlitett problémak kozott: a matematikai modell a két esetben lényegesen
eltér egymastol. Az id6beli folyamatoknal gyakran csak a f idGpontbeli hely-
zet érdekel benntinket, és ezt egy & valosziniiségi valtozoval regisztraljuk.
A sikbeli ponteloszlasndl azonban nem a sik pontjaihoz, hanem halmazaihoz
tartozo valosziniiségi valtozok irjadk le a pontrendszer allapotit. Ha A a sik
egy halmaza, akkor ehhez tartozik egy £(A) valdsziniiségi véaltozd, amely meg-
adja a véletlenszeriien elhelyezkedd pontok koziil az A halmazba es6knek a
szamat. §(A) egy véletlen értékii, mds szdéval sztochasztikus halmazfiiggvény.

Jelen dolgozat targya az ilyen véletlen értékii halmazfiiggvények vizsga-
lata. Bevezetem a sztochasztikus additiv és teljesen additiv halmazfiiggvények
fogalmat és ezekkel kapcsolatban megvizsgdlok olyan problémakat, amelyek
koziil némelyek altalanositdsai a kdzonséges, valos értékii halmazfiiggvények
elméletében felvetodd problémdaknak, illetve azokhoz hasonldk, némelyek pedig
valoszinliségszamitasi természetiiek.

1. DEFINICIO. Legyen & valamely H tér bizonyos részhalmazaibdl dllo
gylrii. Ha & minden A eleméhez tartozik egy §(A)=&(w, A) valdsziniiségi
vdltozo, oly mddon, hogy ha A, A,, ..., A, az R gyiirii diszjunkt halmazai,
akkor a &(A), E(A,), ..., E(A,)) valdsziniiségi vdltozok fiiggetlenek és

) s(4)= ()

ez esetben £(A)-t sztochasztikus additiv halmazfiiggveénynek nevezem.
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2. DEFINICIO. Az & gyiiriin értelmezeft E(A) szlochasztikus additiv hal-
mazfiiggvenyt sztochasztikus teljesen additiv halmazfiiggvénynek nevezem,
ha & bdrmely olyan A,, A, ... diszjunkt halmazsorozatdra, amelyre

A=D A&,
k=1
teljesiil, hogy
E(A) = é E(Ax).

Rovidség kedvéért a sztochasztikus szot elhagyom és ott, ahol koziénséges,
valos értékii additiv, illetve feljesen additiv halmazfiiggvény szerepel, ezt kiilon
megjegyzem.

A sztochasztikus folyamatoknak véletlen értékii halmazfiiggvényként valo
felfogdsmddja S. BOCHNER [2] munkéjiban szerepel eldszor. Bizonyos speci-
alis esetekre vonatkozé véletlen értékii halmazfiiggvényekkel foglalkoztak
H. CrameEr [3], E. Marczewskr [9], C. RyLL—NARDzewsk! [12], tovdbba
A. BLANC—LAPIERRE és R. FORTET [1].

A gyakorlati alkalmazasok szempontjabol fontos, hogy ha pl. H vala-
milyen véges dimenzios euklideszi tér, akkor gombokhoz, tartomanyokhoz és
esetleg bonyolultabb halmazokhoz is hozzd tudjunk rendelni valosziniiségi
valtozokat. Mint a III. fejezet 1. §-dban megmutatom, a Kolmogorov-féle kon-
strukcioval ([8], 4. §) konstrudlhatunk olyan sztochasztikus additiv halmaz-
fiiggvényeket, amelyek tégldkon vagy téglak véges Osszegein vannak értel-
mezve, ezzel a modszerrel azonban altaldnosan nem oldhaté meg a probléma.
Ahhoz, hogy ennél tovabbjussunk, foglalkoznunk kell a sztochasztikus hal-
mazfiiggvények kiterjesztésének a problémdjaval.

Jelen dolgozat legfébb célja a gyiiriin értelmezett sztochasztikus teljesen
additiv halmazfiiggvények kiterjesztésének az elvégzése kiilonbozd feltételek
mellett és o-gyliriin értelmezett sztochasztikus teljesen additiv halmazfiiggvé-
nyek egyes tulajdonsagainak a vizsgalata.

Bizonyos, euklideszi terekben értelmezett, sztochasztikus halmazfiiggvé-
nyek kiterjesztésével H. CRAMER [3], E. MarRczewsk! [9] és C. RyLL—NARD-
ZEWsKI [12] foglalkoztak. Ennek a dolgozatnak a tételei specidlis esetként
tartalmazzak a [3] és [12] dolgozatok idevago tételeit. H. CRAMER egy kozon-
séges, egyparaméteres & sztochasztikus folyamat &,—§&, differencidi 4ltal
konstruathaté sztochasztikus halmazfiiggvény kiterjesztésével foglalkozott.

A sztochasztikus teljesen additiv halmazfiiggvények kiterjesztésének a
problémaja 4altalanositdsa a fiiggetlen valdsziniiségi valtozdkbol allo végtelen
sorok konvergenciaproblémajanak. Ha ugyanis &,&,,... egy fiiggetlen valo-
szinliségi valtozokbol all6 sorozat és & a természetes szamok véges halma-
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zainak a gyiiriije, akkor a
EA)= 25, Ac&
i€EA
halmazfiiggvény abban és csak abban az esetben terjeszthetd ki az S(R)

o-gyiriire, ha a D& sor minden sorrendben 1 valdsziniiséggel konvergél

k=1
([4], 118. o., Corollary 1.).

A véletlen értékii halmazfiiggvények elmélete felépitésének van egy ma-
sik utja is. A sztochasztikus folyamatok elméletét fel lehet épiteni ugy, hogy
tekintjiik a valds fiiggvények terét és ebben a térben értelmeziink mértéket.
Ugyanezt megtehetjiik az & gyiiriin értelmezett additiv halmazfiiggvények
terében is, mint azt E. HoPF [7] bebizonyitotta. Az igy értelmezett mérték
altalaban csak végesen additiv. Sok szempontbdl sziikséges azonban, hogy a
val6sziniiség teljesen additiv legyen, a kiterjesztés problémdja tehat mas vo-
natkozasban itt is felmeriil.

A sztochasztikus additiv halmazfiiggvény fogalma bizonyos értelemben
altalanositdsa a fiiggetlen novekményii folyamat fogalmanak. Ugyanis gyakran
csak a &,—§&, differenciak érdekelnek benniinket, ezek pedig, illetve ezek
osszegei, felfoghatok sztochasztikus additiv halmazfiiggvényként.

Koszonetet mondok RENYI ALFRED, SZOKEFALVI-NAGY BELA és CSAsZAR
Akos professzoroknak értékes megijegyzéseikért.

Fogalmak és jeldlések

Legyen H egy tetszbleges halmaz és & egy H bizonyos részhalmazaibol
alto halmazosztaly. Az & halmazosztalyt gyiiriinek nevezziik, ha A--B¢ &,
A—B¢€&, feltéve, hogy A€ R, B€RK. Ha HeRR, akkor RK-et algebranak
nevezziik. Ha A,, A,,... az & gyiirli (algebra) egy tetszbleges halmazsoro-

zata és ZALEﬁ akkor &-et o-gyliriinek (o-algebranak) nevezziik. Ha &

gylrii ((r gyuru) és Aeﬁl, akkor A& azt az algebrat (o-algebrat) jelenti,
amelynek elemei az A halmaznak az & gyiiriihoz tartozd részhaimazai. §(R)
az & gyiiriit tartalmazo legkisebb o-gyiiriit jelenti. Ha ASH, akkor
=H—A.
Valamely & gyiirii elemein értelmezett valos értékii, nem negativ m(A)
halmazfiiggvényt mértéknek neveziink, ha & barmely olyan A,, A,, ... disz-

junkt halmazsorozatara, amelyre A:ZA,;EO‘?{, fennall, hogy
k=1

/|8

1) m(A)= 2, m(As).

—
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Ha m(A) negativ értékeket is felvehet, de az (1) reldcio tovabbra is fennall,
akkor m(A)-t teljesen additiv halmazfiiggvénynek nevezziik.

Az n-dimenziés euklideszi teret R, jeloli. Ha A az R, tér egy Lebesgue
szerint mérhetd halmaza, akkor |A| jelenti az A halmaz n-dimenzids Lebesgue-
mértékét.

A dolgozatban szerepld valosziniliségi valtozok egy rogzitett esemény-
térben vannak értelmezve, amelyet 2-val jelolink. Az £2 tér elemeit o jeldli.
Feltessziik, hogy adva van egy az Q tér bizonyos részhalmazaibdl alkotott
Jo-algebra és § elemein érteimezve van egy P val6sziniiségi mérték, amelyre
P(2)==1. Az Q térben értelmezett, majdnem mindeniitt véges értékii, mér-
heté fliggvényeket valdsziniiségi valtozOknak nevezziik. Ha & és 7 valdszinii-
ségi valtozok, akkor a &==1 relaci6é azt jelenti, hogy

PE=n)=1.
Ha &, &, ... egy valdsziniiségi valtoz6-sorozat, akkor a & — & (vagy lim &= §)
relacié azt jelenti, hogy o
P(lim & =& =1

k—>

A &=>¢& (vagy limst&. =E&) relacio azt jelenti, hogy minden pozitiv e-ra
k-»®
) lim P(|&—&| > &) —0.
k—>w

Ha &, illetve & karakterisztikus fiiggvénye fi.(f), illetve f(t) és fi(¢t) — f(¢)
t minden értékére (amely ekvivalens azzal, hogy a konvergencia minden
véges f-intervallumban egyenletes), akkor ezt az
'

&) Fi(t)y=>f(t)
relacioval fejezziik ki. (2)-bol kovetkezik (3), és ha £=0, akkor (3)-bol
kovetkezik (2).

Ha § egy valdszinliségi valtozd és a Q(4) valos szamra teljesiil, hogy

PE=Q(A))z4 PE=QA) =1+, |

ahol 0 <A< 1, akkor a Q(4) szdmot a & valoszinliségi valtozé A-kvantilisé-
nek nevezzitk.
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I. FEJEZET
SEGEDTETELEK

1. §. Korlatos variacidéju és szubadditiv halmazfiiggvények

DEerFNIC1O. Legyen & (A, B, ...) egy halmazosztaly. Egy & elemein értel-
mezett «(A) valés értékit halmazfiiggvényt akkor neveziink korlatos variacio-
junak, ha van olyan K szam, hogy minden péaronként idegen, l-hoz tartozé
halmazokbdl ailo A,, A, ..., A, halmazosszességre teljesiil, hogy

\

DAy =K.

»
koo

=

Azt a legkisebb K szdmot, amelyre az el6z0 egyeniStlenség teljesiil, ¢ varid-
ciojanak nevezziik. Ha A S A, k=1,2,...,r, akkor a

sup > |e(As)|
{ “h"} k=1

a mennyiséget Var,(4)-val.

DeFNiciO. Legyen &(A4, B,...) egy halmazosztaly, «(A) pedig egy &
elemein értelmezett valos értékii halmazfiiggvény. Az « halmazfiiggvényt szub-
additivnak (szuperadditivnak) nevezziik, ha barmely pdronként idegen, él-hoz

tartoz6 halmazokbol &ll6 A,, A,,..., A, 0Osszességre, melyre A =>:Ak €d,
k=1
teljesiil, hogy

«(A) = ‘>_‘T «(A), [«(A) = 2‘7 «(A))].
= \ i y

Ha az egyenldség all fenn, akkor azt mondjuk, hogy « additiv halmazfiigg-
vény. Ha r végtelen is lehet, akkor «-t teljesen szubadditivnak (teljesen szu-
peradditivnak), illetve, ha egyenl6ség all fenn, akkor teljesen additivnak
nevezziik.

esetében a Var,(A) halmazfiiggvény teljesen szuperadditiv. Gyakran fel fog-
juk hasznélni a kovetkez6 egyszerii tételeket, amelyek bizonyitasai megtalal-
hatok a [11] dolgozatban.

1. 1. TETEL. Legyen &R egy gyiirii, «(A) pedig egy R elemein értelme-
zett olyan nem-negativ értékii halmazfiiggvény, melyre teljesiilnek a kovetkezé
feltételek: '
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LD (A=K AECR;

b) «(A) szubadditiv;
¢) ha A, A, ... az R gyiiri egy diszjunkt halmazsorozata, akkor

©

D (A < oo.

k=1

......

(A € &) korldtos mérték az & gyiriin.

2. §. Egyenlétlenségek

Ebben a paragrafusban egy-két gyakran eldforduld egyenlttienséget
vezetiink le. Itt felhasznédljuk a kovetkezd elemi egyenlStlenségeket :

2

sinx _ X i
1— . 3@; ha [x|=1,
1._5123;%1_5,{15’ ha O<+¢=1 és |x|=¢

sin x 1 |-

—_— —_— >

P
<

Legyen & valOsziniiségi valtozo, F(x) legyen az eloszlasfiiggvénye, f(f)
pedig a karakterisztikus fiiggvénye. Az eldz6 egyeniStlenségek felhasznalasa-

val azt kapjuk, hogy ha O <& =1, akkor
1

:

~1 -

8

1
' 1

sz 3| Jamrona =

5 5 ,. (l—e"'-")dF(x)a'ti =

———

q-

o«

-] (1— W arw = | wareo(i— STF)P(":' 7o)

y \
- jrl=e

Innen kovetkezik, hogy

an f 11— £(t)|dt = min (g, ] -S‘gf‘n)[ _]" XdF(x) 4P (&[> )]

RE

-1
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Legyen O tetszbleges pozitiv szdm, akkor az el6z6kh6z hasonldan kap-
juk, hogy

.. ftl—f(r)idt>f( 9% 4 =

| f (1_ ngfx)dF( )=1oP (|§|>%),

lm|>%

(1.2)

v

Gyakran fel fogjuk hasznalni a kovetkezd, jol ismert egyenléStlenséget:
ha f(t) karakterisztikus fiiggvény, akkor

(1.3) 1—Rf(2t) = 4(1—Rf(t))*

(. pl. [5] 60. o.).
A kovetkezd tétel 4ltalanositdsa [5] 113. oldalan taldlhaté lemmanak.

1. 3. TETEL. Legyen & valdsziniiségi vdltozo és Q(Z) jelentse ennek egy
A-kvantilisét. Legyen tovdbbd z fetszileges valds szdm és s(x) egy olyan nem-
negativ fiiggvény, hogy ha x = z, akkor s(x) monoton nem-csékkend, ha pedig
x =2z, akkor monoton nem-novekvé. Tegyiik fel tovdbbd, hogy létezik
M[s(E—n)], ahol 1 &E-vel azonos eloszldsu és tile fiiggetlen valdsziniiségi
vdltozo. E feltételek mellett létezik M[s(E— Q(2))] is és érvényes a kivetkezd
egyenldtlenség:

(1.4 M[sE—n)] = min (2, 1=2)M[sE—Q(A)].

BizonyiTAs. Legyen & ==§—Q(4), 1 =1—Q(4). Ekkor a 0O érték
J-kvantilise &-nek. Jeloljik & és 1, kozos eloszlasfiiggvényét F,(x)-szel. llyen
moédon azt kapjuk, hogy

@

MsG—n)]=M[sGE—n)]= | | sGc—p)dF(x)dF(y) =

-0 -

= [} S—NdF dF0)+ J'J' s(x—y) dF,(x)dF,(y) =

a"> 1/<O 2z =0

| aF.() l SR + J dF,() | sEdF (x) =

= min (4, 1—4) | s(dF,(x) = min (2, I—2)M[sE—Q(2))].

* Rz a z komplex szam valds részét jeloli.
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KoOROLLARIUM. Ha s(x) a kovetkezd fliggvény:
y 0, ha |x|=g¢

SO=] 1 ha |x|>s ¢

akkor az (1.4) egyenlotlienség a kovetkez6t adja:
{1.5) P(lE—n|>¢& = min(4, 1—)P(E—Q(L)] > #).

Az (1.2) és (1.5) egyenldtlenségekbdl kovetkezik, hogy
é
L [a—ifopats L P (le—n>+)=
' 2() . 10 \ B ()-‘ =
(1.6) 3

min (A, 1—4 . 1
= TG (i Ql >

3. §. Kvantilis-halmazok korlatossaga

Legyen Z egy tetszoleges halmaz, &, z € Z pedig valosziniiségi valtozo~
Osszesség. Jelolie Q(4, z) a & valdsziniiségi valtozd egy tetszoleges Z-kvanti-
lisét. Ha minden z-hez valasztunk egy Q(4,2) mennyiséget, akkor egy
{Q(@, 2),z€ Z} halmazt kapunk. liyen halmaz egy vagy tobb képezhetd,
aszerint, hogy minden 2-re, a Q(4, 2) kvantilisek egyértelmilen meg vannak
hatdrozva, vagy nem. '

Definidljuk a kovetkez6 mennyiségeket :

u, = lim sup P(§. < —¢), w,=Ilimsup P(& > ¢).

t>zEL te>0zEZ
A & valosziniiségi valtozok kvantilisei és a w,, n, mennyiségek kozotti kap-
csolatot tarja fel az

‘1.4, TETEL. Ha a Q(4,2) kvantilisek megvdlaszthatok gy, hogy a
{ Q4 2),2€ Z} halmaz alulrdl (feliilrél) korldtos, akkor
(1.7) =AUy = 1—2).
Ha a Q(4, 2) kvantilisek megvdlaszthatok gy, hogy a {Q(,2),z2¢€ Z} hal-
maz nem korldtos alulrol (feliilrél), akkor
(1.8) W=l =1—2).
BizoNyiTAs. Bizonyitsuk be az (1.7) és (1. 8) egyenlttlenségek elso felét.
A zarojelben levd allitasok bizonyitdsa teljesen hasonloan torténik. Tegyiik:
fel, hogy van olyan K(%) szdm, hogy a Q(4,2) kvantilisek alkalmas valasz—
tdsa mellett Q(2,2) = K(4),z€ Z és u, > i. Ekkor minden &-ra teljesiil, hogy
sup P& < —&) > 4.
E€X
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Legyen & olyan szam, amelyre —s&, = K,(4) és valasszunk egy olyan z,-,
amelyre
PE, <—&)> 4.
Ebbol az kovetkezik, hogy &, minden A-kvantilisére teljesiil a
Q(/‘U Z(») <—§ = KU»)

egyenldtlenség, ami ellentmondas, tehat (1. 7) els6 fele igaz.

Tegyiik most fel, hogy a Q(4, z) kvantilisek megvélaszthatok tgy, hogy
a {Q4,2),z¢Z} halmaz nem korlatos alulrél. Ekkor minden #-hoz talal-
hato olyan z., hogy

P(‘Ezf <_l‘) 2 ;'y
tehat minden s-ra teljesiil, hogy
supPE < —e) =4,
A

€s igy
gy ==lim supPE <—¢&) = 4.
t-»0 2EZ

Ezzel (1.8) els6 felét is bebizonyitottuk.

KOROLLARIUM. Az (1.7) és (1.8) egyenlotlenségekbdl kovetkezik, hogy
a {Q(,2),z€¢ Z} halmazok* 2(0 <4< 1) minden rogzitett értékére akkor és
csak akkor korlatosak alulrol (feliilrél), ha u, = 0(u,=0). Definidljuk a ko-
vetkez6 mennyiséget:
;== Him sup P(]&] > ¢).
E>ro 2EXL

Nyilvanvalo, hogy

=, 1y =G, My S,

Ebbol kovetkezik, hogy a {Q(4,2),z€ Z} halmazok 4 (0<Z<1) minden
rogzitett értékére akkor és csak akkor korlatosak, ha u,=0.

Ugyancsak az (1.7) és (1.8) egyenidtienségekb6l adodnak a kovetkezd
allitasok is: .

A{Q(i 2),2€ Z) (0< i< 1) halmazok / minden rogzitett értékére akkor
és csak akkor nem korlatosak alulrol (feliilrdl), ha w, = 1 (u,=1).

A{Q(4,2), z€ Z} (0< A< 1) halmazok 4 minden rogzitett értékére akkor
és csak akkor nem korlatosak, ha u;=—1.

* Ha arrol van szd, hogy a {Q(4, 2),z€ Z} halmazok minden Z-ra (0 < 2 < 1) kor-
latosak (nem korlatosak), akkor nem jatszik szerepet az, hogy hogyan vélasztjuk a Q(4, 2)
kvantiliseket. Ekkor, ha a Q(4, 2) kvantilisek egy specidlis valasztasa esetén az emlitett
halmazok korlatosak (nem Kkorlatosak), akkor a kvantilisek minden megvalasztasa esetén
szintén korlatosak (nem korlatosak). ‘A {Q(4, 2), z € Z} halmazon ebben az esetben vala-
mennyi & valdszinliségi valtozé valamennyi A-kvantilisének Osszességét is érthetjiik.
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4. §. Eloszlasfiiggvény-halmazok kompaktsaga

Jelolje & az egydimenzios eloszlasfiiggvények halmazat. P. LEvy beve-
zette az eloszlasfiiggvények tavolsaganak a fogalmat. Az Fi(x) és Fy(x) el-
oszlasfiiggvények tdvolsdga alatt azoknak a & értékeknek az alsé hatarat értjiik,
melyekre fenndll a kovetkezd egyenlotlenség :

Fi(x—h)—h = Fy(x) = Fu(x +h) + .

Jeloljiik ezt a szdmot L(F,, Fy)-vel. Nyilvanval6, hogy L(F,, F,) = 1. Ismere-
tes, hogy ez a tavolsadg kielégiti a metrikus tér axiomadit:

a) L(F,, F,))=0, akkor és csak akkor, ha Fi=F,,
b) L(FI) F2)=L(F2) 1:1),
¢) L(Fy, F5) = L(F,, )+ L(F,, Fy).

Ismeretes az is, hogy az & tér teljes a Lévy-féle tavolsdgra nézve ([5] 42. o.
2. tétel). & tehat korlatos és teljes, de nem kompakt metrikus tér. A tovab-
biakban azzal a kérdéssel foglalkozom, hogy milyen feltételek mellett kom-
pakt az & tér valamely &' részhalmaza. >

1.5. TETEL. Az & tér valamely & = {F(x, z), z € Z} részhalmaza akkor
és csakis akkor kompakt, ha minden 7-ra (0<A<1), a {Q(4,2),z2€ Z} hal-
maz korldtos.

BizonyiTAs. Az 1. 4. tétel korollariuma szerint a {Q(4, 2), z € Z} halma-
zok akkor és csak akkor korldtosak 4 minden rogzitett értékére, ha

lim sup [F(—s¢,2)+1—F(¢+0,2)]=0.

E->m 2E7
Ez ekvivalens a kovetkezokkel:
sup F(—e, 2)—0, inf F(¢,2) > 1, ha &— oco.
€L rEZ .
Ha tehat F(x,z), F(x,2,),... & egy sorozata és ennek egy F(x,z,) rész—
sorozata konVergal egy balrdl folytonos, nem csokkend F(x) fiiggvényhez az
utobbi minden folytonossagi pontjaban, akkor sziikségképpen F(—oo)=0
és F(+o0)=1.
1.6. TETEL. Az & tér valamely & ={F(x,z), z€ Z} halmaza akkor és
csak akkor kompakt, ha p,==0.
BizonyiTAs. Tételiink az 1.4. tétel korollariumanak és az 1. 5. tételnek
kozvetlen kovetkezménye. '

1.7. TETEL. Az & tér valamely &' = {F(x,2),2€ Z} halmaza akkor és
csak akkor kompakt, ha az f(t,2),z € Z karakterisztikus fiiggvények a t=0
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pontban egyenlé mértékben folytonosak, vagyis minden pozitiv e-hoz tartozik
olyan 6 >0, hogy
(1.9) I1—f(t, 2)|<e ha |t <O.

BizoNYiTAS. Tegyiik fel, hogy az & halmaz kompakt. Ebb8l kovetke-
zik, hogy elég nagy c esetén

sup P(|&]|>0)> %
z€eZ .
Mivel

1= =| | a—eaFx 2| =1 [ IxlaFe

=4

+2P(E]>0) = |tle++5,

tehat az (1.9) egyenldtlenség teljesiil, ha || <;c—=d'.

Tegyiik most fel, hogy teljesiil az (1.9) egyenlétienség. Ekkor az (1. 2)
egyenlStlenségbdl azt kapjuk, hogy wu; < 10¢, ami csak tugy dllhat fenn min-
den pozitiv ¢ra, ha y;=0.

1. 8. TETEL. Tegyiik fel, hogy az & = {F(x,z),z € Z} halmazra vonat-
kozolag teljesiil a kivetkezd két feltétel :
1. Létezik olyan mérhetd, a t—=0 pontban folytonos g(t) fiiggvény,
melyre 0 =g(t)=1, g(0)—1 és
lft,2)|=g(t), z€ Z
2. Létezik olyan 24,(0 < 4, < 1) szdm, hogy a Q(4,, 2) kvantilisek alkal-
mas megvdlasztdsa esetén a {Q(4,,2),z€ Z} halmaz alulrél (feliilrél) korld-

tos. Ebben az esetben minden 2-ra (0< i< 1) a {Q(4,2),z€ Z} halmaz alul-
rol (feliilrél) korldios.

BizonyitAs. Bizonyitsuk be azt, hogy az emlitett feltételek mellett min-
den Z-ra a {Q(4,2),z€ Z} halmaz alulrél korlatos. A feliilrél val6 korla-
tossagra vonatkozo allitas bizonyitasa ehhez teljesen hasonldan torténik. Legyen
Q(,2) = Ky, z€ Z. Az (1.6) egyenlétlenség alapjan kapjuk, hogy ha J >0,
akkor

. 0 é
o | (=gt oyar= o5 | a—15 P ar=
_8 -4

_ min (4, 1—4,) 1) _ min (4, 1—4) ( 1
:—T—P(lgz—Q(;wz)l>j)=——16—P & <Ki——]
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tehat

min (4, 1—4,) ( _L) _1-] .
0 ngPE < K TERT; J 1—g*(t))dt.

Ha elvégezziik a 0 — 0 hataradtmenetet, akkor innen kovetkezik, hogy i, =0,
tehat az 1.4. tétel korolldriuma szerint minden rogzitett 2-ra a {Q(4, 2), 2€ Z}
halmaz alulrél korlatos. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

1.9. TETEL. Az § tér §' = {F(x,2),z € Z} halmaza akkor és csak akkor
kompakt, ha teljesiil az 1. 8. tétel 1. feltétele és van olyan i, szdm (0< 2, < 1),
hogy a Q(4, 2) kvantilisek alkalmas megvdlasztdsa esetén a {Q(4,,2),z€ Z}
halmaz korldtos.

BizonyiTas. Tegyiik fel, hogy tételiink feltételei teljesiilnek. Ekkor az
1. 8. tétel szerint minden rogzitett i-ra a {Q(4, 2), z € Z} halmaz korlatos és
igy az 1.5. tétel szerint az &  halmaz kompakt.

Tegyitk most fel, hogy az &  halmaz kompakt. Az 1.5. tétel szerint
ekkor minden Z-ra a {Q(4,2),2€ Z) halmaz koriatos, tehat csupan a g(f)
fliggvény exisztenciajat kell belatnunk. Ehhez nyilvdn elég azt bebizonyita-
nunk, hogy az

zigi]f(t, 2)| == gi(t)

fiiggvény folytonos a =0 pontban.* Tegyiik fel az allitassal ellentétben,
hogy van olyan 1-nél kisebb ¢ szam, olyan f, és z; sorozat, hogy #, — 0, ha
k — oo, tovabba

lf@, )| =g<1,k=1,2,....

Mivel az & halmaz kompakt, kovetkezik, hogy az F(x, z;) sorozat tartaimaz
egy olyan részsorozatot, mely konvergal egy F(x) eloszlasfiiggvényhez. Az al-
talanossdg megszoritisa nélkiil feltehetjiik, hogy az F(x, z:) sorozat maga
ilyen tulajdonsaga. Ha f(f) jelenti F(x) karakterisztikus fiiggvényét, akkor
ezek szerint az f(f, z;) sorozat minden véges intervallumban egyenletesen
konvergal az f(t) hatarfliggvényhez, ami ellentmondas, mert f(¢) folytonos
figgvény és f(0)=1. )

* A g(t) fiiggvény megvalaszthato pl. a kovetkezOképpen: g(t)=-0, ha [¢{>1 és
. e ]
.g(f)z1 inf g1(f), ha < I( - 80 =1

=
M=o

1
ni-1

nl t
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5. §. Fiiggetlen valdsziniiségi valtoz6k végtelen sorainak
konvergenciajara vonatkozé tételek

Ebben a paragrafusban két tételt ismertetek. A tételek bizonyitasai meg-
talalhatok a [10] dolgozatban.

A tételek arra a kérdésre vonatkoznak, hogy ha &, &, ... fiiggetlen valé-
sziniiségi valtozok, milyen feltételek meilett konvergal minden sorrendben 1
valosziniiséggel a

Ps

(1. 10)

SOor.

gk

i

L

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket. Jeltlje & a természetes szamok
véges, & pedig valamennyi részhalmazdnak az Osszességét. Legyen

(1.11) E(A) - &, ha Ac&, vagy AcS,
€A

feltéve, hogy a jobboldalon minden sorrendben 1 valosziniiséggel konvergens
oOsszeg all. &(A) eloszlasfiiggvényét jelolje F(x, A), egy tetszdleges A-kvantili-
sét Q(4, A).

T 1.10. TETEL. Ha az {F(x, A), A€ &K} halmaz kompakt, akkor az (1. 10)
sor minden sorrendben 1 valdsziniiséggel konvergens.

Megforditva, ha az (1.10) sor minden sorrendben 1 valoszintiséggel
konvergens, akkor az {F(x, A), A€ 8§} halmaz kompakt.

1. 11. TETEL. Ha faldlhato olyan i,, 4, szdmpdr, 0 < i, < i, <1, hogy a
Q(4i, A), Q(42, A) kvantilisek alkalmas megvdlasztdsa esetén a {Q(4,, A), A€R},
{Q(4y, A), A € R} halmazok korldtosak, akkor az (1.10) sor minden sorrend-
ben 1 valdsziniiséggel konvergens.

Megforditva, ha az (1.10) sor minden sorrendben 1 valdsziniiséggel -

konvergens, akkor a {Q(Z, A), A 6 1 (0 < 42 < 1) halmazok 4 minden rogzitett
érteke mellett korldtosak.

1. KOROLLARIUM. Legyenek a &,&,, ... valésziniiségi valtozok eloszlasai
a 0 pontra szimmetrikusak. Ha van olyan l#%(0</'.< 1), hogy a Q(4, A)

kvantilisek alkalmas megvdlasztasa esetén a {Q(4, A), A € &} halmaz korlatos,
akkor az (1. 10) sor minden sorrendben 1 valésziniiséggel konvergens.

2. KOROLLARIUM. Legyenek a &, &,,... valosziniiségi valtozok nem-ne-
gativak. Ha van olyan 2(0</i<1), hogy a Q(4, A) kvantilisek alkalmas meg-
valasztdsa esetén a {Q (4, A), A€ R} halmaz korldtos, akkor az (1.10) sor kon-
vergens. ’

3 L Osztaly Kozleményei VI3—4
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II. FEJEZET

GYURUN ES ALGEBRAN ERTELMEZETT ADDITIV HALMAZ-
FUGGVENYEK

Ebben a fejezetben valamely H halmaz részhalmazaibol képezett &
gyiirii, illetve algebra elemein értelmezett §(A) additiv halmazfiiggvény tulaj-
donsagait vessziik vizsgalat ald. Ezek a vizsgalatok hozzasegitenek majd
ahhoz, hogy megallapitsuk, milyen feltételek mellett lehet £(A)-t kiterjeszteni
az & gylrit illetve algebrat tartalmazé legkisebb o-gyiirlire. Nyilvanvalo,
hogy ennek egyik sziikséges feltétele, hogy &(A) & folott teljesen additiv
legyen. Ezért eldszor arra kell taldlnunk feltételt, hogy egy additiv halmaz-
fiiggvény mikor teljesen additiv is. Ezzel foglalkozik a

2.1. TETEL., Ahhoz, hogy egy & gyiirii elemein értelmezeft £(A) additiv
halmazfiiggvény teljesen additiv legyen, sziikséges és elegendd, hogy minden
olyan By, B,, ... nem ngvekvé halmazsorozatra, melyre Bi.€R, k—1,2,.

11 B.=0, teljesiiljon a kovetkezd feltétel:
k=1

2.1) P(|€(By)|>¢&)—0, ha k— oo,
ahol & tetszéleges pozitiv szdm.
BizonyiTAs. Tegyiik fel, hogy teljesiil a (2. l)feltétel Legyen A1, As, ... az

& gytirii egy diszjunkt halmazsorozata. Legyen A= S’Ak ER, B,,—Z Ax. Mi-

k=n

vel £(A) additiv halmazfiiggvény, kovetkezik, hogy
E(A)=E(A) +E(A)+ -+ +E(A) +E(By), n=2,3,....
Innen kovetkezik, hogy

n—1

E(A)— gg(Ak)zg(Bn)zw, ha n—»oc,
tehat ([4], 119. o. Corollary 2.)
E(A) =2 (4.

Tegyiik fel most, hogy &(A) teljesen additiv halmazfiiggvény. Ha B,, B,, ...
a tételben leirt tulajdonsagu halmazsorozat, és A,=B,— Bu1, n=1,2,...,
akkor A;Ax=0, ha i5=k és

-

Bl=; Ak}
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amibdl a teljes additivitds miatt kovetkezik, hogy

E(B)—= 3 E(A).

Innen kovetkezik, hogy teljesiil a kovetkezd relacio:

E§(Bn)= Z £(A0—0,

tehat igaz az is, hogy ha £>0, akkor
P(|E(B.)|>#)—0.

KOROLLARIUM. Legyen &(A) egy &R gyiiriin értelmezett additiv halmaz-
fiiggvény. Ha létezik olyan T .pozitiv szdm, hogy & minden olyan
A;, Ay, ... nem-ndvekvd sorozatira, amelyre lim A,=0, teljestil, hogy

k>m

lim f(f, A))=1, ha |[{| =T,

k—>©
akkor a §(A) halmazfiiggvény teljesen additiv.
BizonyiTAs. A karakterisztikus fliggvényekre érvényes (1.3) egyenlétlen-
ségbdl kovetkezik, hogy a
. lim f(¢, Ay) =1
k>

reldcio minden f-re teljesiil, tehat
§(A)=>0, ha k— o0
és igy az allitis a 2.1 tételb6l kovetkezik.
A tovdbbiakban a E(A) valdsziniiségi valtozok Q(4, A) kvantiliseire
vonatkozé tételeket bizonyitunk be. Ezeknél felhaszndljuk az el6zd fejezet
eredményeit.

2.2. TETEL. Legyen £(A) egy & algebrdn értelmezett additiv halmaz-
fiiggvény. Tegyiik fel, hogy van olyan 4, szdm, hogy a Q(i,A) kvantilisek
~ alkalmas megvdlasztdsa esetén a {Q(4,, A), A€ R} halmaz alulrdl (feliilrdl) korld-
tos. Ekkor minden A-ra a {Q(4, A), A € &} halmaz alulrél (feliilrdl) korldtos. Ha
a {Q(4, A), AER} halmaz mindkét oldalrol korldtos, akkor az {F(x, A), A €&}
halmaz kompakt.

BizonvitAs. Ha A€&, akkor feltevés szerint Ac& és H=A-+Ac&.
Ebbol kovetkezik, hogy

§H)=E(A)+E(A), f(t, =1, A)f(l‘ A).
Mivel |f(t, A)| =1, kovetkezik, hogy

2.2 |[f& D=1/ H)|, Ac&.

3%
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f(t, H) Xkarakterisztikus fiiggvény, tehat * f(#, H)! folytonos, | f(0,H) = 1 és
igy, ha ‘ R

. gO=\ft H)}
azt kapjuk, hogy az 1.8. tétel 1. feltétele teljesiil. A 2. feltétel teljesiilését
feltételeink kozott eldirtuk, tehat ezzel az allitds egyik részét igazoltuk.

Ha feltessziik azt is, hogy a {Q(4;, A), A€ R} halmaz mindkét oldalrdl
korlatos, akkor a (2.2) egyenl6tlenségb6l, tovabba az 1.9. tételbdl kovetke-
zik, hogy az {F(x,A), A€ &} halmaz kompakt. Ezzel a tételt teljesen "Dbebi-
zonyitottuk. '

Gyiiriire vonatkozodlag abbodl, hogy van egy mindkét oldalrol korlatos
kvantilis-halmaz, nem kovetkezik, hogy mindegyik kvantilis-halmaz korldtos.
Ha péidaul & a pozitiv egész szamok véges halmazaibol alkotott gyfirli és

x

-~
F(x, ,,)_J__ e >dt,

V2,

-©

akkor Q‘%, A)=O, ha A€&, de ha /1:;:%, akkor a Q(4, 4) mennyiségék

nem korlatosak. Gyfirit esetére az [. fejezet eredményeit felhasnalva kapjuk
a kovetkezd tételeket.

2.3. TETEL. Legyen &(A) egy & gyiriin értelmezett additiv halmaz-
fiiggvény. Tegyiik fel, hogy van olyan i, i, szdmpdr, 0 <2, <A <1,
hogy a Q(4, A), Q(4,, A) kvantilisek alkalmas megvdlasztdsa mellett a
1Q(4,, A), A€ R}, {Q 4y, A), Ac &} halmazok korldfosak. Ebben az esetben
minden J-ra a {Q(4, A), A€ R} halmaz korldtos.

BizonviTAs. Tegyiik fel az allitassal ellentétben, hogy van olyan 2,
szam, és olyan A, halmazsorozat, hogy a Q(4,, A:) kvantilisek alkalmas meg-

valasztasa esetén | Q(4,, A,) — o<, ha k— oe. Legyen B,— > Ay, Co==B..1— B,
k=1
akkor C;C.=0, ha i=l=k és igy a &(C,) valosziniiségi valtozok fiiggetlenek.
Figyelembe véve tételiink feltételeit, az 1. 11. tétel szerint a
DI (I
sor 1 valoszinliséggel konvergal. Jeldljiik &-vel ennek a sornak az Osszegét

és f(f)-vel & karakterisztikus fiiggvényét. Nyilvanvald, hogy

FO—f A+ At o+ A) TTF G,

k=n
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tovabba
f(tr A1+Al+ e +An)=f(ty (Al 'Jf‘ A.’+ e +An)_An)f(t; An)y
tehat
|f(t); = If([: A1+A4+ ot +A'l)| = |f(t’ A")['

Tudjuk, hogy a {Q(4,, A), A€ K} halmaz korlatos, tehat ebbdl az 1. 9. és 1.5.
tételek alapjan kovetkezik, hogy a §(A,) valosziniiségi valtozok kvantilisei
korlatosak, ami ellentmondas, mert feltettiik, hogy |Q(4,, As)|— o0, ha n— oo.

2.4. TETEL. Legyen E(A) egy R gyiiriin értelmezett additiv halmaz-
fiiggvény. Tegyiik fel, hogy &(A)=0,A€& és van olyan 1, szdm, hogy a
Q(4,, A) kvantilisek alkalmas megvdlasztdsa mellelt a {Q(4,, A), A€ R} hal-
maz korldtos. Ebben az esetben minden i-ra a |Q(Z, A), A€ R} halmaz
korldtos.

BizonyiTAs. Tegyiik fel az allitassal ellentétben, hogy van olyan 4, szam
és olyan A, halmazsorozat, hogy a Q(4, A:) kvantilisek alkalmas megvalasz-

"

tasa esetén Q(4,, A))— >, ha k— co. Ha B,= > A, akkor B,2A, és

b=zl
mivel £(A) additiv és nem negativ, £(B.) = &(A,). Ha C, = B,,1— B., akkor
C.C,=0, ha i==k, tehdt a £(C,) valosziniiségi valtozok fiiggetlenek. Tudjuk
azt is, hogy ha A¢ &, akkor a Q(4,, A) mennyiségek korlatosak, tehat az
1. 11. tétel 2. korollariuma alapjan azt kapjuk, hogy

2 EC) < o~

n=1

Ha ennek a sornak az oOsszegét &-vel jelvljiik, akkor tehat

ami ellentmondds, mert feltettiik, hogy Q(4o, Ax) — oo.
Legyen R gyiirii és &(A) egy & elemein értelmezett halmazfiiggveény.
Definialjuk a kovetkezd halmazfiiggvényeket:
(A)==1lim sup PEB)< —¢)
R

&E-r ol

&> o

w,(A)=-1m sup PE(B) >¢),
BEAR
w(A)=I1lim sup P(|&(B)| > ¢).

A u,(A), u,(A), us(A) halmazfiiggvények nem masok, mint az I. fejezetben
definialt g, u,, vy mennyiségek, ha Z az & gyiirii azon elemeinek a halmaza,
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amelyek részei az A halmaznak. Nyilvanvalo, hogy ha BCS A, BER, AC&,

akkor
wi(B) = w (A),i=1,23.
Igaz tovabba a kovetkez6

2.5. TETEL. Ha §(A) az & gyiiriin értelmezett additiv halmazfiiggvény és
A€R, k=1,2,...,r, akkor

.ui(ZAk) ézs‘h’ (A, i=1,2,3.
k=1 k=1

BizoNYiTAs. Végezziik el a bizonyitdst az i=—3 esetben. A tobbi eset
teljesen  hasonldan targyalhatd. Legyen A.€R, Ai€A&R, k=1,2,...,1,
AA =0, hai==1 akkor

P(IE(A]+ A5 HAD| > 8) = P ([E(A) +5A) + -~ +EA)| > 9 =
| fP(ts(A4)1>§)+P (is(A;) >§)+~-:—P(|&(A;)|>§),
€s igy ’

sup PO >9=> sup P(&é(Amﬁ),
c 7; kzxAI:EAr;g{ !
€2 AR

ahonnan kovetkezik, hogy

s

45 ()Z,_j Ak) = %‘“3 (Ak)-

Ha most A, A,,..., A, az & gyiirii tetszOleges halmazai, akkor az eldbbiek
szerint

1j‘| 7 r—_£
s (Z Ak)f !’3(-41) +!‘3(A2_A1) T+ (Ar_ 1.21 Ay )
= = J
Mivel a w;(A), i=1, 2, 3 halmazfiiggvények monotonok, kovetkezik, hogy

H(Z A/;) = é,:!‘s(Ak)-

k=1
Ezzel az 4llitast bebizonyitottuk.
A u;(A) halmazfiiggvényekre vonatkozélag fenndll egy O vagy 1 torvény.
Ezt fejezi ki a

2.6. TETEL. Az & gyiirii elemein értelmezett u,(A), u, (A), u;(A) halmaz-
fiiggvények csak a 0O és az 1 értéket vehetik fel.
BizoNyiTAS. Legyen A¢& és tekintsik az R gyiirii azon B elemeit,

amelyekre teljesiil, hogy BS A. Ha w,(4) > 0 (u, (4) > 0), akkor az 1.4. tétel
korollariuma szerint van olyan 4, (4,), hogy a Q (4, B) (Q (%, B)) kvantilisek

+
‘
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alkalmas megvalasztasa esetén a {Q(4,, B), BEAR} ({Q(4,, B), B€ AR}) halmaz
nem korlatos alulrdl (feliilr6l). Ekkor azonban a 2.2 tétel felhasznaldsaval
kovetkezik, hogy 2 minden rogzitett értéke mellett a {Q(4,B), B€ A&} halma-
zok sem korlatosak alulr6l (feliilrdl). Innen az 1.4. tétel korollariuménak
ismételt alkalmazasaval azt kapjuk, hogy wm;(A)=1 (u,(A)==1). Tekintsiik
végiil a u;(A) értéket. Ha p;(A) > 0, akkor abbol, hogy u,(A4) = w,(A)+ u.(A),
kovetkezik, hogy u,(A) és u,(A) koziil legalabb az egyik pozitiv. Figyelembe
véve az elobb mondottakat és azt, hogy u;(A) = ui(A),us(A) = 1e(A), kovet-
kezik, hogy u;(A)=1. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
Végiil bizonyitsuk be a kovetkez6 tételt:

2. 7. TETEL. Legyen &(A) egy & gyiiriin értelmezett additiv (feljesen addi-
tiv) halmazfiiggvény. Ekkor minden rogzitett t-re az |1 —f(t,A)| halmazfiigg-
vény szubadditiv (teljesen szubadditiv).

BizoNYITAS. Legyen A, A,,... az & gyiirii egy diszjunkt halmazsorozata.
Az 1-nél nem nagyobb abszolut értékii z,2,,...,2. komplex szimokra érvényes

M—2z212y...2| = |1 —2z|+|1—2|+ - +{1—2]
egyenldtienségbol kovetkezik, hogy
l—f(t,;Ak) l—gf(t,Ak) ggll——f(t,Ak)],r=l,2,....
Ha tehat $(A) additiv, az allitadst igazoltuk. Ha £(A) teljesen additiv és

A=A, €&, akkor, mivel
k=1

f(t, % A, ) = L{ f(A)=>f(t,4),
kovetkezik, hogy

I 1 —f(t:A)l = ; ' 1 _f(t,A/:)].
Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
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lil. FEJEZET _
TELJESEN ADDITIV HALMAZFUGGVENYEK KITERJESZTESE

N
' 1.§. A probléma diszkusszidja

Legyen & valamely H tér bizonyos részhalmazaibdl allo gyiirii és £(A)
egy R elemein értelmezett, teljesen additiv halmazfiiggvény. Ebben a fejezet-
ben azzal a kérdéssel foglalkozom, hogy mikor terjeszthet6 ki £(A) értelme-
zése az §(R) o-gyiiriire. Kiterjesztés alatt egy oly S$(R) elemein értelmezett
£*(A) teljesen additiv halmazfiiggvény konstrukciojat értem, melyre teljesiil,
hogy . : -

§"(A)=E(A), ha Ac&.

Nyilvanvalo, hogy minden teljesen additiv halmazfiiggvény nem terjeszt-
hetd ki, mert ha specidlisan £(w,A) allando, &(m,A)=¢(A), ahol ¢(A) valds
értékii, R elemein értelmezett teljesen additiv halmazfiiggvény, akkor ennek
kiterjesztéséhez is tovabbi feltételek sziikségesek. _

Legyen példaul H a sik 0=x<1, 0 =y<1 négyzete, & pedig az
x-tengellyel parhuzamos egyeneseken fekv6, balrol zart, jobbrol nyilt inter-
vallumok véges 0Osszegeibdl, ezek komplementumaibdl, melyeket roviden
komplementum-tipustinak fogom nevezni, és magabdl a H halmazbol alkotott

n o

algebra. Ha A= > {a, = x < b, y=1y.}, akkor legyen ¢(A)= > (b, —ai)
=1 k=1

Iz

és p(A)=— — ¢ (A). ¢(A) teljesen additiv halmazfiiggvény. Ugyanis, ha A,, A,,...

&-nek egy diszjunkt sorozata és A— > A, € &, akkor az A, halmazok kozott
k=1

legfeljebb egy lehet komplementum-tipusi. Ha ilyen egyaltaldan nincs, akkor

A véges sok olyan balrdl zart, jobbrol nyilt intervallum osszege, melyek

mindegyike fel van bontva balr6! zart, jobbrol nyilt intervallumok osszegére.

Ezek hosszait akarmilyen sorrendben adjuk Ossze, mindig ugyanazt az Osz-

szeget kapjuk, tehat ¢ (4)=- > ¢(A,). Ha pedig van egy komplementum-
k=1

tipusi halmaz, és ez A,, akkor abbol, hogy ¢(A)==¢(A)+¢ (z A,‘.) és
k=2

@

¢ (Z Ay ) = > g(As), kovetkezik, hogy ¢(A)=_ ¢(A.).Ennek ellenére ¢ (A)
Je==2 / k=2 =1

i
nem terjeszthetd ki S(RK)-re, mert a + o és —oc értékek egyidejiilleg nem
fordulhatnak eld o-gyiiriin értelmezett, teljesen additiv halmazfiiggvény érték-
készletében ([6] 18. o. Theorem 3. 4. 13.). '

A}
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Ismeretes, hogy a kozonséges halmazfiiggvények esetében a kiterjesztés
elvégezhetOségéhez és ahhoz, hogy a kiterjesztett halmazfiiggvény véges értékii
“legyen, sziikséges €s elegendd, hogy a halmazfiiggvény mindkét oldalrél kor-
latos legyen. A kiterjesztést pedig legegyszeriibben ugy végezhetjiik el, hogy
a halmazfiiggvényt felbontjuk pozitiv és negativ részének kiilonbségére és
ezekel kiilon-kiilon kiterjesztjiik.

A valdsziniiségi valtozo-értekii halmazfiiggvények esetében ez az it nem
jarhatd, mert, ha az A halmaz mérhetd részhalmazainak a szdma nem meg-
szamlathato, akkor az elemi események terében értelmezett '

17(A) = sup&B), 1 (A): inf B)
B¢ AR ACAR

fliggvények nem feitétleniil mérhetdk, de ha mérhetdk is, akkor is lehetséges,
hogy pozitiv mértékil halmazon végtelen értéket vesznek fel. Ezért a kiter-
jesztést ebben az esetben mas tton kell elvégezniink.

Kiilon ki kell emelniink, hogy abban a specidlis esethen, ha &(m,A) = ¢ (A),
az a kovetelmény, hogy &(w,A) valdsziniiségi valtozd, annyit jelent, hogy a
¢ (A) érték véges. llyenforméan a valds értékd halmazfiiggvények koziil csupan
azokat kapjuk meg specidlis esetként, amelyek véges értékiiek.

Felvetodik a kérdés: vajon nem lehetne-e a valOsziniiségi valtozo-értékit
halmazfiiggvények egész elméletét ugy felépiteni, hogy a mintafiiggvények
(amelyek kozinséges, valds értékii halmazfiiggvények lennének) 6sszességébol
indulunk ki. Erre a valasz az, hogy ez az 0t abban az esetben jarhato csak,
ha megelégsziink additiv halmazfiiggvényekkel. Ha ugyanis a mintafiigg-
vényekrol kikotjik, hogy teljesen additivak legyenek, akkor kizarunk a tar—
gyalasbol sok fontos halmazfiiggvényt. Legyen pl. &, #=0, a jol ismert
Brown-mozgas folyamat, M(&)=0, D*(§)=t¢t. Ha & a szamegyenes balrol
zart, jobbrol nyiltintervallumai véges osszegeibdl all és a £(A), A € & halmaz-
figgvény a folyamat megfeleld differenciaibol, illetve ezek 6sszegeibdl alko-
tott additiv halmazfiiggvény, akkor a &(A) halmazfiiggvény w(A) mintafiigg-
vényei nem lehetnek teljesen additivak. Ezt igen egyszeriien belathatjuk.
Tekintsiik csupdn az /- [0, 1) intervallumot, amikor tehdt A< /. Legyen &
egy olyan, a 0 = ¢ =1 intervallumban értelmezett szeparabilis Brown-mozgds
folyamat, melyre

PE=E)=1,

és legyen £(A) a & folyamat differenciai illetve ezek osszegei altal szarmaz-
tatott additiv halmazfiiggvény. Nyilvanvalo, hogy

PE(A)=E(A))=-1, ha A€&.

A & folyamat majdnem minden mintafiiggvénye folytonos ([4], 393. 0. Theorem
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-~

2.2). Ebbdl és [4], 395. Theorem 2. 3.-bol* kovetkezik, hogy egy folytonos
Brown-mozgés folyamat majdnem minden mintafiiggvénye nem korlatos vari-

e ey

jobbrol nyilt, diszjunkt &, 3,, ..., J. intervallumok Osszegére és legyen

E—SIEG)L E— D IEE)

k=l
Az eibbb mondottakbol kovetkezik, hogy
PE.— <)=1.
Mivel PE =&)=1, a &, sorozatra is fenndll, hogy
PE.— o) =1,

tehdt a £(4) halmazfiiggvény majdnem minden mintafiiggvénye nem korlatos

variicioju.

Ennek a fejezetnek az eredményei hozzdsegitenek ahhoz, hogy az
R. tér Borel-halmazain értelmezett additiv §(A) halmazfuggvények exisztencia-
problémait megoldjuk. Bemutatom azt a gondolatmenetet, ahogyan ez egyes
konkrét esetekben keresztiilvihetd.

Konstrudljunk példaul egy olyan &(A) halmazfiiggvényt, amely az R, tér
valamely véges, zart H téglaja Borel-féle részhalmazain van értelmezve és
S(A) Cauchy-eloszldssal rendelkezik, karakterisztikus fiiggvénye a kovetkezd
alaka:

I, A):e"l-“llfl,

El6szor a Kolmogorov-féle konstrukcio ([8], 4.8§.) segitségével konstru-
alunk egy olyan &, ..., (fi,t, ..., 1)€H valoszinfiségi valtozd-sszessé-
get, melyre teljesiilnek az aldbbi feltételek:

a) Ha I a kovetkezd n-dimenzids tégla:

3.1 I={a=xi<a-t+h; i=1,2...,n}, ISH,
és

leigtl.!z, rty = &1, vty b b e by TS by
tovabba

JI.Ef,,iz....,t" =y, A, .. jh“ St by s by

akkor a
3.2 E() =8ty
valosziniiségi valtozo Cauchy-eloszldssal rendelkezik, mégpedig
_(3' 3) f(t, I) _ e—hlhg..‘h”|t| ]

* Ez a tétel eredetileg P. Levvt6l szarmazik.
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by Hal, 1, ..., I, a H téglaban fekv6 diszjunkt n-dimenzids téglak, ak-
kor a (3. 2) kifejezéssel definialt '
g(’l); 5(12)7 cey .E([))
valdsziniiségi valtozok fiiggetlenek.

Ezutan tekintjiik a (3. 1) téglak véges Osszegeibdl alkotott & gyiiriit és
ennek A=/ -1+ ---41I. elemeihez hozzdrendeljiik a

3.9 §(4) = D5l

valosziniiségi valtozokat.

Miutdn a Kolmogorov-féle konstrukcioval eddig eljutottunk, megallapit-
juk, hogy &(A) teljesen additiv az & gyiiriin, tovabba az {F(x, A), A¢ &}
halmaz kompakt és a 3.2. tételt szem el6tt tartva, elvégezziik a £(A) halmaz-
fiiggvény kiterjesztését a H halmaz Borel-féle részhalmazainak S(&R) o-gyii-
riijére.* §(A) teljes additivitdsa a 2.1. tételb6l és abbdl kovetkezik, hogy ha
A,— 0, akkor |A,|— 0. Ugyanis (3.3) és (3. 4) alapjan azt kapjuk, hogy

flt, A)=e™M_— 1, ha n— o<.
A masik tulajdonsag, hogy az {F(x, A), A¢ &} halmaz kompakt, abbdl kovet-
kezik, hogy ,

f(t, A)y= e 4l = g1l — g (1),

ahol g(t) folytonos fiiggvény, g(0)==1, tovabba Q(—;—, A)::-’O és igy tel-

jestilnek az 1.9. tétel feltételei. Ezzel a konstrukciot befejeztiik.

2. §. Gyiiriin értelmezett halmazfiiggvény kiterjesztése

3. 1. TETEL. Legyen E(A) egy &K gyiiriin értelmezett teljesen additiv halmaz-
fiiggvény. Ha van olyan pozitiv T szdm, hogy az |1— f(t, A)| halmaz-
fiiggvény minden olyan rogzitett t értékre, melyre |t| = T, korldtos varidcidju,
akkor E(A) kiterjeszthetd az S(R) o-gyiiriire. A kiterjesztés egyértelmii abban
az értelemben, hogy ha & (A) és £ (A) az S(R) o-gyiiriin értelmezett teljesen
additiv halmazfiiggvények és

E(A)=E"(A), ha A€,
akkor .
E(A)=E&"(A), ha AcS(R).

* Jelen esetben S(&R) nemcsak o-gyiirii, hanem o-algebra is.
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) Megforditva, ha £(A) egy § o-gyiiriin értelmezett teljesen additiv hal-
mazfiiggvény és T tetszdleges pozitiv szdm, akkor a

(3.5) }fsup 1—f(, A)l

...... —

A TETEL ELSO FELENEK BIZONYITASA. Feltevés szerint £(A) teljesen additiv
halmazfiiggvény az R gyiiriin. Ha tehat A,, A,,... az & gyiirli egy diszjunkt

k=1

[e0)
halmazsorozata, A = l A€ R, akkor

(3.6) lim sup ‘ F, A)—L!’;I @, A,..)i: 0.

ey [H=
Tekintsiik a [— T, 7] intervallumban folytonos fiiggvények B Banach-algeb-
rajat, egy fiiggvény normaja legyen az abszolut értékének a maximuma. Nyil-
vanvalo, hogy & kommutativ és van egység eleme. (3.6) szerinf, ha az &
gyiiriin értelmezett karakterisztikus fiiggvényeket csak a [— 7, 77 intervallum-
ban tekintjiik és g(f, A)=f(t, A), ha |t} = T, akkor g(¢, A) olyan teljesen mul-
tiplikativ* halmazfiiggvény, melynek érteimezési tartomanya az R gyfirii, érték-
készlete pedig a & Banach-algebraban van. Megjegyezziik, hogy mivel
20, A)=:1, llg(t, A)El:lﬁup?g(z‘, A)|=1, tehat O normaju figgvény nem
=

fordul el6 g(f, A) értékkészletében.
Bebizonyitjuk hogy az 1—g(t, A)||, A€R halmzafiiggvény korlatos va—

......

Az els§ allitas blzonyxtasahoz kimutatjuk, hogy teljesiilnek az 1. 1. tétel
feltételei. Mivel [g(t, A)l|=1, kovetkezésképpen |1—g(t, A)|| = 2, tehat az
1. feltétel teljesiil. A 2. 7. tétel szerint, ha A,, A,,..., A az &K gyuru disz-

junkt halmazai, A- > A, akkor { minden értékére
(17 ) = X1~ 1, A9,
tehat ,
11—g(t A) - =sup 1—f(t, A), 52: sup [1—f(t, A)| = X || 1—g(t, A}
|=r kel =T |

Eszerint a 2. feltétel is teljesiil. Legyen A,, A,,... az R gyiirii egy diszjunkt
halmazsorozata. Tételiink feltétele szerint

S —f(t, A)| < o, ha |t|=T.
=1

* Ennek definicidja megtalalhaté a [11] dolgozatban.
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Ebbbl kovetkezik ([4], 115. o. Theorem 2.7.), hogy a > &(A;) sor minden
k=1

sorrendben 1 valosziniiséggel konvergal. Mdsrészt ez maga utdn vonja, hogy a
> | xdFxA), X J CdF(x, A), ZP('E(A,) > )
k=1 . k=1
fzj=ze BE
végtelen sorok abszolut konvergensek ([8] 5. §). Az

1—g(@ Al = ﬁ;l(r;,l 1—f(t, A = sup ’ ] (¢ —1—itx)d F(x, Ar) 1
= S ]rrf‘éz
it | xdF(x A) 2P(EA)] > = 1 J e a0+

frl=e fr|=e

+7 ] xdF(x, A, )1+2P( E(A)] > )

ITI<8

egyenlotlensegbol az el6bb mondottak alapjan kovetkezik, hogy
| \ 2 1—g(t, Al < =,

tehat az 1. 1. tétel 3. feltétele is teljesiil.

A masodik allitas a 2. 7. tételbol kozvetleniil adodik, mert, ha ¢ minden
értékére az [1—f({, A)! halmazfiiggvény teljesen szubadditiv, akkor teljesen
szubadditiv az |[1—g({, A)“:ﬁir}“_f(t’ A)| halmazfiiggvény is.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy teljesiilnek [11] 1. tételének feltételei, kovet-
kezésképpen a g(f, A) halmazfiiggvény egyértelmiien kiterjeszthetd az S(&R)
o-gyiiriire, mas szoval, létezik egy és csak egy olyan g*(f, A), az S(R)
o-gyiiriin értelmezett, teljesen multiplikativ halmazfiggvény, amelyre

g (t,A)=g(t,A), ha A€,

g (tA)e®BR ha AcS(R).

és

Igaz tovdbba az is, hogy ha A, €¢S(R),n= 1,2,... és lim A, = A4, ak-

n-»Q

kor lim g*(t, A,) — g*(t, A). Specidlisan, ha A=0, akkor, mivel g*(¢,0)=1,

1n—> 0

limg*(t, A) =1.

A &(A) halmazfiiggvény Kkiterjesztését transzfinit indukcio segitségével
végezziik el.

Konstrudljuk meg az &R,—=&K, RK,, K,,... halmazosztalyok transzfinit
sorozatdt a koOvetkezOképpen. Ha minden olyan » rendszamra, melyre
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v <v' <, az &, halmazosztadlyt mar értelmeztiik, akkor legyen &R, azok-
nak a halmazoknak az osszessége, amelyek elSdllithatok a > &, osztilyba

<
tartozd halmazok konvergens sorozatainak limeszeként. Nyilvanvald, hogy
minden » < @, rendszdmhoz tartozé6 &R, halmazosztaly gyiiri.

Tegytik fel, hogy minden » < <, rendszdmhoz tartozo &R, gyiirii
elemeihez mar hozzdrendeltiink valdsziniiségi valtozokat, pontosabban, &,
elemein értelmeztiink egy olyan &,(A) teljesen additiv halmazfiiggvényt, amelyre:
teljestil, hogy

&(A)=—=¢&,,(A), ha r,<r,A€R,,
3.7 : fr(t,A)=g*(t, A), ha [t|=T, A€&,,
ahol A€ &, és f,(t, A) a §,(A) valdsziniiségi vdltozo karakterisztikus fiigg—
vénye. Ezutdn értelmezzitk a &, (A), A € &, halmazfliggvényt.

Ehhez eldbb kimutatjuk, hogy ha A;, A4,,... a Zéﬂ,,, gylirii egy konver—

gens sorozata, A, € &,,, akkor a &, (Ax) sorozat sztochasztikusan konvergal
egy valosziniiségi valtozohoz. Legyenek

e
Clc:IIAn; Dl:::Ck'_Ck—l, k:2, 3,. ‘e

n=1
A Ci, Dy, D3, ... halmazok diszjunktak, tehat alkalmazva a transzfinit induk-
cios feltevést, kovetkezik, hogy a &, (C), &,(Dy), &,(Ds), ... valOsziniiségi
valtozok fiiggetlenek. Mivel tovabba Cp==C, -+ D+ --- -+ Dy,

13
(3.8) £,(C)=E,(C)+ 2/ &, (D),
a (3.7) indukcios feltevést alkalmazva azt kapjuk, hogy
k ke
3.9 fult, CY=Fu(t, C) L1 f,(t, DY=g"(t, C) I g*(t, D), ha |t|=T.

A (3.9) relacio jobboldaldn &ll6 sorozat konvergal egy, a [—T7, T] interval-
lumban folytonos fiiggvényhez, tehdt ([4] 115. o. Theorem 2.7) a (3. 8) kife-
jezés jobboldalan all6 sor és igy a &, (C:) sorozat is 1 valdsziniiséggel kon-
vergal. Ha lim A, = A, akkor jelolje & ezt a hatarértéket. Kimutatjuk, hogy

k>

§1'k(Ak) =>§ ha k— oo,
Tekintsiik a kovetkezd relaciot
&, (A) =E,,(C) + &, (As—Ci).
Elegend§ tehat azt bebizonyitanunk, hogy
£, (Ai—C)=>0, ha k— oo.
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Mivel lim (A.— C) =0, kovetkezik, hogy ha |¢| = T, akkor

k-

lim f,,(f, Av— Cy) = lim g* (¢, Ay— C) == 1.
] k—>wo

Masrészt az (1. 3) egyenlétlenség szerint
1—Rf,, (21, Ac—Cy) = 4(1—Rf(t, Av—Cr))

t minden értékére teljesiil, tehat f, (f, A,—Ci)=>1, amivel az A&llitast iga-
zoltuk.

Definidljuk a §&,-(A), A € &, halmazfiiggvényt a kovetkezbképpen. Ha
Ac&R,, A=Ilim A,, ahol A, €&, ,r.<1,n-1,2,..., akkor legyen

Ev(A)=Ilimst§&, (4.).

Bebizonyitjuk, hogy &, (A) definicidja egyértelmii. Legyen A,, A,,..., B, B, ...
a D '&, gylrii két konvergens sorozata, lim A,=-1im B,=A. Az A.B.,

<y H >0 > 00

L. . . r . N ” 13 r 2
A,—B, sorozatok tagjai szintén elemei a > &, gyfiriinek, azonkiviil
v- v

lim (A,—B,)=lim (B,—A,) =0. Ha A, ¢ &,

"> n->o

B. € 5{1'"’; 7, < 7',, akkor

n?

'Evn (An) = .Ewr" (An Bn) + E'l’,L(A)l;B7l))
g'r'n (Bn) == Ea'"‘(An Bn) —,‘ EI’” (Bu - An)-
Mivel lim (A,—B,)=Ilim (B,—A,)=0 és igy, ha [{{= T,

frt, Bi—A) =g"(t, B.—A) — 1,
fo,(t, Av—B)=g*(t, Av—B,)— 1,
az (1. 3) egyenl6tlenség figyelembevételével kovetkezik, hogy
&, (A)—&,(AuB))=>0,
Era(Br)—5r,(Ax Bs) => 0,
tehat ' :
limst&, (A.)=1lim st§, (B.),

és igy &, (A) definicioja egyértelmii. Ebbol kovetkezik az is, hogy
£ (A)=E&(4), ha v<v.

Most bebizonyitjuk, hogy amit a » < »’ rendszdmokhoz tartozo &, (A4) hal-
mazfiiggvényekre feltettiink, az teljesiil a &, (A) halmazfiiggvényre is. El6szor

kimutatjuk, hogy f.-(t, A)=g*(¢, A), ha |t|=T. Legyen A==lim A,, ahol

n—>o
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Av€R,, ma<r,n=12,.... Mivel & (A)—>E& (A) és igy f, (1, A)—=>
=> f,-(, A), tovabba g*(t, A,) — g*(t, A), kovetkezik, hogy

fr(t, Ay=limf, (t, A,)=limg*(t, A,)=g"(t,A), ha [tI=T.

Az, hbgy g,-(A) additiv halmazfiggvény, a kovetkez6képpen lathaté be. Le-
gyenek A, Ay, ..., A, az &, gylirh diszjunkt halmazai. Legyenek
A AV LAY a Vlé?\,, gyliri olyan sorozatai, melyekre '

.

lim A=A, k =1,2,...,r, APAY=0, ha i=:=4

H—> 0
Az AV, ..., A" halmazokhoz fiiggetlen valoszinfiségi valtozok tartoznak, tsz-
szegiikhoz az egyes valosziniiségi valtozok oOsszege. Mivel ezek a tulajdon-
sagok a hatardtmenet elvégzése utdn is megmaradnak, a &.(4),...,5(4)

¥

.
valosziniiségi valtozok fiiggetienek és &, (l A,.') —= &, (A)). £-(A) azonban
k=1 k=1

teljesen additiv is, mert mint lattuk, f,-(1, A)- - g*(# A), ha | =T, tovabba
&, minden nem novekvd A;, A,,... sorozatara, melyre lim A, =0,

lim f.-(f, A)=limg*(t, A)==1 (|t = T),
és igy a 2. 1. tétel korollariumanak feltétele teljesiil.
Definidljuk végiil a £&'(A) halmazfiiggvényt a kovetkezoképpen:
E'(A) =-&.(A), ha AER,, r<m,.
Mivel > &, ==8(&), ezaltal a £*(A) halmazfiiggvényt $(R) minden elemén

értelmeztiik. Vilagos, hogy & (A) additiv halmazfiiggvény. & (A) azonban telje-
sen additiv is. Ez abbdl kovetkezik, hogy mint lattuk, a & (A) valdsziniiségi

= T relacio és igy S(R) minden nem ndvekvd, O-hoz tartd6 A, sorozatara
limf*(t, A))=lim g*(¢, A.)=—=1, ha it} =T,

ami a 2.1. tétel korolldriuma szerint maga utdn vonja azt, hogy &'(A) tel-
jesen additiv halmazfiiggvény.

A kiterjesztés egyértelmiisége kovetkezoképpen lathato be. Legyen &*(A)
és §(A) két, az §(R) o-gyliriin értelmezett teljesen additiv halmazfiiggvény,
és tegyiik fel, hogy

LA =E"(4), ha AR

Jelolje 9 azoknak az A halmazoknak az osztdlyat, amelyekre teljesiil a
£ (A) ==E"(A) egyenlOség. Legyen A,, A,,... az I halmazosztaly egy mo-

* g

noton sorozata. Mivel a & és & halmazfiiggvények teljesen additivak, kivet-
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kezik, hogy a &'(A.), &*(A.) sorozatok konvergensek és ha A=-lim A,, akkor
&(A)=Ilim&(A,), & (A)=Ilim&"(4,).

Amde £(A)=E"(A), n—1,2,..., tehat £(A)—E&"(A), amibél kovetkezik,
hogy AcO. O tehat monoton osztily és & S ON. Mivel az & gyiiriit tartal-
maz6 legkisebb monoton osztidly megegyezik az S(&R) o-gyiiriivel, kovetkezik,
hogy O ==&(&K), vagyis 1
E(A)=E"(4), ha AecS$(R). . |
Ezzel a 3. 1. tétel elsd részét bebizonyitottuk.

A TETEL MASODIK FELENEK BIZONYITASA. A tétel masodik felének bizonyi-
tasdhoz kimutatjuk, hogy akarmilyen pozitiv szam is 7, a (3. 5) halmazfiigg-
vényre teljesiilnek a 1. 1. tétel feltételei. Az a) feltétel nyilvanvaldan teljesiil,
hiszen f(¢, A) karakterisztikus fiiggvény és igy

sup |1 —f(t, 4)| = 2.
=T

Lassuk a b) feltételt. A 2.7. tétel szerint ¢ minden rogzitett értékére az
| I —f(t, A)| halmazfiiggvény szubadditiv. Ebbol kovetkezik, hogy ha 7 rog-
zitett pozitiv szam, akkor a sup|l—f(f, A)| halmazfiiggvény szintén szub-

=t

additiv, tehat a &) feltétel is teljestil.
Végiil a c) feltétellel kapcsolatban tekintsitk az § o-gylirli egy tetszble-
ges diszjunkt A,, A,, ... halmazsorozatit. Mivel a

2 E(A)
kool
sor minden sorrendben 1 valdsziniiséggel konvergal, kovetkezik, hogy a

> | eaFxa), X | xaF(xA)
k=1 hk=1 .

Jelzst fef=t

. 2 PEA) > )

végtelen sorok konvergensek ([8], 5. §.) Ebbél és az

H—f( A,..)I:lf(l——e-ftm)dF(x, A,,)!z! ’+’ !g

o=t |« ~1

+2P(s(A)[> D =

 §| J (et —1—itx) dF( A,,,)’ +|t;‘ | xdF (x, A)|

jrl=t1 =1
=2 ware a1t | xdFe a0 +2P(EA)|> 1)
2 | |

[xl=1 . fal=1

4 HI. Osztaly Kizleményei VI;3—4
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egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy a c) feltétel is teljesiil, tehat a (3.6) hal-
mazfiiggvény korlatos varidciojit. Ezzel a 3. 1. tételt bebizonyitottuk.

A kovetkezO tétel érvényességét a 3. 1. tétel bizonyitdsdbdl is kiolvas-
hatjuk, azonban ugyanezt a transzfinit indukcios konstrukcio felhasznélasa
nélkiil, csupan a 3. 1. tétel mdsodik felének allitdsdra tamaszkodva is bebi-
zonyithatjuk. Erre a tételre a tovabbiakban sziikségiink lesz.

3.2. TETEL. Legyen &§(A) egy 8§ o-gyiiriin értelmezett teljesen additiv
halmazfiiggvény. Ha A;, A,, ... az 8§ o-gyiirli egy konvergens halmazsoro-
zata, lim A, = A, akkor

> m

§(A)=>&(A), ha n— oo
BizonyiTAs. A 2.7. tétel szerint az |1— f(¢, A)| halmazfiiggvény ¢ min-
den rogzitett értékére teljesen szubadditiv. Ebbol kovetkezik, hogy minden
pozitiv T-re a sup |1—f(t, A)| halmazfiiggvény is teljesen szubadditiv.
t1=
A 3. 1. tétel szerint a sup [1— f(t, A)| halmazfiiggvény korlatos variacioji is,
tehat ha W(T, A) ]elentl ennek az A€8§ halmazban vett varidciojat akkor az
1. 2. tétel szerint W(T, A) korlatos mérték az § o-gyiiriin. Mivel lim (4,— A) =

_lim (A—A.) =0, kovetkezik, hogy lim W(T, A,—A)- lim W(T, A—A,)~0. A

Islup |1—f(¢, B)l = W(T,B), B¢S
=T
egyenl6tlenségbol kovetkezik, hogy lim f(f, A.—A) ~ lim f({, A—A,)=1, ha
|t| = T.  Mivel ez minden pozitiv T-re igaz, kovetkezik, hogy
E(A—A)=>0, §(A,—A)=>0, ha n— oo.
[E(A)—E(A)] = |E(A—A)|+]5(A—A,)|

egyenlStlenségbdl kovetkezik az, amit bizonyitani akartunk.
A kiterjeszthetoség feltételét igen szemléletesen fejezi ki a

Ebbol és a

3. 3. TETEL. Legyen §(A) egy & gyiiriin értelmezett teljesen additiv hal-
mazfiiggvény. Ha & minden A,, A,, ... diszjunkt halmazsorozatdra a

_j E(Ax)

sor 1 valosziniiséggel konvergdl, akkor E(A) kiterjeszthetd S(R)-re.

BizonyiTAs. A 2. 7. tétel szerint |[1—f(t, A)| (A€R) teljesen szubadditiv
halmazfiiggvény. Feltételiinkb6l kovetkezik, hogy ha A, A,,... az & gyiirii
egy diszjunkt halmazsorozata, akkor

2 [1—ft A< =,
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\

hiszen a ZE(AA) sornak minden sorrendben 1 valdsziniiséggel konvergdlnia

keil, ami maga utdn vonja az el6bbi relaciodt (1. [4] 115. o. Theorem 2. 7 (I11)).
Mlvel tovabba jl—f(t A =2 az 1 1 tetel szerint |1—f(z‘ A)I mmden rog-

......

teljesiilnek, ami tételiinket is bizonyitja.

3. §. Kiterjesztési tétel eloszlasfiiggvényekre vonatkozé6 feltétellel

A tovdbbi tételekben a kiterjesztés elvégezhetdségére vonatkozd Aallitast
ugy bizonyitjuk, hogy visszavezetjitk a 3. 1. tételre. Ezért a kiterjesztés egy-
értelmiiségét nem sziikséges tijbol kimondani.

3.4. TETEL. Legyen §(A) egy & gyiiriin értelmezett teljesen additiv hal-
mazfiiggvény. Ha az {F(x, A), A€ R} eloszldsfiiggvény-halmaz kompakt, akkor
E(A) kiterjesztheté S(&R)-re.

Megforditva, ha E(A) egy S o-gyiiriin értelmezett, teljesen additiv halmaz-
fiiggvény, akkor az {F(x, A), A€8} halmaz kompakt.

A TETEL ELSO FELENEK BIZONYITASA. Legyen A, A4,, ... az & gyiirii egy disz-
junkt halmazsorozata. Mivel az & = {F(x, Ax), k=1, 2, ...} halmaz kompakt,

az 1.10. tétel szerint a ) E(A;,) sor 1 valdszintiséggel konvergal llyenfor-

man allitdsunk a 3. 3. tetelbol kozvetleniil kovetkezik.

A TETEL MASODIK FELENEK BIZONYITASA. El6sz6r bebizonyitjuk, hogy a
u;(A), A€ S halmazfiiggvény teljesen szubadditiv. Legyen A,,A,,... egy disz-
junkt halmazsorozat, A.€8, k=1,2,.... A 2.5. tételbdl kovetkezik, hogy

Us (};Ah) = k;:!‘a(Ak)‘[*!‘s( % AI)

Csupan azt kell belatnunk tehat, hogy a jobboldal mésodik tagja O-hoz tart.
Legyen B,— > Ai. A u,(A) halmazfiiggvény monoton, tehat a u,(B.) sorozat
k=n .

nem novekvd. A 2. 6. tétel szerint w;(A) csak a 0 és az 1 értékeket veheti
fel, tehat két eset lehetséges: vagy van olyan N, hogy u;(B,)=0, ha n> N,
vagy us(B,)=1 n minden értékére. Tegyiik fel az allitissal ellentétben, hogy
az utobbi eset all fenn. Ekkor az 1.4. tétel korollariuma és a 2. 2. tétel sze-

Q(\%,Ck) >1

k==1,2,.... Mivel B;—0, kovetkezik, hogy Ci.— 0, és igy a 3. 2. tétel

rint léteznek olyan C,C,,... halmazok, hogy C:¢€S8,CxCE By,

4%
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/
szerint §(Cx)=> 0. Ebb6l azonban kovetkezik, hogy Q(—;-,C;.- )—»O,amiellent—

mondas. Tehat w;(A) teljesen szubadditiv.

A u;(A) halmazfiiggvény monotonitdsabol kovetkezik, hogy fennall a
kovetkez6 tulajdonsag is: ha A, A,,... tetszbleges, az § o-gyliriihoz tartozd
halmazok, akkor

|}

L k=1

!‘:»;( ﬁAk) = ZF‘S(A’)
k
Ugyanis

@

o:gj 0 I.‘il‘ .
% Ak:Z (Ak——% A/) (A() ==O), *

= k=1 1\,
tehat, mivel u,(A) teljesen szubadditiv és monoton, kovetkezik, hogy

[o2]

© 4 k-1 091
Ly (A‘:; AI;) = Z.“:} ( AI—gAI) = 2,1 F:&(AI.-)-

b=l &

Tekintsiik az § o-gyliriin értelmezett $(A) teljesen additiv halmazfiigg-
vényt. Tegyiik fel az Allitassal ellentétben, hogy az {F(x,A), A¢8} halmaz
nem kompakt. Ekkor az 1. 6. tétel szerint

w,==lim sup P([$(4)] >&)==0>0.

e>o0 AES —

Innen kovetkezik, hogy minden pozitiv &-ra
sup P(|§(A) >¢&)=—=0>0.
Ac§

Mivel :
sup P(|£(4)| > &) = sup sup P(E(B)! >+),
A€S A€ES BEAS

kovetkezik, hogy létezik olyan A, (A.€8§) halmazsorozat, amelyre

- sup P(|E(B)[>n)§%>0.
BeA,§

n

Ha A== A,, akkor az el6bbiek szerint

k==1

0
— >0,

sup P(lE(B)|>n = sup PEB) >n=
sup P(EB)|>m= sup P(EE)>n) =

(o)

tehat
. " @
u,(A)==lim sup P (J&B)|>n) =+ >0.
()= lim sup PEB) > =
A 2. 6. tétel szerint u,(A) csak a O és az 1 értéket veheti fel, tehat kovet-
kezik, hogy w,(4)=1.
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Most bebizonyitjuk, hogy ha B€S, w,(B) =1, akkor minden 4,m szam-
parhoz talalhato olyan B, € BS halmaz, hogy a Q(Z,B.) kvantilisek alkalmas
megvalasztasaimellett

w(Bu)=1, [Q(4,B.)|>m.
Tegyiik fel, hogy ilyen B, halmaz nem létezik. Mivel w,(B)-- 1, talalhatok
olyan C,¢BS, k==1,2,... halmazok, hogy | Q(4,Cy)| > k. Feltevésiink szerint

k==m

#;(Cr) =0, ha k= m. Tekintsiik a C:ZC;,- halmazt. Az eldbb bebizo-
nyitottuk, hogy '
1(C) = X 1, (C),

I

tehat u;(C)=0. Ekkor azonban az 1.6. és 1.5. tételek szerint létezik olyan
K(Z) szam, hogy a Q(4,C’) kvantilisek tetszOleges megvalasztasa esetén
QA,CH=K(@{), haC'eCs,
ami ellentmondas. . _
Az elobb mondottakat a B -- A halmazra alkalmazva, valasszunk olyan

I
Q (-%A,B1 )' > 1. Ugyanigy kovetkezik,

1)

Konstrualhatunk tehat olyan B,, B,,... nem ndvekvé halmazsorozatot, amelyre

ol o)

§(B.) =:(B)+ I;’; (E(Bi)—E&(Bin1)), B :,l:]f By,

B,€AS§ halmazt, amelyre uy(B,)= 1,

>2, stb.

hogy létezik olyan B,€B;8 halmaz, amelyre wu,(B))= 1,

B, €8, >n. Amde a §(B.) sorozat konvergens, mert

.

tehat a Q(%,B,IJ sorozat korlatos, ami ellentmondas. Ezzel a 3. 4. tételt
y 7

bebizonyitottuk.
KOROLLARIUM. Legyen &(A) egy & gyiiriin értelmezett teljesen additiv
halmazfiiggvény. Ha
wy=1lim sup P(E(4)|>¢&) =0,
> Acé .
akkor &(A) kiterjeszthetd S(&R)-re.
Megforditva, ha £(A) egy § o-gyiiriin értelmezett, teljesen additiv hal-
mazfiiggvény, akkor
wy==lim sup P(|E(A)|>¢&)=0.

e>0 AEE

BizonyiTAs. Az allitas a 3. 4. és 1.6. tételek kozvetlen kovetkezménye.
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4. §. Kiterjesztési tételek kvantilisekre vonatkozé feltételekkel

A kovetkezb tételek egyszer(i alkalmazasai az el6z6 §-ban bebizonyitott
tételeknek és a II. fejezet tételeinek. Ezek koziil az elsd harom a 3.4. tétel
feltétele enyhitésével foglalkozik.

A 3.5. tétel megmutatja, hogy a valdsziniiségi valtozo-értékii, teljesen
additiv £(A) halmazfiiggvények kiterjesztésében mennyivel tobb feltételre van
szitkség, mint a kozonséges, valds értékii halmazfiiggvények esetében. Ha ¢(A)
egy R gyiriin értelmezett valds-értékii, teljesen additiv halmazfiiggvény és

E(o,A)=q(A), ha ACSK,

QLA =¢p(A), ha 0<i<1, A€,
vagyis &(w, A) minden kvantilise egybeesik a ¢(A) értékkel. Mivel pedig
@(A) kiterjesztéséhez sziikséges, hogy a {¢(A), A € &} halmaz korlatos legyen,
mondhatjuk, hogy a §(A)= ¢(A) halmazfiiggvény Kkiterjeszthetd, ha van olyan
4, amelyre a {Q(4, A), A € &} halmaz korlatos.
Ha &(A) nem konstans, akkor, mint a 3. 5. tétel allitja, a kiterjesztéshez
két kiilonbozé A-értékhez tartozd kvantilis-halmaz korlatossagat kell feltenniink.

akkor

3.5. TETEL. Legyen §(A) egy & gyiiriin értelmezett teljesen additiv hal-
mazfiiggvény. Ha létezik olyan 1,,%, szdmpdr: 0<2,<2,<1, hogy a
Q(4,, A), Q(4s, A) kvantilisek alkalmas megvdlasztdsa melletta {Q(4,, A), A€ R},
{Q(%:, A), A € &} halmazok korldtosak, akkor E(A) kiterjeszthetd $(&R)-re.

BizonviTAs. A tétel a 1. 11. és a 3. 3. tételek kozvetlen kdvetkezménye.

3.6. TETEL. Legyen §(A) egy & gyiiriin érfelmezett, feljesen additiv hal-
mazfiiggvény. Ha a &(A), A € & valdsziniiségi vdltozok szimmetrikus eloszld-

suak és létezik olyan 7 %+ %(O < A< 1) szdm, hogy a Q(4, A)kvantilisek alkal-

mas megvdlasztdsa mellett @ {Q(2, A), Ac &} halmaz korldtos, akkor §(A)
kiterjesztheté 8 (&R)-re.

-~

BizonyiTAs, Mivel /1#%, kovetkezik, hogy Z==1—A4. Masrészt azon-

ban §(A) szimmetrikus eloszlast, tehat a {Q(4, A), A € &} halmazzal egyiitt a
{Q(1—17, A), A € &} halmaz is korlatos és igy a 3. 5. tétel feltételei teljesiilnek.

3.7. TETEL. Legyen &(A) egy & gyiiriin érfelmezett teljesen additiv hal-
mazfiiggvény. Ha a §(A), A € & valdsziniiségi vdltozok nem-negativak és van
“olyan 2(0 <A< 1), hogy a Q(2, A) kvantilisek alkalmas megvdlasztdsa mellett
a {Q, A), Ac &) halmaz korldtos, akkor E(A) kiterjeszthetd S(&R)-re.

BizonyiTAs. A tétel a 3.5. és 2. 4. tételek kozvetlen kovetkezménye.
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5. § Tovabbi kiterjesztési tételek

3.8. TETEL. Legyen &(A) egy R gyiiriin értelmezett, teljesen additiv
halmazfiiggvény. Ha van olyan pozitiv &, hogy a kovetkezd halmazfiiggvények:
(3. 10) | ®dF(x, A), | xdF(x, A), P(EA)|>#, A€R

- ‘r|<s |a:|<e

rrrrrr

Megforditva, /za £(A) egy § o-gyiiriin ertelmezett teljesen additiv hal—-

mazfuggveny, akkor a (3. 10) halmazfiiggvények (A€S8) minden pozitiv s-ra

......

A TETFL ELSO FELENEK BlZONYITASA Kimutatom hogy az Ll—f(t A)[

......

ha &> 0, akkor

9

—f¢, A)i:l ."(l—e“'f)dF(x, A)! 5‘{2‘ ) XdF(x, A)+ |t'i f xdF(x, A)l

|r|=e |r)=e

+2P([E4)| >8), A€a.
A TETEL MASODIK FELENEK BIZONYITASA. A 3 1. tétel sze'nﬁi;lt a (3 5)

vetkezik, hogy ha O0<e& =<1, akkor az

| xdF(x, A), Acs
S

~~~~~~

leges e-ra fennall, hogy

| @dF(x, &)= | xdF(x, A)+#P(EA) > 1),

je|=e S ==
az el6bb mondottak figyelembevételével azt kapjuk, hogy az
f XdF(x, A)

I'<€

......

vetkezd egyenlOséget:
ft, A)—1= | (e"—1—itx)dF(x, A)+- \
|z|=e

+it | xdF(x, A+ | (e —1)dF(x, A) -

RES ef>e
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Ha f==0, akkor innen kovetkezik, hogy

[ xar, A)’ < ;] —f(t, )] +10. J X dF(x, A)+ -2 ltl PUEA)] > #),
r[<£ jr|=e

.....

Ezzel a tetelt bebizonyitottuk. .

3.9. TETEL. Legyen E(A) egy R gyiiriin értelmezett, z‘eljesen additiv hal-

mazfiiggvény. Ha az
1—PA) - 1—PE@#)--0)

,,,,,,

BizoNYiTAS. A tétel az
1—f(¢t A)| =2(1—P,(A))
egyenlotlenseg és a 3. 1. tétel kozvetlen kovetkezménye.

3.10. TETEL. Legyen &(A) egy & gyiiriin értelmezett, teljesen additiv hal-
mazfiiggvény. Ha az

'M<|£<A)|>f .HxldF(x, A), Aed

......

BizoNYiTAS. A tétel az
11—7(, A =| | (1 —e™)dF(x, A)| = 1] | ixidF(x, 4)

egyenlotlenség és a 3. 1. tétel kozvetlen kovetkezménye.

3.11. TETEL. Legyen E(A) egy & gyurun értelmezett teljesen additiv
halmazfiiggvény. Ha az

M(A) = ME(A)) = _;' xdF(x, A),

D*(A)=DE(A) = | ¥dF(x, A)—( | xdF(x, A)

halmazfiiggvények korldtosak, akkor E(A) kiterjesztheté $(&R)-re.
Bizony(TAs. A Csebisev-egyenlotlenség szerint

P& — M) > 9= ZA.

Ha tehit |M(A)| = M,, D(4) = D,, akkor

P(E(4)| > M +¢) = P(EA) —M(W)| > = ZA.

: 2 -

&
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Innen adddik, hogy ,
wy="lim sup P({&(A)| > M,+¢)-=0,
- s> AER

tehat az 1.6. tétel és a 3.4. tetel korollariuma szerint a kiterjesztés elvé-
gezheto,

MEGJEGYZES. Nem sziikséges tehat, hogy az M(A) és D*(A) halmaz-
fuggvények teljesen additivak legyenek. A kiterjesztés mar akkor is elvégez-
hetd, ha csak korlatosak.

6. §. Algebran értelmezett halmazfiiggvény Kkiterjesztése

Abban az esetben, ha a £(A) halmazfiiggvény értelmezési tartomdnya
algebra, a kiterjesztésre vonatkozd feltételek enyhithetok. Erre vonatkoznak a
kovetkezd tételek. '

3.12. TETEL. Legyen E(A) egy R algebrdn értelmezett, teljesen additiv
halmazfiiggvény. Ha van olyan . szdm (0 < A< 1), hogy a Q(Z, A) kvantili-
sek alkalmas megvdlasztdsa mellett a {Q(Z, A), A€ &} halmaz korldtos, akkor
&(A) kiterjesztheté S(R)-re.

BIiZONYITAS. A tétel a 2.2. és a 3.4. tétel korollariumanak kozvetlen
kovetkezménye.

3.13. TETEL. Legyen E(A) egy & algebrdn értelmezett, teljesen additiv
halmazfiiggvény. Ha a §(A), A€R valdsziniiségi vdltozék szimmetrikus elosz-
ldstiak, akkor a E(A) halmazfiiggvény kiterjeszthetd $(&)-re.

BizonviTAs. Mivel a Q(»%—A,AJ kvantilisek megvalaszthatok ugy, hogy
Q‘%,A)zO, Ac&, az allitas a 3. 11. tételbd] kozvetleniil kovetkezik.

3. 14. TETEL. Legyen &(A) egy & algebrdn értelmezett, feljesen additiv
halmazfiiggvény. Ha £(A) = 0, A€ &, akkor a &(A) halmazfiiggveény kiterjeszt-
heté S(R)-re.

BizonyiTAs. A
§(H)=E(A) +-E(A), Ac&
egyenldségbdl kovetkezik, hogy &(A) = &(H). Innen kovetkezik, hogy
0= Q4 A) = Q@ H)=K(%),

tehat a 3.5. tétel szerint £(A) kiterjesztheto.
Végiil bizonyitsuk be, hogy fennall a kovetkezd
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3.15. TETEL. Legyen E(A) egy & algebrdn értelmezett, teljesen additiv
halmazfiiggvény. Ha létezik olyan pozitiv q szdm, hogy
Py(A) =P(EA)=0) = ¢,
akkor E(A) kiterjeszthetd S(&R)-re.
BizoNyiTAs. Feltétel szerint
sup P(J(A)|>e¢)=1—¢g< 1, ha #=0;
Ac R

tehat kovetkezik, hogy
s =uw;(H)= lim sup P(I§(A)|>¢) < 1.
K

£>®© €4
Mivel pedig a 2.6. tétel szerint w,(H) csak a O vagy az 1 értéket veheti fel,
kovetkezik, hogy w,(f)==:0. llyen médon a tétel a 3.4. tétel korolldriuma-
bol kovetkezik.

7. §. Az euklideszi tér esete

Gyakran el6fordulnak olyan problémdk, amelyekben arra van sziiksé-
glink, hogy az R, tér korlatos Borel-halmazainak gyiiriijén legyen egy meg-
adott tulajdonsagt additiv &(A) halmazfiiggvény. Ebben az esetben ugy
jarhatunk el, hogy felosztjuk az R, teret megszamlalhato sok olyan tégla egye-
sitésére, amelyeken beliil a kiterjesztést el tudjuk végezni.

Jelen esetben H az n-dimenziés euklideszi tér: H=R,, & pedig az
ar=x. < b, k=1,2,...,n egyenlGtienségek altal meghatarozott tipusa tég-
1ak véges Osszegeibdl allo gyiirii. Legyen &(A) az & gyiiriin értelmezett tel-
jesen additiv halmazfiiggvény. Tegyiik fel, hogy H feloszthatd megszam-
lalhatd sok olyan H,, H,,... diszjunkt téglak Osszegére, melyek a végesben
nem siiriisodnek,* és £(A) a H; & algebrakban kiterjeszthetd. E feltételek mel-
lett H minden korlatos B Borel-halmazahoz hozzarendelhetd egy & (B) valo-
sziniiségi valtozd oly mddon, hogy az R, tér korlatos Borel-halmazainak &,
gyiirijén ekként értelmezett £*(B) halmazfliggvény teljesen additiv és

E'(B)=E&(B), ha BeGA&.
A kiterjesztés egyértelmii, vagyis ha §"(B) a #®, gyiiriin értelmezett, teljesen
additiv halmazfiiggvény és

§(B)=E"(B), ha BE€S&,
akkor

E(B)=¢&"(B), ha Bed®,.

* Minden korlatos tartomany lefedhetd véges sok tégla segitségével.
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Ezt igen egyszeriien belathatjuk. Eloszor végezziik el a’fkiterjesztést a
ps

H, halmazokon beliill. Ha B¢, akkor van olyan N, hogy BgZH,_..
k=1
Legyen '

£ (5)— D8 (BH).

Nyilvanvalo, hogy &*(B) teljesen additiv a &, gyiiriin és & elemein megegye-
zik E(B)-vel. Ugyancsak egyszeriien belathaté az egyértelmiiségre vonatkozd
allitas is.

Az el6zbek alapjan, a 3. 12. és 3. 13. tételek felhaszndlasaval kozvetle-
niil adédik, hogy ha &, &, és & (A) ugyanazt jelentik, mint az elébb és minden
A€& halmazra £(A) szimmetrikus eloszldsti, vagy minden A€& halmazra
£(A) = 0, akkor a §(A) halmazfiiggvény kiterjeszthetd a B, gyiiriire.

A kovetkezO tételben a valosziniiségi valtozdk kozé soroljuk azokat a
§(w), w €2 fiiggvényeket is, amelyek mérhetdk, de esetleg pozitiv valdszinii-
séggel végtelen értéket vesznek fel.

3. 16. TETEL. Jelentse & ugyanazt, mint a 3. 15. tételben. & legyen az
R. tér Borel-halmazainak o-algebrija, E(A) pedig egy R elemein értelmezett,
olyan teljesen additiv halmazfiiggvény, melyre

0=§(A) < oo, AC&.

E feltételek mellett E(A) $ minden elemére kiterjeszthetd, és a kiterjesz-
1és egyérielmii.

BizonyiTAs. El6szor a jelen § elején mondottaknak megfeleléen végezziik
el E(A) kiterjesztését a B, gyliriire. Ha most B nem korlatos Borel-halmaz €s

B—= > B, ahol a B, halmazok korlatos, diszjunkt Borel-halmazok, akkor
k=1

legyen

£(B)= Z: £(8v-

k

Ez a hozzdrendelés egyértelmii, mert ha C,, C,, ... egy olyan korlatos, disz-

junkt Borel-halmazokbol allo sorozat, melyre B == > Cy, akkor mivel,
k=1

j8

B.— > B, Cs, Ci = > CiB.,

k= n=1

—

kovetkezik, hogy

@

£B)=2EB.C)  EC)=2E(CB),

n=1
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¢s igy

(D

TE(CBY) = N E(C).

‘_d s (13”) — ;::;‘2::::*(l;n(jk) il :
n=l ne=1 k= =l =

&*(B) teljesen additiv halmazfiiggvény. Ugyanis a konstrukciébdl nyilvan—
valo, hogy ha a B, B, ...,B. halmazok paronként idegenek, akkor a

@ !
£(B),E (B, ..., & (B,) valoszinliségi valtozok fiiggetienek. Ha B = > B;,
k=1}
ahol B; diszjunkt Borel-halmazokbol allé sorozat, akkor konstrualjunk olyamn
korlatos Borel-halmazokbdl all6 {C..} sorozatokat, melyekre teljesiil, hogy

[e0]
Bi=— 2> Ciy CeuCon=0, ha n==m, k —1,2,....
1

n=

Tudjuk, hogy
S (Bh)~ 4 &(Cun),

n=-

tehat & (B) definicidjdnak egyértelmiiségébdl kovetkezik, hogy

[ee]

£(B)— 2§ (cm)——_:,l?‘_ (Ci )-—__'_““(B)
Ezzel a tétel blzonyltasa te]]es.

1. MEGJEGYZES. A £%(B), B¢, valosziniiségi valtozok vagy 1 valdszinii—
séggel véges, vagy 1 valoszinliséggel végtelen értékitek. Ha ugyanis

B-= > B, ahol B, ¢®,,k=1,2,...., B:B.=0, ha i==k, akkor annak a
k=1
© L 4
valosziniisége, hogy a > E*(B.) sor osszege véges legyen, vagy O vagy 1
k=1
(I8]., 60. o.).

2. MEGJEGYZEs. Tegyiik fel, hogy az & gyiirin értelmezett &£(A) hal-
mazfiiggvény homogén, vagyis &(A) eloszldsa csak az A halmaz mértékétdl
fiigg, de nem fiigg annak helyzetétél. Ebben az esetben, ahhoz, hogy
& (B) < o<, sziikséges és elegendd, hogy |B| < oc. '

Ha ugyanis |B| < o és B, egy olyan korlatos, diszjunkt Borel-halma-
zokbol all6 sorozat, melyre B-— ™ B,, akkor létezik olyan A korlatos

L__

Borel- halmaz és olyan diszjunkt Borel-halmazokbol allé A, sorozat, hogy

—\’A,,|B,|——IA,K,k—1 2,.... Mivel

S h—f B = X [1—f A < o,
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kovetkezik, hogy a > &(B.) sor oOsszege ! valdsziniiséggel véges, tehat
k=1

& (B) < <. Ha pedig |B]=oo akkor legyenek B,, B,, ... olyan diszjunkt

Borel-halmazok, hogy B = 3 BL,IB,, . Ebben az esetben

S 1 B =11 — £, B)+ 1— £ B+ -

tehat a 2“*(&) sor nem konvergens. Ekkor azonban a O vagy 1 tétel
szerint 1 annak a valosziniisége, hogy

@

Ny =@ -~

amivel az allitast bebizonyitottuk.

IV. FEJEZET

O-GYURUN ERTELMEZETT, TELJESEN ADDITIV HALMAZ-
FUGGVENYEK TULAJDONSAGAI

------

A lII. fejezetben lattuk, hogy ha E&(A) egy § o-gyiiriin értelmezett tel-
jesen additiv halmazfiiggvény, akkor minden pozitiv T-re és #ra a
sup\l——f(f A)), | XdF(x, A), | xdF(x, A), P(|E(A)]>#

lof=e " lefz=e

kovetkez6 két tételt.

4. 1. TETEL. Legyen E&(A) egy § o-gyiiriin értelniezett feljesen additiv
halmazfiiggvény, g(x) pedig egy olyan polinom, melyre g(0)=0. Ha az
Ja, b] mtervallumnak a O pont nem hatdrpontja, akkor az

| e@ar )

a<=r=}

......

BizONY{TAS. Nyllvanvalo, eleg azt bebizonyitanunk, hogy az

J' TR A), IXBAF(x, A), k=2

aSar= r<'r<b
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......

halmazfiiggvények  korldtos  varidciojuak. Legyen ¢, =min (|a|, |b]),
c;=max (]|, |b]). Ha a <0< b, akkor

| xdF(s, A= [l |J xdF(x, &)+ P (EA)]) > ¢,

| IxfdF(, &)= | xdF(x, A)+ cEP(JEA)] > 1),
asx=b zl=1

ha pedig b <0, vagy a >0, akkor
| | xaFx,A)|= [ |xlaFE, A) = aP(EA) = o),

a=a=p ===
| 1xFdF(x, 4) = kP (1EA)| = o),
a=x=b
tehat allitdsunk igaz.
MEGJEGYZES. Az V. fejezetben latunk arra példat, hogy az

| Ix|dF(x, 4) .
| =e

------

halmazfiiggvény nem mindig korlatos variacioju.

4.2. TETEL. Legyen E(A) egy 8 o-gyiirin értelmezett teljesen additiv
halmazfiiggvény, h(x) pedig egy olyan Borel szerint mérheid fiiggvény, amelyre
lh(x)] = C, h(x) -O(x%), ha x—0.

E feltételekbol kiovetkezik, hogy az

in h(x)dF(x, A)

......

BizoNYiTAS. Feltevés szerint van olyan pozitiv & szdm és olyan K éllando,
hogy |h(x)| = Kx* ha |x|=e. Ennek alapjan azt kapjuk, hogy

| [ r)dFe, 2] = | 1r()|dFe, A) =K | 2dF(x, A+ CP(|5(A)] > #),
- “o . Jo|=s
tehat mivel a jobboldalon korlatos variacidjii halmazfiiggvények allnak, alli-
tasunkat bebizonyitottuk.

2. §. Egy tovabbi konvergenciatétel

Ha &(A) egy § o-gyiiriin értelmezett teljesen additiv halmazfiiggvény és
A, € § egy konvergens halmazsorozat, lim A, = A, akkor a 3. 2. tétel szerint

M0
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L}
a valosziniiségi valtozokbol all6 E(A.) sorozat sztochasztikusan konvergdl a
£(A) valosziniiségi valtozéhoz. Ha az A, sorozat monoton, akkor a teljes ad-
ditivitasbdl kovetkezik, hogy fennall az er6sebb
lim §(A.) =&(A)

relacio is.

A kovetkezé tételben a E(A) halmazfiiggvényrdl nem tessziik fel, hogy
diszjunkt halmazokhoz fiiggetlen valosziniiségi valtozok tartoznak. Mivel csak
nem-negativ értékii valosziniiségi vaitozdkat engediink meg &(A) értékkészleté-
ben, a tétel ugyantigy bizonyithat, mint a kdzonséges mértékekre vonatkozo
megfelel tétel.

4. 3. TETEL. Legyen § egy o-gyiri. & minden A eleméhez tartozzék egy
£(A) nem-negativ valdsziniiségi vdltozd oly mddon, hogy ha A,, Ay, ... § egy
diszjunkt halmazsorozata, akkor

@1 5(4) = SE(A).

Ebben az esetben a E(A) halmazfiiggvény rendelkezik a kovetkezo tulajdon-
sdggal: ha B, B,,... az § o-gyiirii egy konvergens sorozata, lim B,=— B,
akkor

lim £(B,) — £(B).

n>0
BizonviTAs. Legyen

C.=B.Bu,..., Dp=8B,+Bu1+---.
Mivel :
C.€B,&D,, n=1,2,...,
kovetkezik, hogy

(4.2) EC)=EB)=ED.), n—1,2,....

Masrészt
lim C,=Ilim D,=1im B,=B
és igy a (4. 1) relaciobol kovetkezik, hogy a monoton C, és D, sorozatokra
teljesiil, hogy
4.3) lim §(C,) = lim £(D.) =§(B).
(4. 2)-bol és (4. 3)-bol kovetkezik, hogy
lim £(B.) = £(B)

és ezzel a tételt bebizonyitottuk.
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Arra vonatkozodlag, hogy egy o-gyiiriin értelmezett teljesen additiv &(A)
halmazfiiggvényre vonatkozolag mindig érvényes-e a
:E(A") _’g(A)r ha An—"A, Au 6 5
relacio, nem tudok végleges valaszt adni. Bizonyos esetben azonban pozitiv

és negativ értéket egyarant felvevd E(A) halmazfiiggvényre is fennall ez az
erbsebb konvergencia. Ezzel egy tovabbi dolgozatban kivanok foglalkozni.

3. §. Folytonos és teljes halmazfiiggvények

Legyen § egy H halmaz bizonyos részhalmazaibol alkotott o-gyiirii.
Tegyiik fel, hogy H elemei hozzatartoznak $-hez. Egy, az § o-gyiiriin értel-
mezett £(A) teljesen additiv halmazftiggvényt folytonosnak neveziink, ha a H
halmaz minden /i elemére teljesiil, hogy

E(h)- 0.

A E(A) halmazfiiggvényt tisztdn diszkontinuusnak nevezziik, ha létezik olyan
nem iires megszamlalhatd H, S H halmaz, hogy

§(A)=0, ha A€ H—H,

E(h)==0, ha heH,.
.Ha &(A) teljesen additiv halmazfiiggvény és &(h) #- 0, ahol h € H, akkor a
h pontot £(A) diszkontinuitdsi pontjanak nevezziik. A valds értékii halmaz-
fliggvények elméletében ismeretes, hogy minden diszkontinuitassal rendelkez6
teljesen additiv halmazfiiggvény felbonthaté egy folytonos és egy tisztan disz-
kontinuus halmazfiiggvény Osszegére. Hasonlé felbontds itt is elvégezhetd.
Miel6tt erre ratérnénk, bebizonyitjuk a kovetkezé tételt:

4.4. TETEL. Legyen &(A) egy § o-gyiiriin értelmezett, teljesen additiv
halmazfiiggvény. Ha T rogzitett pozitiv szdm, akkor a £(A) halmazfiiggvény
abszolat folytonos a W(T, A)* mértékre nézve, azaz

§(A)=0, ha W(T, A)=0.
BizonyiTAs. Mivel
[1—f(t, A)| = W(T,A), ha AcS,
kovetkezik, hogy
ft,A)=1, ha [t{=T.
Ebbél az (1.3) egyenlétlenség alapjan kovetkezik, hogy
fit, A=1,

amit bizonyitani akartunk.

* Lasd 318, o.
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Ezutan bebizonyitjuk, hogy fennall a

4.5. TETEL. Legyen E(A) egy § o-gyiiriin értelmezett teljesen additiv
halmazfiiggveny. Tegyiik fel, hogy H elemei hozzdtartoznak $-hez és E(A)-nak
van diszkontinuitdsi pontja. Ebben az esetben léteznek olyan & (A),E&’(A)
Jolytonos, illetve tisztdn diszkontinuus, teljesen additiv halmazfiiggvények, hogy

E(A)=F(A)+E'(A), ha AcS.

BizoNyiTAs. Legyen T rogzitett pozitiv szam. W(7,A) véges mérték,

tehat létezik egy olyan H, megszamlalhatd halmaz, hogy
W(T,h) -0, ha he H—H,.

Mivel £(A) abszolut folytonos a W(T,A) mértékre nézve, kovetkezik, hogy
&(h)=0, ha he H—H,.

Innen a tétel triviadlisan kovetkezik.

Ugyanugy, mint a kozonséges halmazfiiggvények esetében, bevezethetiiik
itt is a teljesség fogalmat. A definicio teljesen hasonld a [6] 34. oldalam
taldlhaté definiciohoz, ezért ezt nem részletezem. A 4. 5. tétel figyelembevéte-
lével az is konnyen belathatd, hogy a teljessé tétel processzusa is minden
nehézség nélkiil atvihetd.

V. FEJEZET
PELDAK

1. Poisson-halmazfiiggvény. Jelolion M(A) egy & gyiiriin értelmezett,
valds értékii, véges, nem-negativ, additiv halmazfiiggvényt. Legyen tovabba
E(A), A€& additiv halmazfiiggvény. Ha
' M'(4)

k!

PEA) = k)= e k=0,1,2,...,

akkor a E(A) halmazfiiggvényt Poisson-tipusiinak nevezziik. £(A) karakterisz-
tikus fiiggvénye ebben az esetben a kovetkezd alaku:

f(t, A) = e¥Deit-n,
Ha az M(A) halmazfiiggvény teljesen additiv (mas széval, M(A) mérték),

akkor a &(A) halmazfiiggvény is az. Ugyanis legyen A,, A,,... egy & elemei-
b6l allo, nem novekvd halmazsorozat, lim A, =0, akkor az

n -
3.1 [1—f(t,A)| = M(A)|t]|e¥on
és a lim M(A,)=0 relacidobdl kovetkezik, hogy

n-»Q0

f(t,A,)=>1, ha n— o,

5 Il Osztaly Kozleményei VI3—4
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tehat a 2.1 tétel szerint §(A) teljesen additiv halmazfiiggvény. Ha az M(A)
mérték korlatos, akkor (5. 1) szerint az |1—f(¢,A)| halmazfiiggvény korlatos
variacidju, tehat E(A) kiterjesztheto. Specidlisan, ha H=R,, M(A) =c|A|,
ahol c édllando, megkapjuk a kozonséges homogén Poisson-folyamat differenciai
altal szarmaztatott halmazfiiggvényt.

2. Osszetett Poisson-halmazfiiggvény. Legyen M,(A), My(A),... egy &
gytiriin értelmezett valés értékii, nem-negativ, additiv halmazfiiggvények egy
sorozata. Az & gyliriin értelmezett additiv §(A) halmazfiiggvényt Osszetett
Poisson-tipusunak nevezziik, ha §(A) karakterisztikus fiiggvénye a kovetkezé
alaka:

®-2) f(t,A)=exp gl My(A)(e™'—1),

ahol a {4} halmaz a £(A), A€ & valosziniiségi valtozok lehetséges értékeinek
Osszessége €s

Z:Mk(A) <o, ha A€&.
k=
Ha

M(A)=rZ:Mz;(A), A&

véges mérték az & gyiiriin, akkor ugyaniigy, mint a Poisson-halmazfiiggvé-
nyek esetében, beldthatd, hogy £(A) teljesen additiv. Ha még azt is feltessziik,

hogy
(5. 3) D M(A) < o0, AER

k=1
és az (5. 3) osszeg korldtos mérték az & gyiiriin, akkor az (5.2) relaciobol
azt kapjuk, hogy

| 1__f(t7 A)I = [c} eMi(4) (4t-1) 1=
k=1 .
= 7| (@Mit-1) =
=2/ =
S ®
= ‘tlZilkle(A)eMkthk(A) = L(f)z ‘}kaMh(A),
= k=1
ahol
L(t) = max el t13:(4),
k

tehat |1—f(f,A)| t minden rogzitett értékére korlatos variacioju és igy &(A)
kiterjeszthetd az 8(R) o-gyiiriire.
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Konnyen belathatd, hogy ha az & gyiirii az R, tér részhalmazai bizonyos
Osszessége €s E(A) eloszlasa csak az A halmaz |A] mértékétol fiigg, akkor
M (A)=CiA|l, k=1,2,...,
ahol C, allando.

3. Laplace—Gauss-halmazfiiggvény. Igy nevezem azt az additiv §(A)
halmazfiiggvényt, melyre

ft,A) = , Ae,

ahol M(A) és D*(A) valos értékii, additiv halmazfiiggvények, D*(A) =0, A € &.
Ha mindkét halmazfiiggvény teljesen additiv, akkor a 2. 1. tétel figyelembe-
vételével kovetkezik, hogy §(A) is az. Ha az M(A) és D*(A) halmazfiiggvé-
nyek korlatosak is, akkor az

12
M (4)-D2(d)
e 2

-

23 . 2
1—f(t )] = [ 1= ] 4 1—¢ " =1 M(A)+ D) &

egyenlotlenségbdl kovetkezik, hogy ¢ minden rogzitett értéke mellett az
I1—f(¢,A){ halmazfiiggvény korlatos variacioji, tehat 5(A) kiterjeszthetd
8(R)-re. Ha & az R, tér bizonyos részhalmazainak 9sszessége és £(A) elosz-
ldsa csak |A|-tol fiigg, akkor konnyen belathatd, hogy

M(A)=M|A|, D*(A)=Dr|A|,
ahol M és D? allandok. Specidlisan, ha n==1, akkor §(A) nem mas, mint a
kozonséges Brown-mozgds folyamat differencidi altal szarmaztatott halmaz-
fiiggvény.
4. Jeloljiik f.(x)-szel az n-edik Rademacher-fiiggvényt:
fu(x)=sgnsin2"zx, 0=x=1.

Legyen a [0, 1] intervallum az elemi események £2 tere és a lehetséges
események legyenek a [0, 1] intervallum LEBESGUE-szerint mérhetd halmazai.
Ekkor az {f.(x)} fiiggvények fiiggetlen valdsziniiségi véltozok. Tekintsiik a

g,,(x):@, n=12,...
valoszinfiségi vdltozokat. Mivel

1
M(g.(x) =0, D*(gn(x))=-p,
kovetkezik, hogy a

pHAS

5% R
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sor minden sorrendben 1 valosziniiséggel konvergal. Ha A a természetes
szamok egy halmaza, akkor a

> 2u(®)
ned

sor minden sorrendben 1 valdsziniiséggel konvergal ugyanahhoz a hatarfiigg-
vényhez, tovabba a

g% A) - 2 gu()

halmazfiiggvény teljesen additiv a természetes szamok H halmaza 0sszes
részhalmazainak § o-algebrajan ([4] 118. o. Corollary 1.) A g(x,A) halmaz-
fliggvény a kovetkezo tulajdonsagokkal rendelkezik:

, .
2 Plle@i=—]=1,
tehat a
g ()
sor divergal. Ebbol kovetkezik, hogy a g(x,A) halmazfiiggvényt nem lehet
felbontani oly mddon, hogy
g(x, A) =g (x,A)—g"(x, A),

ahol g*(x,A) és g-(x,A) teljesen additiv, nem-negativ halmazfiiggvények,
mert ha ilyen felbontds lehetséges volna, akkor a

DX =gH(xH)-+g (x,H)

-1

egyenldtlenségbol kovetkeznék, hogy > g.(x) sor abszolit konvergens.*
o=l

b) Mivel minden pozitiv ¢-ra fennall, hogy

M(lg,,(x)f)=j]x]dF(x,n), ha n %—lﬂ

jaj=e

-

* Az eldbbi egyenldtlenségbdl lathato, hogy g(x, A) még ugy sem bonthat6 fel nem-
negativ g+(x, A), g-(x, A) halmazfiiggvények kiilonbségére, hogy az utobbiaktél nem kivanjuk
meg a 2. definiciéban eldirt fiiggetlenségi feltevést, hanem csak a

& &,
gHx )= D g+ (x, Ar), g~ (x, A)= D g~ (x, Ax)
1 k=1

k=.

@
relaciokat, ahol A,, A4,,... § egy diszjunkt halmazsorozata és A= 2 Ar.
k=1
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az a) tulajdonsagbdl kovetkezik, hogy az

| 1xidF(x 4)
|z =¢

......
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