CSUKLYA ALAKU HEJAK

BOLCSKEI ELEMER*
AZ MTA LEVELEZO TAGJA

[Beérkezett 1976. mércius 17-én]

A csuklya alakii héjak membréan er§jatékat mind 6nsilyra, mind héteherre zért for-
maban viszonylag egyszer{i matematikai eszkozokkel meg lehet oldani kéreikk, illetve
kérgyiiriicikk alaprajz esetében. E héjtipus a gyakorlatban j61 alkalmazhaté. A membrén-
elmélet azonban nagy fesztivolsig és lapos héj esetében nem ad megbizhaté megoldast,
és e szerkezeteket hajlitott héjként kell vizsgilni. Ez elektronikus szdmol6géppel a
véges elemek médszerével torténhetik, de a membrdnmegoldds ekkor sem nélkiilozhetd
mint a feladat egy ismert és j6l kezelhet§ partikuldris megoldésa.

1. Bevezetés

A polaris koordinédta-rendszer szimos olyan héjtipus erdjatékanak meg-
hatarozasara alkalmas, amely derékszégi koordinita-rendszerben térténd
vizsgilat esetében szAdmottevd matematikai nehézséggel jir. Ilyen héjtipus
az un. csuklyis héj, melynek egyenlete

z=a + b(¢* — ¢p).

Ezt a héjfeliiletet a kovetkezdképpen lehet elGallitani: az alapsikkal parhuza-
mos egyenest a parabola alakd vezérgorbe mentén dgy mozgatjuk, hogy annak
egy pontja a z forgastengelyre illeszkedjék. A feliilet axonometrikus képét
az 1. dbra mutatja.

E feliilet a gyakorlatban kércikk, ill. korgytri cikk alaprajzd létesit-
mények — pl. eldadétermek — lefedésére alkalmas. Ezen elemekbdl 6ssze-
rakott teljes kor, ill. kérgytri alaprajzii épitmények tetSszerkezeténél e héj-
tipus szintén jél alkalmazhaté (2., 3. abra).

* Prof. Dr. Bilcskei Elemér, 1111 Budapest, Stoczek utca 2.
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r %
2. dbra
z

3. ébra

2. A membran fesziiltségi allapotot leiré differencidlegyenlet

A membran fesziiltségi allapotra vonatkozé polaris koordinata-rendszer-
ben felirt parcialis masodrendd kétvaltozés differencidlegyenlet [1]:

ﬂ] [%) + p(r,¢) =0.

1 1
R (Frzr)r me —2 (Frrzwp + F(p(pzrr) — 2 (
I r r
Ebben az egyenletben

— F(r, ¢) a fesziiltségfiiggvény,
— 2(r, @) a feliiletfiiggvény,
— p(r, @) a terhelésfiiggvény.

A feliiletfiiggvény elsérendd parcialis derivaltjai
z = 03 z, = 2be,
mig a masodrendiek:
z M=10: % —=—"202 z-, = 0.
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Ezeket behelyettesitve a differencialegyenletbe, a
21,&_2(&] (mij + p(rip) =0,
i e IR g o

illetve az

2
F,,_(ﬂ] (_21)] eR S L1 )L
ol e e 2b

osszefiiggést kapjuk. Minthogy

1{) Mo o
r 3

tehat

2
F"+(£v_) T L L
g 2b

A differencialegyenletet a megfelels keriileti feltételek mellett megoldva meg-
hatéarozhaté az F(r, ¢) fesziiltségfiiggvény.

A héj megtamasztasa legyen olyan, hogy egy r, kériv mentén kilép&erd
nem léphet fel, és szimmetria okokbél a héj tengelyében a fajlagos nyiréerd
zérus (4. adbra). Ezt masképpen fogalmazva

<p=0—>n,¢=0,

r=r0->nr=0,

L 21, sin%, _’
i 1

4. dbra
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E feltételek tényleges felirasihoz sziikségiink lesz a redukalt fesziiltség-
alkotékra, amelyek polaris koordinita-rendszerben

n,= _&_ + F‘P‘P
r s
e+ (2]
rlr
n, = F,,

alakban irhaték fel.

3. A terhelés

A csuklyas héjfeliilet elsGsorban tetd céljaira alkalmas, és igy terhelése

a g, onsily, és g, egyenletesen megoszlé hoteher. Egy elemi feliiletrészre juté
onsiilyteher. a felillet mentén mérve:

v 4b%g?
g(r, ¢)=goV1 + - rdpdr

i
és ebbdl az alapsikra szamitott dn. redukalt érték (5. abra)

Ab%?
g(r,¢)=goV1+ LS

r2

amely Taylor-sordnak elsé két tagjaval kozelitve

2

2b2 2
g(r, 9) ~g [1+ 4 J

T

alakban irhaté.

%o Jo+9v
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Latjuk, hogy az énsiily két részb3l tehetd 6ssze, nevezetesen egy egyen-
letesen megoszlé és egy valtozé részbfl. Az egyenletesen megoszlé részt a hé-
teherrel egyiitt vizsgalhatjuk, és kiilon célszerli vizsgélni az 6nsily valtozé

részét:
8a=8n+ 80>
2b2 2
8» = 8o ;P .
r

4. Vizsgalat allandé teherre

Az erdjatékot leiré differencidlegyenlet:

2
Frr+2(p fi) +ga—r:O
r, 2b

Ezt r szerint integrilva, és rendezve, az

4
rF, + 2¢F , + g6al: + re(p) =0

osszefiiggéshez jutunk, ahol ¢(g) integralasi allandé. Ezen elsérenddi parciilis

differencidlegyenlet normaélalakja:

gar*
rF, + 2pF , = — — re() ,
6b
és igy karakterisztikus egyenletei:
dr _dp _ dF

ro 2 gart '
—_— re
o T ()

Az egyenlség elsG két tagjanak felhasznalasaval

dr _dp
r _2¢p )
Ebbél

2lnr 4+ Ilne¢, =Ing,

4

Cy =
1 p
r2
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A karakterisztikus egyenletek elsé és harmadik tagjat egyenldvé téve, a
dr dF

r gar4
— + re\y

dsszefiiggést kapjuk, melyet integralva:
J dF — — % J [gar® + 6be(p)]dr -

Innen

F=-— jfb rt — re(9) + h(g) »

ahol ¢(¢p) és h(p) integralasi fiiggvények, melyeket a keriileti feltételek figye-
lembevételével hatirozhatunk meg. Ehhez sziikségiink lesz a fesziiltségfiigg-
vény deriviltjaira, melyek a kovetkezdk:

&

F,= — 271 —¢(p),
r ob (®)
8a o
g re,
rr 2b
Fo=—rc + 1,
Fr¢=an=—cl,
Foo=—rc" 4+ h".

Sziikségiink lesz tovabba az
_[(Fe) _ R
7],

osszefiiggésre.,
A keriileti feltételeket jelen esetben az alabbiak szerint vehetjiik figye-
lembe:

ha ¢ = 0, akkor n,, = 0,

vagyis ’
m—0= K@)
2
Minthogy
h' =0,
igy
h = const.
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Ha r = r,, akkor n, = 0, vagyis

¥ T R
6b Ty To r3

n’=0=—

Ezek szerint
" 8a
e et =—0,
6b
Tehat

c((p):ksin(p—{—mcoscp—%rg.

Ha alkoté iranyi erd nem miikédik, s ez a gyakorlati eset, akkor k = m = 0,
vagyis

8a
c(p) = — 2213,
(9) b
Tehat a redukalt fesziiltségi alkotdk:
3
n,=— £a (r2 — _To_J :
6b r
Ny = 0,
Gl
n,= — =%r%,
4 2b

A fesziiltségi alkoték axonometrikus képét a 6. dbra mutatja. Maga a fesziilt-
ségfiiggvény

F—_S8d s 4.
24b( £y

6. dbra

g* Miissaki Tudomdny 52, 1976
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5. Vizsgalat az énsilyteher valtozé részére

Az erdjatékot leiré differencialegyenlet:
F, 2
F, +2¢|—2| 4 gb¢*=0.
r r

Ezt r szerint egyszer integrilva az

rF, 4+ 2 oF, + gbr?¢? + rj(¢) = 0,
illetve az
' rF; + 2 gF, = — gobrg® — 1j(9).
osszefiiggést kapjuk. A karakterisztikus egyenlet tehat

dr _dp____ dF

ro 20 gbr?+ri(e)
Az elsS kettobdl, hasonléan az elébbiekhez,

V4

C = —

r2

Az elsd és harmadik tag egyenl§ségébdl, azaz a

a____ ar

r gbr® + rj(g)
egyenletbdl:

dF = — [g,brg® + j(o)]dr.

A karakterisztikus dsszefiiggést beirva
dF = — [g.bre®rt + j(p)ldr = — (g be?r¥)dr — j(p)dr.

Innét integralds utan

c2r® .
F = —gb —1j(®) + o),
illetve ¢ értékét visszatéve,
b .
F = — £ 1% — 1j(g) + U(p) -
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A fesziiltségfiiggvény derivaltjai:

Lol Frnr:F‘Ff = —@ -7
F, = — 30;”2 — 1.

Sziikségiink lesz tovabba az
_ (ﬂ] s U
r |, 3 r

kifejezésre.
Az n,, nyiréerdre vonatkozé keriileti feltétel:

ha ¢ = 0, akkor n,, = 0,

vagyis
gobp | V'
n, == 0 = —_— + —
¢ 3 3
Minthogy ¢ =0, I’ = 0, igy
! = const.

Az n, derékerSre vonatkozé keriileti feltétel:
ha r = ry, akkor n, =0,

vagyis, figyelembe véve, hogy I’ = 0,
0 — Bob®¥* j  gb j

n,=
Ezek szerint j a kdvetkezd differencialegyenletb$l szamithaté6:
ji+ B g =0,
Tehat

j= -—g"Tbro(cpz— 1) + ksingp 4 mcos .
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b Nre Ne

S —
—~a
-
-
-

@

7. dbra

Ha alkoté irdnyi erd nem miikddik, s ez a gyakorlati eset, akkor k = m = 0,
vagyis

j<¢>=—5£§%(¢2—1)-

Tehat a redukalt fesziiltségi alkotdk:

n,=—@(¢2+1)[ ——’"—],
3 r

b¢
n,, = —-—-go3 ’

8 b¢2
n’ _ — _0_3_ 5

Ezek axonometrikus képét a 7. dbra mutatja.
Maga a fesziiltségfiiggvény:

F=— gg—brztp"‘ — E;iror(l — ¢?).

IRODALOM

CsoNEA Pil: A membranhéjak differencidlegyenlete hengeres koordindta-rendszerben. Mély-
épitéstudomdnyi Szemle 24 (1974), 241 —243
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CSUKLYA ALAKU HEJAK 381

Hood-shaped Shell Structures. The membrane stress pattern of a hood-shaped shell
may be determined by relatively simple mathematical means in case of a sector or annular
sector base form. However, the membrane theory yields no reliable solution in case of large
span and flat shells; such structures should be analysed as flexural shell structures. This may
be carried out with the aid of a computer by making use of the method of finite element, but
the membrane solution cannot be dispensed with either in this case as a familiar and easily
treatable particular solution of the problem.

Haubenschalen. Die Membrankriifte der Haubenschalen kénnen fiir Eigengewicht und
Schneelast mit VerhiltnismiBig einfachen mathematischen Mitteln bestimmt werden falls
die GrundriBfigur der Schale ein Kreissektor, bzw. Kreisringsektor ist. Dieser Schalentyp ist
in der Praxis gut anwendbar. Im Falle groBer Spannweiten und flacher Schalen liefert die
Membrantheorie keine verldflliche Losung und diese Konstruktionen miissen als auf Biegung
beanspruchte Schalen untersucht werden. Dies kann mit Rechenautomaten, mit der Methode
der endlichen Elemente durchgefiihrt werden, doch kann die Membranlésung, als eine bekannte
und gut brauchbare partikulare Liosung der Aufgabe nicht entbehrt werden.
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