
C S U K L Y A A L A K Ú H É J A K 

B Ö L C S K E I E L E M É R * 

AZ MTA LEVELEZŐ TAGJA 

[Beérkezett 1976. március 17-én] 

A csuklya a l akú hé jak membrán e rő já téká t mind önsúlyra , mind hóteher re zárt for-
m á b a n viszonylag egyszerű ma temat ika i eszközökkel m e g lehet oldani körcikk, illetve 
körgyűrűc ikk a lapra jz esetében. E hé j t í pus a gyakor la tban jól a lkalmazható. A membrán-
elmélet azonban n a g y fesztávolság és lapos héj esetében nem ad megbízható megoldást, 
és e szerkezeteket h a j l í t o t t héjként kell vizsgálni. E z elektronikus számológéppel a 
véges elemek módszerével tör ténhet ik , de a membránmegoldás ekkor sem nélkülözhető 
m i n t a feladat egy i smer t és jól kezelhető par t ikulár is megoldása. 

1. Bevezetés 

A poláris koordináta-rendszer számos olyan héjtípus erőjátékának meg-
határozására alkalmas, amely derékszögű koordináta-rendszerben történő 
vizsgálat esetében számottevő matematikai nehézséggel jár. Ilyen héjtípus 
az ún. csuklyás héj, melynek egyenlete 

z = a + b(<p2 — <pl). 

Ezt a héjfelületet a következőképpen lehet előállítani: az alapsíkkal párhuza-
mos egyenest a parabola alakú vezérgörbe mentén úgy mozgatjuk, hogy annak 
egy pontja a z forgástengelyre illeszkedjék. A felület axonometrikus képét 
az 1. ábra mutatja. 

E felület a gyakorlatban körcikk, ill. körgyűrű cikk alaprajzú létesít-
mények — pl. előadótermek — lefedésére alkalmas. Ezen elemekből össze-
rakott teljes kör, ill. körgyűrű alaprajzú építmények tetőszerkezeténél e héj-
típus szintén jól alkalmazható (2., 3. ábra). 

* Prof . Dr. Bölcskei Elemér, 1111 Budapes t , Stoczek u t c a 2. 
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2. ábra 

z 

1. ábra 

3. ábra 

2. A membrán feszültségi állapotot leíró differenciálegyenlet 

A membrán feszültségi állapotra vonatkozó poláris koordináta-rendszer-
ben felírt parciális másodrendű kétváltozós differenciálegyenlet [1]: 

± ( F r z r ) r + - L ( F r r z r f + F f f z r r ) ~ 2 [ A j +p(r,<p) = 0. 

Ebben az egyenletben 

— F(r, (p) a feszültségfüggvény, 
— z(r, rp) a felületfüggvény, 

— p(r, <p) a terhelésfüggvény. 

A felületfüggvény elsőrendű parciális deriváltjai 

zr =0; z v = 2bcp, 

míg a másodrendűek: 

s r r = 0 ; s w = 2b; z-9 - 0 . 
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Ezeket behelyettesítve a differenciálegyenletbe, a 

2 6 
2bcp 

illetve az 

összefüggést kapjuk. Minthogy 

r2 + 

+ P(r> <p) = o, 

p(r, <p)r2 

26 
= 0 

2<p 

r 

tehát 

Frr + 

r 2 = - 2 c p , 

2 < p + = 26 

A differenciálegyenletet a megfelelő kerületi feltételek mellett megoldva meg-
határozható az F(r, <p) feszültségfüggvény. 

A héj megtámasztása legyen olyan, hogy egy r0 körív mentén kilépőerő 
nem léphet fel, és szimmetria okokból a héj tengelyében a fajlagos nyíróerő 
zérus (4. ábra). Ezt másképpen fogalmazva 

rp = 0 — nr<p = 0 , 

r = rn nr = 0. 

2r 0 sin У0 

4. ábra 
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E feltételek tényleges felírásához szükségünk lesz a redukált feszültség-
alkotókra, amelyek poláris koordináta-rendszerben 

F F 

r r 2 

nv = Frr 

alakban írhatók fel. 

3. A terhelés 

A csuklyás héjfelület elsősorban tető céljaira alkalmas, és így terhelése 
a g0 önsúly, és gh egyenletesen megoszló hóteher. Egy elemi felületrészre jutó 
önsúlyteher a felület mentén mérve: 

g(r, <P) = go 11 + 4 6 1 rdcpdr , 

és ebből az alapsíkra számított ún. redukált érték (5. ábra) 

g(r, <P) = go / 1 + 
4&V2 

amely Taylor-sorának első két tagjával közelítve 

2 6 У 
g(r, <p)c^g0 1 

alakban írható. 

9 o * 9 v 

5. ábra 
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Látjuk, hogy az önsúly két részből tehető össze, nevezetesen egy egyen-
letesen megoszló és egy változó részből. Az egyenletesen megoszló részt a hó-
teherrel együtt vizsgálhatjuk, és külön célszerű vizsgálni az önsúly változó 
részét: 

ga = gh+ go > 

2&V 
gv — go 7, • 

4. Vizsgálat állandó teherre 

Az erőjátékot leíró differenciálegyenlet: 

Frr + 2? 

Ezt r szerint integrálva, és rendezve, az 

2 b 

rFr + 2 <pF9 + rc(<p) = 0 
00 

összefüggéshez jutunk, ahol c(<p) integrálási állandó. Ezen elsőrendű parciális 
differenciálegyenlet normálalakj a : 

rFr+2cpFv=--ß£--rc(<p), 
6 6 

és így karakterisztikus egyenletei: 

dr dcp dF 

Г 2<P 

66 

Az egyenlőség első két tagjának felhasználásával 

dr dcp 
r 2 <p ' 

Ebből 
2 In r + In cx — In <p, 

CL = 
<P 

и 
r 2 
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A karakterisztikus egyenletek első és harmadik tagját egyenlővé téve, a 

jfr dF 

Г g a r i 

6b 

összefüggést kapjuk, melyet integrálva: 

+ r c ( ç > ) 

Innen 

\ d F = ~ Í b \ \-Sar3 + 6bc(<p)]dr 

F = - - I f - r 4 - rc(q>) + h(q>), 
24 b 

ahol c(q>) és h(rp) integrálási függvények, melyeket a kerületi feltételek figye-
lembevételével határozhatunk meg. Ehhez szükségünk lesz a feszültségfügg-
vény deriváltjaira, melyek a következők: 

F — s£- r2 
1 TT ' 

ga_ 

6b 

ga 

Pr= - - f r r * - c ( < p ) , 
6b 

2b 

Fv=—rc' + h', 

F = F = с' 
л Tip л Г<р С » 

= — r c " + h" . 

Szükségünk lesz továbbá az 

. r }r r 2 

összefüggésre. 
A kerületi feltételeket jelen esetben az alábbiak szerint vehetjük figye-

lembe: 

ha ф = 0, akkor nrç = 0, 

vagyis 

n _ n -

Minthogy 
h' = 0, 

így 
h - const. 
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Ha r = r0, akkor nr = 0, vagyis 

„ _ a _ Sa 2 c С 1 Л 

nr = 0 = —- rg — . 
6 6 Го r 0 

Ezek szerint 

Tehát 

с" + с + - f f - rg = 0 . 
66 

g 
c(çp) = к sin <p -f m cos <p — rj|. 

66 

Ha alkotó irányú erő nem működik, s ez a gyakorlati eset, akkor к = m = 0, 
vagyis 

С(.Ф) = f f - »о • 
ob 

Tehát a redukált feszültségi alkotók: 

n = Sa 
66 

г з 
P 2 Г 0 

nrv = 0, 

A feszültségi alkotók axonometrikus képét a 6. ábra mutatja. Maga a feszült-
ségfüggvény 

F = - l ° ü ( r > - 4 r 3
0 ) . 

2 4 6 

© 

6. ábra 
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5. Vizsgálat az önsúlyteher változó részére 

Az erőjátékot leíró differenciálegyenlet: 

Frr + 2<p[AjL\ + g o V = 0, 

Ezt r szerint egyszer integrálva az 

rFr + 2 <pFf + g0br2rp2 + rj(cp) = 0 , 

illetve az 

rFr + 2 c p F v = - g0br2cp2 - rj(cp). 

összefüggést kapjuk. A karakterisztikus egyenlet tehát 

dr _ dcp _ dF 

r 2cp gnbr2cp2 + rj{(p) 

Az első kettőből, hasonlóan az előbbiekhez, 

r 2 

Az első és harmadik tag egyenlőségéből, azaz a 

dr dF 

r g0br2cp2 + rj(<p) 

egyenletből: 

dF=-[gJbr<p*+j(<p)]dr. 

A karakterisztikus összefüggést beírva 

d F = - [gnbrc2r* + j(<p)]dr = — (g0bc2r*)dr - j(tp)dr. 

Innét integrálás után 

F = - g o b A A - _ r j { ( p ) + i { ( p h 
о 

illetve с értékét visszatéve, 

F = — ^-r2<p2 - rj(<p) + l(<p). 
6 
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A feszültségfüggvény deriváltjai: 

g0br<p2 

*r= ] 

F „ = -

3 

g 0 b ( p 2 

3 
I 

_ g0br2<p  
b f - rj + 1 , 

F = F = 2g°br<P j' Г* •* <f 2 J 

_ g0br2 .„ 
w ~ 3 — J ' 

•
 r 

Szükségünk lesz továbbá az 

= ^ i
 r 

r ] r 3 
kifejezésre. 

Az nrç nyíróerőre vonatkozó kerületi feltétel: 

ha cp = 0, akkor nrf == 0, 
vagyis 

„ _ n g o 6 ? i 1 

Minthogy cp = 0, Г = 0, így 

/ - const. 

Az nr derékerőre vonatkozó kerületi feltétel: 

ha r = r0, akkor nr = 0, 

vagyis, figyelembe véve, hogy í' = 0, 
nr = 0 = — g o 6 y 2 - Í - - M - Ú . 

3 r0 3 r0 

Ezek szerint J a következő differenciálegyenletből számítható: 

r + j + ^ - i i + f 2 ) = o . 
о 

Tehát 

j = — (у? — 1) + ft sin ç> + m cos (p. 
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7. ábra 

Ha alkotó irányú его nem működik, s ez a gyakorlati eset, akkor к = m = 0, 
vagyis 

Tehát a redukált feszültségi alkotók: 

gob(P nrr = 

n . = — r 
g0b<P2 

Ezek axonometrikus képét a 7. ábra mutatja. 
Maga a feszültségfüggvény: 

6 3 

I R O D A L O M 

CSONKA P á l : A m e m b r á n h é j a k differenciálegyenlete hengeres koordináta- rendszerben. Mély-
építéstudományi Szemle 2 4 ( 1 9 7 4 ) , 2 4 1 — 2 4 3 
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Hood-shaped Shell Structures. T h e m e m b r a n e stress p a t t e r n of a h o o d - s h a p e d shell 
m a y be de te rmined b y re la t ive ly simple m a t h e m a t i c a l m e a n s in case of a sec tor or annular 
sector base fo rm. However , t h e m e m b r a n e t h e o r y yields no re l iable solution i n case of large 
span and f l a t shells; such s t ruc tu res should b e analysed as f l e x u r a l shell s t r u c t u r e s . This m a y 
be carr ied o u t wi th t he a id of a compute r b y m a k i n g use of t h e m e t h o d of f i n i t e e lement , b u t 
t h e m e m b r a n e solution c a n n o t be dispensed w i t h either in t h i s case as a f ami l i a r and easily 
t r e a t a b l e par t i cu la r solution of t he problem. 

Haubenschalen. Die M e m b r a n k r ä f t e de r Haubenscha len k ö n n e n fü r E igengewich t und 
Schneelas t mi t Verhä l tn i smäßig e infachen m a t h e m a t i s c h e n Mi t t e ln b e s t i m m t werden falls 
die Grundr iß f igur der Schale ein Kre issektor , bzw. Kreisr ingsektor ist. Dieser S c h a l e n t y p ist 
in der P r a x i s gut a n w e n d b a r . Im Falle g roße r Spannwei ten u n d f lacher Scha l en liefert die 
Membran theo r i e keine ver läßl iche Lösung u n d diese K o n s t r u k t i o n e n müssen als au f Biegung 
b e a n s p r u c h t e Schalen u n t e r s u c h t werden. Dies k a n n mit R e c h e n a u t o m a t e n , m i t de r Methode 
der endl ichen Elemente d u r c h g e f ü h r t werden , doch kann die Membran lösung , als e ine bekann te 
u n d gu t b r a u c h b a r e pa r t i ku l a r e Lösung der A u f g a b e nicht e n t b e h r t werden. 

9* Мйшjaki Tudomány 52, 1976 


	52. kötet / 3-4. szám
	TANULMÁNYOK������������������
	BÖLCSKEI ELEMÉR: Csuklya alakú héjak�������������������������������������������


	Oldalszámok������������������
	371����������
	372����������
	373����������
	374����������
	375����������
	376����������
	377����������
	378����������
	379����������
	380����������
	381����������


