
PARABOLA VEZÉRGÖRBÉJŰ ÁLLÓ KONOIDHÉJ 

CSONKA PÁL* 
A MŰSZAKI TUDOMÁNYOK DOKTORA 

i 
[Beérkezett 1976. június 11-én] 

A dolgozat a BÖLCSKEl-féle csuklya alakú héjhoz hasonló alakú olyan konoid-
héjat ismertet, amelynek vezértengelye függőleges, vezérsíkja vízszintes, vezérgörbéi 
pedig síkgörbék: függőleges tengelyű másodfokú parabolák. A szerző a fe ladat meg-
oldása során az íves héjperemeken félmerev alátámasztást, az egyenes héjperemeken 
merev alátámasztást feltételez és a gyakorlatban szóba jövő egyszerű terhelési esetekre 
közvetlenül alkalmazható képletgyűjteményt közöl. A dolgozatot számpélda egészíti ki. 

1. Beveze tés 

E l ap h a s á b j a i n BÖLCSKEI E l e m é r [1] c suk lya a l a k ú h é j n a k n e v e z e t t 
o lyan k o n o i d h é j s z á m í t á s á t i s m e r t e t t e , a m e l y n e k vezé r t enge lye függő leges , 
v e z é r s í k j a v ízsz in tes , vezé rgörbé i p e d i g k ö r h e n g e r p a l á s t r a r a j zo l t m á s o d f o k ú 
p a r a b o l á k (1. á b r a ) . A h é j a l a p r a j z a k ö r g y ű r ű c ikk. Az é rdekes do lgoza t b e m u -

t a t t a , h o g y lehe tséges az e f f a j t a h é j a k a t m e m b r á n e r ő k k e l ú g y e g y e n s ú l y o z n i , 
h o g y lega lább is az egy ik íves h é j p e r e m r e semmifé l e o l d a l i r á n y ú erő se has son . 

Szerző a j e len d o l g o z a t b a n a BÖLCSKEl-féle c suk lya a l a k ú h é j a k h o z t ö b b é -
k e v é s b é hason ló a l a k ú o lyan k o n o i d h é j a k s z á m í t á s á v a l fog la lkoz ik , a m e l y e k 
v e z é r t e n g e l y e függő leges , vezé r s ík j a v í z sz in te s . A s z ó b a n forgó h é j a k — álló 
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I . ábra. Bölcskei-féle csuklya alakú héj 
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konoidhéjak — a lapra jza trapéz, vezérgörbéi függőleges síkú másodfokú para-
bolák (2. ábra). Mindkét íves héjperemet félmerev tar tó , mindkét egyenes 
héjperemet merev szerkezet t ámasz t j a alá. 

Jelen dolgozat az említett héjak számításával a membránelmélet kere-
tében foglalkozik és mint ilyen, a héj és perem tar tó inak csatlakozásánál kelet-
kező hajlító és csavaró erőket figyelmen kívül hagyja . 

2. A feladat differenciálegyenlete 

Tárgyalásunkhoz a 3. ábrán fe l tünte te t t 0(x, y, z) derékszögű koordináta-
rendszert veze t jük be. 

Feltesszük, hogy a héjat csak függőleges megoszló erők terhelik. Ezeknek 
az erőknek az a lapra jz területegységére vona tkoz ta to t t fajlagos értékét a 

p = p(x,y) (1) 

teherfüggvénnyel jellemezzük. 

2. ábra. Álló konoidhéj trapéz alaprajz felett 

3. ábra. Az 0(x, y, z) derékszögű koordináta-rendszer 
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Az 0(x, y, z) koordináta-rendszerben a héj középfelületének egyenlete 

z = - h 1 -
« У  

b2 
(2) 

lgy 
d2z f. ha2 x2 

Э*2 
b2 

У* ' 

92z 4 ha2 
У 

dx- dy b2 

9 2z 9 ha2 1 

dy2 b2 X2' 

és ennek megfelelően a membránhéjak alapegyenlete, vagyis a 

92г 92F 92z 9 2F 
z . — — -

dx2 ду2 dx -9y dx • 9y 

egyenlet esetünkben így alakul: 

ha2 y2 92F „ ha2 y 

92z 92F , _ A + p = 0 
эу Эх2 

62 
I - 8 — 
4 ' 9y2

 b2 

d2F ha2 

I 2 -
d2F 

dx2 
+ p = 0 . (3) 

t* дх-дУ " « ^ 

A héj feszítő erőinek meghatározásához ezt a differenciálegyenletet kell 
a feladat peremfeltételeinek figyelembevételével megoldani. Az íves peremek 
mentén az említett feltételek így fogalmazhatók: 

9 2F 
N . 

N. 

dy2 

9 2F 

9y2 

= konst, 

= konst, 

(4) 

3. Egyszerű terhelési esetek 

Kíséreljük meg olyan 

Fm,n = Fm,Á*>y) 

feszültségfüggvényeket szerkeszteni, amelyeknek 

P M . N = * Т У П ( 5 ) 

alakú teherfüggvények felelnek meg, ahol m és n egész számok azzal a meg-
szorítással, hogy 

m < о, n ;> 0. 
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3.1. Az általános eset (n > 0 , n 1) 

Induljunk ki az 

F* = К 
a — a L íorS „ (xS ~ °í) (* a l ) 

Т 

(K = konst) 

хт+6уП 

kifejezésből mint feszültségfüggvényből. Ennek a feszültségfüggvénynek a 
differenciálegyenlet szerint a következő teherfüggvény felel meg: 

z ha2 у2 92F* , 0 ha2 у 
P = - 6 - t á - • , • "TT" + 8 

b2 9y2 b2 X3 dx • 9у 

d2F* ha2 

' Ld 
J _ d2F* 

b2 X2 ' dx2 

Minthogy az adott esetben 

d2F* 

dx - 9у 

9 2 p * 

дх2 

К 

-i- (s -f m + 4)(s + m + 3)xs+m+2 -

- (t + m + 4)(f + m + 3)# i + m + 2 
У 

a° — a. 
% (s + m + 4)n*s+"+3 - (t + m + 4)n* ,+m+3 „ Л - 1 

92 JP* 
= К 

a° — aî 
— n(n — 1)(л; ,s+m+4 а[ят+4) 

- n(ra — l)(x f + m + 4 - ajxm+4 
J 

ïgy 

ha2 

b2 
— 2 -

a° — aî 
-i- (s + то + 4) (s + m + 3)xs+m + 

a° — a; 

+ 2 ( t + m + 4)(t + то + 3)x ,+m + 
A 

(s + m + 4)n*s+m - 8 (t + m + 4)n*'+m -

- 6 !-n(n - l)(xs+m - a?*m) + 6n(n - l)(xt+m - a[xm) 
r — aï 

Az utóbbi képletet rendezés után 

p* = K 
ha2 

b2 
— — Sxs+m + Tx,+m-f Uxm]yn 

as — a, J 
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alakban írhatjuk, ahol 

S = - 2 [(s + m + 4)(s + m + 3 ) - 4 ( s + m + 4)w + 

+ 3 „ ( n _ l ) ] 4 = A % (9) 
as — aj 

T = + 2[(í + m + 4)(í + m -f 3) — 4(t + m + 4)n + 3 n(n — 1)], (10) 

U = 6 n ( n - 1) . (11) 

Kíséreljük meg а (9) egyenletben s-nek olyan értéket tulajdonítani, hogy 
adott m és n esetében 

S = 0 

legyen. Ezt a követelményt az 

(s -f m + 4)(s + m + 3) — 4(s + m + 4)n + 3n(n — 1) = 0 

egyenlet fejezi ki. Ha ezt s-re megoldjuk, azt találjuk, hogy 

s = - 1 ^ ( 2 m _ 4 n + 7 + Y4n2 + 20re + 1). 
2 

Minthogy kikötésünk szerint n 0, a fenti képlet s-re két egymástól eltérő 
valós értéket szolgáltat. Ezek szerint lehetséges s-nek két egymástól eltérő 
olyan értéket tulajdonítani, amelyek esetében az S = 0 feltétel teljesül. Ez 
a két s érték: 

s = y (2 m — 4n + 7 + Yin2 + 20« + 1) = i, 

(12) 

s = — (2 m — 4n + 7 — Yin2 + 20ra + l ) = j . 
2 

Hasonló a helyzet a (10) egyenlet esetében is. Itt is lehet a t-re két olyan 
értéket meghatározni, amelyekkel a 

T = 0 

feltétel teljesül. Ez a két t érték: 

t = — (2 m — 4ra + 7 + f4n 2 + 20ra + 1) = i , 

(13) 

t = -U(2m — 4 n + 7 —l /4n 2 + 20n + 1) = j . 
2 
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Ha a (8) képletben s helyébe i-t, t helyébe j-t írunk, akkor S = 0 és 
T = 0 lesz, és így a (8) egyenlet a következőképpen egyszerűsödik: 

—* i/ ha2 , . , , a'a[ — ala{ _ _ ... „, 
p * = K~— 6n(n - 1) f -г±*Гуп. ( 1 4 ) 

bl a' — a\ 

Ahhoz, hogy a teherfüggvény 

P* =*rnyn = Pm.n (15) 

alakban legyen kifejezhető, a (14) képletben szereplő К tényezőt a következő-
képpen kell felvenni: 

„ Ь2 1 a' - a[ л = 
ha2 6 n(n — 1) aja{ — a'a{ 

Ezt а К értéket, valamint az s = i, t = j összefüggéseket a (6) képletbe behe-
lyettesítve, a (15) alatti teherfüggvénynek megfelelő feszültségfüggvényként 
az alábbi kifejezést kapjuk: 

Ь2 1 a ' - o í 
ha2 6 n(n — 1) a ;aj — a'a{ 

<*' - °Í) - (*' - «1)1 x m + Y - F m i n . 
, a' — aj J 

Ugyanez a képlet rendezés után 

b2 

na2 6n(n — 1) 

alakban is írható, ahol 

i ,;) = ( « ' - ^ - o p - f r ' - ^ - « * ) . ( 1 7 ) 

a'a[ — a'a{ 

Mint látható, az utóbbi képletben i és j szerepének felcserélése az eredményt 
nem módosítja. 

3.2. Kivételes esetek 

A 3.1. alatt ismertetett eljárás nem alkalmazható olyankor, amidőn 
n = 0 vagy n = 1. Az alábbiakban, a részletszámításokat mellőzve, ezekkel 
az általános tárgyalásból kirekesztett esetekkel foglalkozunk. 
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Az n = 1 esetben, feltéve, hogy m ф —4, a megoldás 

b2 1 
JT xm+4y 

2 ha2 (m + 4 ) ( m - l ) 

ha viszont m = —4, akkor 

b2 

F_. , = y In x . 
4 ,1 10W J 

(Az m = 1 lehetőséget, mint érdektelent, tárgyalásainkból kirekesztettük. 
Ezzel tehát nem kell foglalkoznunk.) 

Az n — 0 esetben, feltéve, hogy т. Ф —3, m ^ —4, a feladat megoldása 
b2 1 1 

* m, 0 = 2йа2 (m + 3)(m + 4) * 

ha viszont m = —3, akkor 

m 

b2 

= (* h * + x), 
2 ha2 

ha pedig m = —4, akkor 

F_ 4 0 = — ln * . 
2 ha2 

3.3. Homogén eset 

A (3) differenciálegyenlet homogén alakjának, vagyis a 

, y 2 d2F 8y 92F , „ 1 32F л 
6 — — • ^2 — = 0 

x4 ду2 x3 дх - ду x2 дх2 

homogén differenciálegyenletnek van olyan partikuláris megoldása, amely 
egyúttal a (4) peremfeltételeket is kielégíti. Ez a megoldás a következő: 

F = Cx5y, С = konst. (18) 

A (18) alatti homogén megoldás a 3.1. és 3.2. alatt ismertetett megoldá-
sok bármelyikéhez hozzáiktatható. 

Olyankor, amikor a héj terhelése az у = 0 síkra nézve szimmetrikus, 
a homogén megoldás képletében szereplő С együttható szimmetria okokból 
zérus. Ha ellenben a héj terhelése az у = 0 síkra nézve antimetrikus, akkor 
a С tényező megfelelő felvételével a (4) peremfeltételeken túlmenőleg Jtovábbi 
peremfeltételt is módunkban van teljesíteni. 
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4. A feladat megoldása ( •, 

Adott esetben a feladatot oly módon oldjuk meg, hogy az ismert p teher-
függvényt Am nxmyn alakú teherkomponensekre bontjuk vagy ilyen kompo-
nensek összegével közelítjük meg: 

= A о, о + Л д У + Л,2У2 + • • • + 
Л-1,0*-1 + А_1Хх-ху + A^12X~Y + . . . 

+ А_2 0х-2 - f А_2Лх~2у + A_2 2 X ~ Y + . . . 

1. Tábláza t 

Fm,n feszültségfüggvények 

Pm,n 

b2 

24 ha2 

V-
12 ha2  

b2 

4ha2 X 

b2 

+ 

2ha2  

b2 

2ha2  

b2 

iha2 

b2 

12 ha2 

(x In x + x) 

In X 

Jf 
X 

1 

8 

9 

10 

11 

12 

1 3 

14 

x 

Z. 
X2 

1. 
X3 

У_ 
X* 

b2 

8ha2 

62 

12 ha2 

b2 

x'y + Cx5y 

x3y + Cxby 

12 ha2 

b2 

x2y + Cxfiy 

+ 

8ha2 

b2 

10 ha2 

xy + Сж5у 

y In X + Cx3y 

62 — + Cx3y 12/ia2 * 
62 y 

28Ло2 ж2 + C+y 
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Ezután az egyes Amnxmyn teherkomponenseknek megfelelő Am nFm n feszült-
ségfüggvényeket határozzuk meg, majd azokat összegezzük. Az így előállított 
összeg a feladat keresett feszültségfüggvénye: 

F = Á00F00 + A01F01 + A02F02 + • • • 

+ да, о * ч о + + Л _ 1 > 2 * Ч 2 + . . . 

+ d - 2 i „F_ 2 0 + Á _ 2 1 F _ 2 1 + Á_2 2F_2 2 + . . . 

2. Táblázat 

Fm „ feszültségfüggvények 

b2 

12/ia2 

b2 

12Aa2 

b2 

12Aa2 

b2 

12ba2 

b2 

12ba2 

b2 

G(x, i,j)x*y\ 

G(x, i,j)x?y2, 

G(x, i, j)x2y2, 

G(x, i, j ) xy2, 

G(x, £, » y2, 

Ь2 у2 

. . 1 

. . 1 
hJ = T 
. . 1 

2 
. . 1 
b J = T 
. . 1 
L ' J = T 

. . 1 hJ = Y 

hJ = Y 

- i ± / 5 7 ) 

3 ± / 5 7 ) 

5 ± / 5 7 ) 

•7 ± / 5 7 ) 

9 ± / 5 7 ) 

11 ± / 5 7 ) 

13 ± / 5 7 ) 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

У1 

X 

X2 

yf 
X3 

yf 
X4 

X4 

XS 

XE 

b2 

72Aa2 

b2 

72Aa2  

b2 

72Aa2 

b2 

72Aa2 

b2 

72fta2 

b2 

72Aa2 

b2 

72Aa2 

G(x, . . 1 hJ = Y - 9 ± / 145 ) 

G(x, Uj)x3y*, . . 1 
b j = y - 11 ± / Ï 4 5 ) 

G(x, . . 1 
hJ = Y - 13 ± / 1 4 5 ) 

G(x, k j ' k y 4 . 
. . 1 
hJ = Y - 1 5 ± / Î 4 5 ) 

G(x, 
. . 1 
Ь7 = Т — 17 ± / 1 4 5 ) 

G(x, . . 1 
b j = T - 19 ± / 1 4 5 ) 

G(x, . . 1 l'J = Y - 21 ± / Ï 4 5 ) 
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Ugyanígy kell eljárnunk az F feszültségfüggvénynek megfelelő vetületi feszí-
tőerők számításakor is. Ezeket is úgy kapjuk meg, hogy az egyes teherkompo-
nenseknek megfelelő vetületi feszítőerőket egyenként meghatározzuk, majd 
azokat összegezzük. 

A fentiekben ismertetett számítások megkönnyítésére az 1. és 2. táblá-
zatokba foglaltuk a gyakorlat szempontjából szóba jövő egyes egyszerű terhe-
lési eseteknek megfelelő Fm>n feszültségfüggvények képleteit. 

A 4. ábrán feltüntetett csonka konoidhéj középfelületének egyenlete 

A héjat egyrészt a héjfal önsúlya, másrészt egyenletes hóteher terheli. Az ön-
súlytehernek a középfelület felszínegységére vonatkoztatott fajlagos értéke 

tehát az alaprajz területegységére vonatkoztatott fajlagos teherérték 

5. Számpélda 

P l = l,6[kN/m2], 

P l = 1,6 y 1 + ( d z / d x ) 2 + (dz/dy)2 [kN/m2], 

a hóteher pedig 
p2 = 0,8 [kN/m2]. 

4. ábra. Számpélda 
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Így a héjra ható totális teher (önsúly + hóteher) vetületi értéke 

p = Рг + P 2 = 1 . 6 Vl + {dzldxf + {dzjdyf + 0 , 8 = 

L r ío,о2 [ л® 
f ú + ú + 0,8 
[Xе X* 

[kN/m 2] . 

Feladatunk a héj vetületi feszítőerőinek meghatározása. 

Számítása ink során az imént fel ír t teherf i iggvény helyett jó közelítéssel a következő 
teherfüggvénnyel dolgozunk: 

p = 1,6 + 6600 Ú - 25 000 -Új -j. 0,8 . 

Az ado t t esetben t e h á t 

p = 2̂,4 + 10 560 Ú _ 40 000 -Új [kN/m2] , (19) 

vagyis A0t„ = 2,4 [kN/m2] , 
A-i,i = 1 0 5 6 0 l k N h 
A_íi6 = - 4 0 000 [kN]. 

A (17) teherf i iggvény első t a g j á n a k az 1. t á b l á z a t első sora szerint a 

it 10 О2 

A, 0 F M = - 2,4 2 4 . 3 < 6 ' . 4 M > ** [kNm] (20) 

feszül tségfügvény felel meg. 

A (17) teherf i iggvény második t ag jához a 2. t á b l á z a t ötödik sora szerint a 

a _ 4 ) 1 F _ 4 , = 1 0 5 6 0 У2 <2l> 

feszül tségfüggvény rendelhető, ahol a (17) képlet szer int 
. .. (40,07 - 20,07'X*' - 20,0') - (40,0' - 20,oW _ 20,00 
I , J ) = ; - -

40,07 • 20,0' — 40,0' • 20,07 

és a (12) képlet szer int 

i = у ( - 9 + f57 ) = + 0,7251, 

j = у ( - 9 - / 57 ) = - 8,2749. 

A (17) t eher függvény harmadik t ag jához a 2. t áb l áza t t izennegyedik sora szerint az 

= - 40 000 ffffi^g • Ú [kNm] (22) 
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-33.3 

5. ábra. Az Ny ve tü le t i feszí tőerők d iagramfe lü le te [kN/m] 

feszül teégfüggvény t a r toz ik , ahol a (17) képlet szer in t 

. .. (40 ,0 ' - 20,(f)(Y - 20,0 ') - (40,0'20,0')(xS - 20,0') 
(r(X, I , j ) = : : : : 

40,0' • 20,0 ' - 40,0' • 20,0^ 

és a (12) kép le t szer int : 

i = y ( - 2 1 + | + 2 5 ) = - 4 ,9098 , 

j = у ( - 21 - 1+25) = - 16,0902 . 

Végül is a kerese t t F f ü g g v é n y a (20), (21) és (22) a l a t t i ak összege. 
Az F f e szü l t ségfüggvény b i r t o k á b a n a h é j ve tü le t i feszítőerői az 

ivI = - 9 2 F 
Эу2 Nxy = 

Э2 F  
dx • dy ' 

N JVУ dx2 (23) 

képle tek u t a s í t á sa i szerint s z á m í t h a t ó k . 
A h á r o m t e h e r k o m p o n e n s közül i t t csak az elsőnek megfelelő vetüle t i f esz í tőerők kép-

leteit közö l jük : 

Nx = 0, Nxy = 0, 

2,4 • 10,02 • 12 Ny = 
24 • 3,6 • 40,02 x 2 = - 0,02 08 3x2 [ k N / m ] . 

Mint l á t h a t ó , erre a te rhe lésre a hé j egymás mellé helyezet t egymás tó l függet len bo l t ívek 
soroza taként működ ik . E b b e n az esetben az N y ve tü le t i fesz í tőerők megoszlását az 5. áb ra 
szemlélteti . 
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Parabol ic Conoid Shells with Vertical Director Line . P a p e r describes in t he f r a m e of 
the so-called m e m b r a n e t h e o r y conoid shells similar t o those n a m e d cowl-like shells b y 
E . BÖLCSKEI. The d i rec tor l ine of the t r e a t e d shells is ver t ica l , t h e director p lane hor izon ta l , 
the genera t r ices are ve r t i ca l -p laned pa rabo lae of the second degree. I t is a s sumed t h a t these 
shells a re suppor ted a long t he i r curved edge lines by arches n o t wi ths tand ing la te ra l forces, 
whereas a t t he s t ra ight edge lines b o t h shear forces a n d l a t e r a l normal forces can come in to 
being. F o r simple load ing cases occuring in t h e pract ice closed fo rmulae of t he stress f u n c t i o n 
are compi led in tables. T h e use of these t ab le s is expla ined b y a pract ical example . 

Parabol ische Konoidscha le mit ver t ikaler Leitlinie. Der Aufsa tz beschäf t ig t sich im 
R a h m e n der Membran theo r i e mi t Konoidscha len , deren F o r m denjenigen Schalen gewisser-
m a ß e n ähn l ich ist, die v o n E . BÖLCSKEI als H a u b e n s c h a l e n g e n a n n t wurden. Die Leit l inie der 
b e h a n d e l t e n Schalen ist v e r t i k a l , die Le i tebene hor izonta l , die Le i tku rven sind in ve r t ika len 
E b e n e n l iegende P a r a b e l n zwei ten Grades. E s wird vorausgese tz t , daß die R a n d b ö g e n gegen 
Se i t enk rä f t e keinen W i d e r s t a n d leisten k ö n n e n , wäh rend die ge raden Randte i l e so a b g e s t ü t z t 
sind, d a ß außer t angen t i e l l en K r ä f t e n a u c h sei twär ts ger ich te te R e a k t i o n s k r ä f t e z u s t a n d e 
k o m m e n können . Fü r d ie in der Prax is v o r k o m m e n d e n e in fachen Belas tungsfäl le we rden 
Fo rme l t a f e ln mi t geschlossenen Formeln angegeben. Die A n w e n d u n g dieser Forme l t a fe ln 
wird d u r c h ein prak t i sches Zahlenbeispiel e rk lä r t . 

10 Műszaki Tudomány 52, 1976 
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