PARABOLA VEZERGORBEJU ALLO KONOIDHE]J

CSONKA PAL*
A MUSZAKI TUDOMANYOK DOKTORA

[Beérkezett 1976. junius 11-én]

A dolgozat a BoLcskEl-féle csuklya alakd héjhoz hasonlé alaki olyan konoid-
héjat ismertet, amelynek vezértengelye fiigg6leges, vezérsikja vizszintes, vezérgorbéi
pedig sikgérbék: fiiggtleges tengelyli méasodfokd paraboldk. A szerzd a feladat meg-
oldésa sordn az ives héjperemeken félmerev aldtamasztast, az egyenes héjperemeken
merev aldtadmasztast feltételez és a gyakorlatban széba jov8 egyszerdi terhelési esetekre
kozvetleniil alkalmazhaté képletgyiijteményt k6zol. A dolgozatot szdmpélda egésziti ki.

1. Bevezetés

E lap hasdbjain Borcsker Elemér [1] csuklya alakd héjnak nevezett
olyan konoidhéj szimitasit ismertette, amelynek vezértengelye fiiggdleges,
vezérsikja vizszintes, vezérgorbéi pedig kérhengerpalastra rajzolt masodfokd

parabolak (1. abra). A héj alaprajza korgytri cikk. Az érdekes dolgozat bemu-

1. gbra. Bilcskei-féle csuklya alakd héj

tatta, hogy lehetséges az effajta héjakat membranerSkkel gy egyensilyozni,
hogy legalabbis az egyik ives héjperemre semmiféle oldaliranyd er§ se hasson.

Szerz§ a jelen dolgozatban a BoLcskEI-féle csuklya alakd héjakhoz t6bbé-
kevésbé hasonlé alaki olyan konoidhéjak szamitasaval foglalkozik, amelyek
vezértengelye fiiggbleges, vezérsikja vizszintes. A széban forgé héjak — dllé

* Prof. Dr. CsoNgA Pal, 1114 Budapest, Barték B. 1t 31.
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384 CSONKA PAL

2. dbra. All6 konoidhéj trapéz alaprajz felett

konoidhéjak — alaprajza trapéz, vezérgorbéi fiiggbleges sikii masodfoki para-
bolak (2. abra). Mindkét ives héjperemet félmerev tarté, mindkét egyenes
héjperemet merev szerkezet tamasztja ala.

Jelen dolgozat az emlitett héjak szdmitasdval a membrinelmélet kere-
tében foglalkozik és mint ilyen, a héj és perem tartéinak csatlakozasinal kelet-
kezd hajlité és csavaré eréket figyelmen kiviil hagyja. '

2. A feladat differencialegyenlete

Targyalasunkhoz a 3. dbran feltiintetett 0(x, y, z) derékszogi koordinata-
rendszert vezetjiik be.

Feltessziik, hogy a héjat csak fiiggdleges megoszlé erdk terhelik. Ezeknek
az erdknek az alaprajz teriiletegységére vonatkoztatott fajlagos értékét a

p = p(x ) 1)
teherfiiggvénnyel jellemezziik.
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3. @bra. Az O(x, y, z) derékszogii koordindta-rendszer

Miiszaki Tudomdny 52, 1976



ALLO KONOIDHEJAK 385

Az O(x, y, z) koordinata-rendszerben a héj kozépfeliiletének egyenlete

r=—h(L—aZw. )
tgy
8% ha® «?
oat b g
0% —4 ha? Yy )
ox - 0y L
% _ g ha® 1 ,
dy? B2 42
és ennek megfelelden a membrinhéjak alapegyenlete, vagyis a
8% 9F 9% 9% F 9% 9F | _
o o Comoy owidy oy ow P70

egyenlet esetiinkben igy alakul:
ha® y% BOF he* y  9F 12 ha® 1 0?F

b2 xt 0yt TR dx -0y b2 x*  Bx?

+5=0.(3)

A héj feszitd erdinek meghatarozasahoz ezt a differenciilegyenletet kell
a feladat peremfeltételeinek figyelembevételével megoldani. Az ives peremek
mentén az emlitett feltételek igy fogalmazhatdk:

_ 2
N, = *F = konst,
x=a 8_}’2 x=a
S (4)
N, = = konst,
X=a, 8}'2 x=a,
3. Egyszerii terhelési esetek
Kiséreljiik meg olyan
Fm,n = m,n(x’.y)
fesziiltségfiiggvényeket szerkeszteni, amelyeknek
Pmn = x™y" (5)

alakd teherfiiggvények felelnek meg, ahol m és n egész szdmok azzal a meg-
szoritdssal, hogy

m<0, n>0.
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386 CSONKA PAL

3.1. Az altaldnos eset (n >0, n 1)
Induljunk ki az

at

Lo e — (ol — a]emty (6)

F*=K[

(K = konst)

kifejezésb6l mint fesziiltségfiiggvénybdl. Ennek a fesziiltségfiiggvénynek a (3)
differencidlegyenlet szerint a kovetkez§ teherfiiggvény felel meg:

P ——6 ha® y* B*F* 8 ha? ¥ 02F* 9 ha? 1 0 F*

b2 xt  By? b2 x% 9x.0y b2 a?  Bax?

(M

Minthogy az adott esetben

2 Frx ol — at
o°F —K[a als(s+m+4~)(s+m—|—3)xs+m+2—

—@t+m+4)(t+m+ 3)x’+’"+2]y",

2 * t__ ot
o _k [ (s b m o+ Anaet S — (s m 4 4)nx’+"'+3]y”‘1,

S
a — a;

ox- 0y

O2F* _K[a’—a§

5 S — n(n . 1)(xs+m+4 _ aixm+4) _
Y

§ 8§
a® — aj

_ n(n _ 1)(xt+m+4 . aixm+4]yn—2’

at_al: (s+m-+4)(s+ m + 3)a+" +

S
a® — aj

=K [—2

+2(t + m 4 4)(t + m + 3)xt™ -

t

t
___al

+8— (s +m + H)nxst™ — 8 (¢ + m + 4)nx'tm —
a® — a3

t_ ot
—6 % "% n(n — 1)(x**™ — ajx™) 4 6n(n — 1)(2"t™ — aix’")] ¥

s
a® — aj
Az utébbi képletet rendezés utan

2 t_ ot
h:z [_ul_ Sxs+tm + Txt+m+ Ux’":ly" (8)

s s
_al

p*=K
a
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alakban irhatjuk, ahol
S:—2[(s—}—m—{—4)(s—l—m—{—3)—4(s+m+4)n+

+ 3n(i — 1)] @ —a s : 9)

a® — daf

T = 42[¢ 4+ m + 4+ m -+ 3) —4( + m + 4n + 3n(n — )], (10)

f.s St
aa;—aa;

U=6nr(n—1) (11)

@ — af
Kiséreljiik meg a (9) egyenletben s-nek olyan értéket tulajdonitani, hogy
adott m és n esetében

S=0
legyen. Ezt a kivetelményt az
(s+m+4)(s+m+3)—4s+m+4)n+3n(n—1)=0
egyenlet fejezi ki. Ha ezt s-re megoldjuk, azt talaljuk, hogy

s=%(2m—4n—{—7 + Van?2 + 20n + 1).

Minthogy kikétésiink szerint n >> 0, a fenti képlet s-re két egymastél eltérd
valds értéket szolgaltat. Ezek szerint lehetséges s-nek két egymastél eltérd
olyan értéket tulajdonitani, amelyek esetében az S = 0 feltétel teljesiil. Ez
a két s érték:
s=%(2m—4n+7—{—v4n2+20n+ 1) =i,
(12)

s=%(2m—4n+7—v4n2+20n+ 1) =j.

Hasonlé a helyzet a (10) egyenlet esetében is. Itt is lehet a t-re két olyan
értéket meghatarozni, amelyekkel a

T=0

feltétel teljesiil. Ez a két ¢ érték:

t=—;—(2m—4n+7+v4n2+20n+ 1) =i,
(13)

t=%(2m—4n+7——mn2+20n+ 1) =j.
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388 CSONKA PAL

Ha a (8) képletben s helyébe i-t, t helyébe j-t irunk, akkor S = 0 és
T = 0 lesz, és igy a (8) egyenlet a kivetkezGképpen egyszeriisddik:

alal — a'af

—u ha? {
p*=K—6n(n—1) — xy", (14)
b2 a —a)
Ahhoz, hogy a teherfiiggvény
P* =x"y"=pnn (15)

alakban legyen kifejezhets, a (14) képletben szereplé K tényezdt a kovetkezs-
képpen kell felvenni:
b? 1 a —a}

ha® on(n — 1) alal — d'aj ) ’

K =

Ezt a K értéket, valamint az s = i, t = j dsszefiiggéseket a (6) képletbe behe-
lyettesitve, a (15) alatti teherfiiggvénynek megfelels fesziiltségfiiggvényként
az aldbbi kifejezést kapjuk:

Fr - b? ) 1 ) a —al )
ha®  6n(n —1)  alal—ad'a]
“J;“{(i_ iy — (xf — af) |a"Hy"=F
- T (x aj x af) |x"ty"'=F, ..
a — al

Ugyanez a képlet rendezés utan
b? 1
ha? 6n(n — 1)

Frn= G(x,1,j) - a™Hy" (16)

alakban is irhaté, ahol

(@’ — af)(x' — ai) — (a' — ai)(x/ — af)

alal — alaj

G(x,1,5) =

(17

Mint lathatd, az utébbi képletben i és j szerepének felcserélése az eredményt
nem moédositja.
3.2. Kivételes esetek

A 3.1. alatt ismertetett eljaras nem alkalmazhaté olyankor, amiddn
n = 0 vagy n = 1. Az alabbiakban, a részletszamitisokat melldzve, ezekkel
az altalanos targyalasbél kirekesztett esetekkel foglalkozunk.
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Az n =1 esetben, feltéve, hogy m ¢ —4, a megoldas

—_— b2 3 1
2ha? (m 4 4)(m — 1)

XMy,

m1 =
ha viszont m = —4, akkor

b?
—a = ylnx.

" 10ha?
(Az m =1 lehet§séget, mint érdektelent, targyalasainkbél kirekesztettiik.

Ezzel tehat nem kell foglalkoznunk.)
Az n = 0 esetben, feltéve, hogy m == —3, m >« —4, a feladat megoldasa

¥ 1 L
™0 %ha?  (m+3)(m+4) 2™
ha viszont m = —3, akkor
2

80 =5 (xInx + %),

ha pedig m = —4, akkor
b2
F_4o0=— Shat Inx.

3.3. Homogén eset

A (3) differencidlegyenlet homogén alakjanak, vagyis a

¢  ®F 8 ®F .1 @F _
x* oy? x8 ox. 0y x2  Ox?

homogén differencidlegyenletnek van olyan partikularis megoldasa, amely
egyittal a (4) peremfeltételeket is kielégiti. Ez a megoldas a kovetkezd:

F = Cx’y, C = konst. (18)

A (18) alatti homogén megoldas a 3.1. és 3.2. alatt ismertetett megolda-
sok barmelyikéhez hozziiktathaté.

Olyankor, amikor a héj terhelése az y = 0 sikra nézve szimmetrikus,
a homogén megoldas képletében szerepld C egyiitthaté szimmetria okokbél
zérus. Ha ellenben a héj terhelése az y = 0 sikra nézve antimetrikus, akkor
a C tényezd megfelels felvételével a (4) peremfeltételeken tilmendleg tovabbi
peremfeltételt is médunkban van teljesiteni.
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390 CSONKA PAL

4. A feladat megoldasa

y

Adott esetben a feladatot oly médon oldjuk meg, hogy az ismert p teher-
fiiggvényt A4, x™y" alaki teherkomponensekre bontjuk vagy ilyen kompo-
nensek Osszegével kozelitjiik meg:

p=4A,+ AO,ly + A+ ...+
A x4 A o7y + 42722 4 ...
F A, 2+ A x5 F A a2 4L

1. Tablazat
Fpy n fesziiltségfiiggvények

Ne Pm,n Fon,n

1 1 — o

2 | —

3 % —%xz

4 % ?Z%?(xlnx—{—x)

5 _'c1—4 -{—%hx

7 1 L

8 12ha?

8 y Thor ¥y + Cxy

? % 12bh T %y + Coy

10 :'—2 12bh - % + Cxy

11 xy—a 8: - xy + Cx¥y

12 ;‘y— - lobhzylnsvc—l—Cx5
‘ 14 i—;— 2:’;2 x2 + Gy

Mftiszaki Tudomdny 52, 1976



ALLO KONOIDHEJAK 391

Ezutan az egyes 4,, ,x™y" teherkomponenseknek megfelels 4, n fesziilt-
ségfiiggvényeket hatarozzuk meg, majd azokat dsszegezziik. Az 1gy eloalhtott
osszeg a feladat keresett fesziiltségfiiggvénye:

F= Ao,oFo,o + A0,1F0,1 + Ao,zFo,z + ...
+ A—l,oF—l,O + A—1,1F—1,1 + A—l,zF—1,2 + .
+ A—z,oF—z,o + A—2,1F—2,1 + A—z,zF—z,z + ...

2. Tablazat
Fpy, n fessiiltségfiiggvények

Ne Pm,n Fpn
! y 12bh 7 Gl 1, J)ry®, i,f=%(—lil’ﬁ)

2 %2 12,, 7 G(x, i, j)=y?, ij= %(— 3 +V57)

3 L 12bh F G i)yt i j= %(— 5 + V57)

.

4 i—z WG(x, i, ) xy®, i,j=%(—7 + ¥57)

5 L | Swmiiys hi=g(-9£15)
6 L 12”,,,G<x,z,1>— ij = (— 112 V57)
7 L | wi .  hi=a(-13175)
8 P oG, b= (—9 £ VB

72ha? 9

? % 72—",12,,;0@, Ly, Ghj= %(— 11 + ¥145)
10 L | g Gl iy, hj= o (— 13 £ VTES)
11 L | mm Gyt hj= (=15 £ VI85)
12 L | agg Sl it b= (=17 £ VI)
13 % 72bh ZG(x,w)— i,j=-}(— 19 + V145)
14 % 72bh zG(me) i,j=%(— 21 £ V145)

10 Mfissaki Tudomdny 52, 1976



392 CSONKA PAL

Ugyanigy kell eljarnunk az F fesziiltségfiiggvénynek megfelel§ vetiileti feszi-
tSerSk szdmitasakor is. Ezeket is dgy kapjuk meg, hogy az egyes teherkompo-

nenseknek megfelels vetiileti feszitGerdket egyenként meghatirozzuk, majd
azokat Osszegezziik.

A fentiekben ismertetett szamitasok megkonnyitésére az 1. és 2. tabla-

zatokba foglaltuk a gyakorlat szempontjabél széba jov6 egyes egyszeri terhe-
1ési eseteknek megfelels Fp, , fesziiltségfiiggvények képleteit.

5. Szampélda

A 4. 4brén feltiintetett csonka konoidhéj kozépfeliletének egyenlete

40,0%y2

2= —3,6(1—
10,02x2

][m].

A héjat egyrészt a héjfal onsilya, masrészt egyenletes héteher terheli. Az 6n-
silytehernek a kozépfeliilet felszinegységére vonatkoztatott fajlagos értéke

p1 = L,6[kN/m?],

tehat az alaprajz teriiletegységére vonatkoztatott fajlagos teherérték

Py = 1,6 V1 + (oz/ox)? + (0z/ay)? [kN/m?],

a héteher pedig

P, = 0,8 [kN/m?].

CCo T - I“

20,0 o
40,0 -
T
P 10,0
i 10,0
X

4. ébra. Szdmpélda
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fgy a héjra haté totilis teher (émsily - héteher) vetiileti értéke

P =P, + P, = 1,6 |1+ (62/6x)% + (85/5y)* + 0,8 =

2, 2
_ 1’6V1+4 3,62. 40,0
10,02

X

b f-] + 0,8] [kN/m?].
6 x4 .

Feladatunk a héj vetiileti feszitGerSinek meghatarozasa.

Szamitdsaink sordn az imént felirt teherfiiggvény helyett j6 kozelitéssel a kivetkezd
teherfiiggvénnyel dolgozunk:

2
p=16 (1 + 6600-‘1—‘ — 25 000%) +08.
Az adott esetben tehét
2
5= (2,4 +10560 2, — 40000 %) [kN/m?] , 19)

vagyis Ay o = 2,4 [kN/m?],
A_,,=10560 [kN],
A_y g = —40000 [kN].

A (17) teherfiiggvény elsé tagjanak az 1. tablizat elsd sora szerint a

10,02

5136 20,0¢ © [KNm] (20)

4
Ao oFo o= — 2,4

fesziiltségfiigvény felel meg.
A (17) teherfiiggvény mdsodik tagjahoz a 2. tablazat Gtodik sora szerint a

10,0:G(x, i, j)

i . T TNy T JT
A-apFoge = 10560 15 0 0,02

y* [kNm] 1)

fesziiltségfiiggvény rendelhetd, ahol a (17) képlet szerint

(40,0/ — 20,07)(x! — 20,0") — (40,0" — 20,0)(x/ — 20,0)
40,0/ - 20,0 — 40,0° - 20,0/

G(xv i, ]) =
és a (12) képlet szerint
i=%(— 9 4+ ¥57) = + 0,7251,

. 1

j (— 9 —¥57) = — 8,2749.

I

o]

A (17) teherfiiggvény harmadik tagjdhoz a 2. tébl4zat tizennegyedik sora szerint az

_ 10,02 G(x, i,j) _ »*
A—G ‘F_‘.‘ = 40 000 m ;!- [kNm] (22)
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-40
-30
-20 4
-10 |

0

10

20 ]

Ny ¥ kN/m

5. bra. Az N, y vetiileti feszitSerdk diagramfelillete [kN/m]

fesziiltségfiiggvény tartozik, ahol a (17) képlet szerint

(40,07 — 20,0/)(x* — 20,0%) — (40,0'20,0°)(x/ — 20,0')

X, 5, J) = . - -
Gl 3,J) 40,07 + 20,0 — 40,07 - 20,0/

és a (12) képlet szerint:

(— 21 + V125) = — 4,9098,

3 =

j=—=(—21— Y125) = — 16,0902.

Mll—l Na]r-

Végiil is a keresett F fiiggvény a (20), (21) és (22) alattiak §sszege.
Az F fesziiltségfiiggvény birtokdban a héj vetiileti fesziterdi az

o*F = o*F = *F
=g No=—gmm MTw @3

képletek utasitdsai szerint szdmithaték.
A hérom teherkomponens kiziil itt csak az els§nek megfeleld vetiileti feszitGerdk kép-
leteit kozoljiik:

Ny=0, Ny=0,

N 2" 20 "8 s 3 .
W, Tt 0,02083x2 [kN/m]

Mint lithaté, erre a terhelésre a héj egymds mellé helyezett egymaéstdl fiiggetlen boltivek

sorozataként mikédik. Ebben az esetben az Wy vetiileti feszitderdk megoszldsdt az 5. 4dbra
szemlélteti.

IRODALOM

1. Borcsker Elemér: Csuklya alakid héj. Miszeki Tudoméany (1976)
2. BoLcskEl, E.: Haubenschalen Acta Techn. Hung. 84 (1977)
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ALLO KONOIDHEJAK 395

Parabolic Conoid Shells with Vertical Director Line. Paper describes in the frame of
the so-called membrane theory conoid shells similar to those named cowl-like shells by
E. BoLcskEL The director line of the treated shells is vertical, the director plane horizontal,
the generatrices are vertical-planed parabolae of the second degree. It is assumed that these
shells are supported along their curved edge lines by arches not withstanding lateral forces,
whereas at the straight edge lines both shear forces and lateral normal forces can come into
being. For simple loading cases occuring in the practice closed formulae of the stress function
are compiled in tables. The use of these tables is explained by a practical example.

Parabolische Konoidschale mit vertikaler Leitlinie. Der Aufsatz beschiftigt sich im
Rahmen der Membrantheorie mit Konoidschalen, deren Form denjenigen Schalen gewisser-~
maflen dhnlich ist, die von E. BOLCSKEI als Haubenschalen genannt wurden. Die Leitlinie der
behandelten Schalen ist vertikal, die Leitebene horizontal, die Leitkurven sind in vertikalen
Ebenen liegende Parabeln zweiten Grades. Es wird vorausgesetzt, daBl die Randbégen gegen
Seitenkriifte keinen Widerstand leisten konnen, wiihrend die geraden Randteile so abgestiitzt
sind, daf} auBer tangentiellen Kriften auch seitwirts gerichtete Reaktionskriifte zustande
kommen kénnen. Fiir die in der Praxis vorkommenden einfachen Belastungsfille werden
Formeltafeln mit geschlossenen Formeln angegeben. Die Anwendung dieser Formeltafeln
wird durch ein praktisches Zahlenbeispiel erklirt.

M(szaki Tudomédny 52, 1976



	52. kötet / 3-4. szám
	TANULMÁNYOK������������������
	CSONKA PÁL: Parabola vezérgörbéjű álló konoidhéj�������������������������������������������������������


	Oldalszámok������������������
	383����������
	384����������
	385����������
	386����������
	387����������
	388����������
	389����������
	390����������
	391����������
	392����������
	393����������
	394����������
	395����������


