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Bevezetés 

1. Mióta W E I E R S T R A S S híres példája1 \W(x) 2 bn cos (a" rix), ahol a 
V >i=o 

3 \ 
páratlan, 1-nél nagyobb egész szám, 0<b< 1, a b > l - f - - - r r j a múlt század 

hetvenes éveiben általánosan ismertté vált, a modern valós függvénytan kiala-
kulásával párhuzamosan számos szerző foglalkozott mindenütt folytonos, sehol 
sem differenciálható függvényekkelKNOPP egy hosszabb dolgozatban3 foglalta 
össze az 1918-ig talált példák legnagyobb részét, mégpedig egységes, általá-
nos eljárás alapján. A tárgykör mindmáig a matematikai érdeklődés előterében 

maradt: VAN DER W A E R D E N újabb keletű elegáns példáján4 | L ( X ) = 

со 
= 2 10 X l O " x)> ahol xp(x) azt az 1 szerint periodikus függvényt jelenti, 

u=0 
melyre ip(x) | x j , ha — — x — ) e§észen speciális jellegű példá-

kon kívül,"' ki kell emelnünk a lengyel és indiai matematikai iskola bizonyos 
eredményeit a harmincas és negyvenes években, melyek értékes adalékokat 
szolgáltatnak a szóban forgó függvények DiNi-féle derivált-számok szerinti osz-
tályozására, ill. nulla-helyeire vonatkozólag." 

2. A következőkben egyszerű, új módszert adunk meg, mely lehetővé 
teszi mindenütt folytonos, sehol sem differenciálható függvények „családjainak" 

1 L. [6] és [26]. 
2 L. az irodalomjegyzéket. 
3 [ 1 2 J . K N O P P törtvonalakból határátmenettel keletkező periodikus f ( x ) függvényekkel 

foglalkozik; fő kikötése, hogy az \ f ( x + h) — f(x)],h különbségi hányados (kétoldali) l imesz 
szuper ior ja + ° o , limesz inferiorja —cx> legyen az alapintervallum minden x belső helyén. 

4 Vö. [25]. (A bizonyítás H E Y T I N O Î Ô I származik.) 
s Vö. pl. [3], [4], [8], [10J, [15], [24]. 
« Vö. [2], [18], [19], [20], ill. [17], [21]. 
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tényleges konstrukcióját (II. tétel); az eljárás — KNOPPÍÓI eltérően — a 
differenciálhatóságnak egy szükséges és elégséges feltételére (vö. (1)) támasz-
kodik. Az így nyert függvényosztály magában foglal majdnem minden az iro-
dalomban megtalálható, idevágó példát, eltekintve néhánytól, melyek konst-
rukciója aritmetikai jellegű. Egy nagyon speciális esetben, mely mintegy a 
módszer „mintáját" szolgáltatja, egy elemi példára jutunk, melynél a folyto-
nosság és nem-deriválhatóság igazolása két mondatban elvégezhető (I. tétel). 

00 
— Az alapgondolatot Ф(х)= ^ ck<p(vkx) alakú függvényekre alkalmazva, 

k=0 
ahol 2\ck\ < oc és vk \ vk+1 (k = 0, 1 , . . . ) , új típusú eredmények adódnak: Ф(х) 
folytonos, nem differenciálható tetszőleges konvex (vagy konkáv) ívekből fel-
épülő, ill. LIPSCHITZ-feltételt kielégítő, periodikus cp(x) függvény esetében, fel-
téve, hogy ck, i'k eleget tesz bizonyos könnyen teljesíthető limesz-kikötések-
nek ( IV—VI. tétel). Korolláriumként nyerünk két egyszerű tételt, melyek több 
szempontból általánosítják WEIERSTRASS, ill. VAN DER WAERDEN példáját (III . 
és VII. tétel). 

• / 
1. §. Egy elemi példa 

3. Legyen f(x) egy a helyen és ennek valamely környezetében differen-
ciálható függvény. Akkor — a definícióból folyóan — bármely pozitív r meg-
adása után meghatározható7 egy r) = /)'(*) > 0 úgy, hogy az 

( 1 ) m - m m - m ,2e 
L—h Щ — U-i 

egyenlőtlenség teljesül az összes olyan / ф L, и у ф и, értékpárok esetében, 
melyekre a—ô < ^ a s ; t., < а ф ô, ill. a—d < «г g й ф и., < а ф д. 

4. Legyen adva két pont: Pjx^yj) és P,(x.,,y2), х , < х 3 ; tekintsük azt 

az Af(£, rj pontot,8 melynek koordinátái: £ = ~(xjфxj, íj ( ^ Ф У а Ж 

Ф ^ - ( х , — x , ) és képezzük az MP{,MP2 szakaszokat. Az utóbbiakat P,P, já-

rulékainak fogjuk nevezni, а Р,МР., Д-e t pedig járulékháromszögnek. Kieme-

7 Emlékeztetünk arra, hogy [ /(хД—/(x2)] (X(—x2) (x, Ф а, x, Ф « ; a — S< 
< a + S) az [ / (x , )—/(a)] (x, — a) és [f(x.J— / (a ) ] (x.2—a) differenciahányadosok közé esik. 
Különben C A U C H Y konvergenciakritériumára tekintettel (1) nemcsak szükséges, hanem ele-
gendő feltétele is az a-ban való deriválhatóságnak. 

8 Af egyszerű szerkesztésmódja nyilvánvaló. 

v 
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lendő, hogy az oldalak irányhatározóira nézve fennáll: | — = ^ — 

x 2 —£ x,—Xy 
Képezzük az x-tengely [ / , / + 1 ] ( / = . 0 , + 1 , . . . ) szakaszainak járulékait; 

az így nyert törtvonal egy G,(x) folytonos függvényt ábrázol. E törtvonal 
minden „oldalának" járulékait meghúzva, egy Go(x) folytonos függvény képé-
hez, az utóbbiból járulék-képzéssel egy újabb G f x ) törtvonalhoz jutunk stb. 
(L. az ábrát.) 

I. TÉTEL. (1) A G(x) lim G„(x) függvény mindenütt folytonos, de (II) 
w->co 

CD 

sehol sem differenciálható. Érvényes a G ( x ) = У 2 '((2'x)) sor-előállítás, 
k=0 

ahol ((x)) jelenti x-nek a legközelebbi egész abszcisszájú ponttól való távol-
ságát. 

BIZONYÍTÁS. Világos, hogy Gk-i(x) — G,.(x) =g 2"(fc+1)
 ( £ = 1, 2 , . . . ) , tehát 

n 

Gu(x) G1(x) + ^ ' [G/ I + i (x ) —GA(X)] (n = 2 , 3 , . . . ) egyenletesen konvergens 
к - 1 

minden x-re, s innen következik (I). (Il)-re térve megjegyezzük, hogy G(x) képe 
nyilván minden felhasznált járulékháromszög csúcspontjait tartalmazza; így 
valamely a hely s egy ezt körülvevő (a — ő, a + ő) környezet megadása után 
található három pont: x l ; £, x2 úgy, hogy abszcisszáik rendre r-2~'\ (2r+ 1)2 ' , 
< r + 1)2 fc(r egész) alakúak, továbbá а £ [x1; x j c = ( a — ő , a + ó) és 

G ( £ ) —G ( X y ) G(xf)—G(xy) G(xf)—G(xy) G ( x 2 ) - G ( § ) _ ] 

£—хг x2—Xy x,—x, x2—£ 

ellentétben az (1) feltétellel. 
Ami G(x) kérdéses előállítását illeti, ez rögtön folyik, ha G „ ( x ) ^ 0 - t 

írva figyelembe vesszük, hogy a G,,+i(x) —Gi.(x) (Ar = 0, 1 , . . . ) különbség 
minden [r-2 k,(r-\-\)2~k] alakú intervallum felezőpontjában a 2~k~1, két vég-
pontjában pedig a 0 értéket veszi fel, továbbá lineáris ennek mindkét felében. 
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2. §. Egy lemma és egy ezen alapuló általános geometriai 
konstrukció 

5. A fenti okoskodás lényege — kissé általánosítva — a következő 
módon fejezhető ki: 

LEMMA. Legyen f(x) egy I számközben értelmezett függvény és a I-nek 
egy belső pontja. Ha minden (a—ő, a + ő) alakú I-ben fekvő intervallum tar-
talmaz három ekvidisztans pontot: x„—h, x0, x0 + h (h> 0) úgy, hogy 
a £ [x„—Л, х„ + Л ] és 

(2) / ( * , ) - l [f(xo+h) +f(x0-h)] I 2 h-f 

ahol Я fix pozitív szám, akkor f(x) nem differenciálható az a helyen. 

Valóban: (2)-böl látjuk, hogy a 

f(x„)—/(y,,—h) /(x„ + / t ) - / ( x „ - / t ) = /(jc„—/7) 
/34 h 2 h 2 h 

/ ( Х о + Л ) - / ( Х о ) 

különbség abszolút értékben nem kisebb 2 Я-nál, ami pedig elegendő kis r>" 
esetén ellentmond az (1) feltételnek. 

6. Legyen Я > 0 megadva egyszer s mindenkorra. Evidens módon bár-
mely adott Q(x, y), Q'{x',y'), x < x' pontpárhoz szerkeszthető (végtelen sok) 

1 1 
Я ( х ' - х ) (vö. (2)); oly P(t, rj) pont, hogy 5 = y (x + x'), n—-j (y + y j 

P-t a Q, Q' pontok egy asszociáltjának fogjuk hívni. 
Az eddigiek alapján könnyű az 1. §-ban megadott eljárást messzeme-

nően általánosítani; így olyan módszerre jutunk, mely ekvidisztans alapponto-
kon átmenő törtvonalak helyett változatos módon választható alappontokat és 
görbeívekef használ fel. Legyen ui. y = F„(x) egy mindenütt folytonos függvény, 
Q;(ö, , b) (f = 0, + 1, + 2 , . . . ) egy pontsorozat, melyre ÜÍ < a i + i , b; ---= F„(a)r 

œ 
l ima, = 00, lim a,-- —00 és legyen adva egy 2 ? » pozitív-tagú összetartó 
i->co г->- со n 1 

sor. Tekintsük az yz=F„(x) függvénygörbe g,-környezetét10 (jelöljük Vo,-gyel) 

!l A köve tkezőkben az „ív" é s „görbe ív" s z a v a k a t k izáró lag olyan JoRDAN-féle g ö r b e -
ívek meg je lö l é sé r e t a r t j uk fenn , melyeknek y = y(x) ana l i t ikus e lőá l l í t á sában y(x) egyértékü 
fo ly tonos függvény . 

1» Egy y ^ f ( x ) ( a s j x ^ ö ' ) ív g -kö rnyeze t én (Vn) é r t j ük azon (x, y) p o n t o k h a l m a -
zá t , me lyek re а ^ х ^ а ' , f(x)—Q <y < f ( x ) + q. 
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és rendeljünk hozzá a grafikon minden [Q,-, Q,-+i] ivéhez egy P,(x,, y j (r 
= 0, 1 , . . . , m ) pontrendszert úgy, hogy 1) P„, P,„ azonos Q,-vel ill. Q,-+i-gyel„ 
P, ( VBl és xr < (r = 0, 1 , . . . , m — 1); 2) minden P,, P,+1 „szomszédos" 
pontpárnak van Vp-be eső P j asszociáltja.11 Húzzunk mármost V,,-ben egy 
görbeívet úgy, hogy átmenjen a Pr, Pj- pontok mindegyikén és vetülete az 
x-tengelyen az [a,,a,+1] számköz legyen; nevezzük ezt a [Q,, Qí+1] ív egy 
elsőrendű adjungált\ának. Következő lépésként tekintsük ennek az adjungált-
nak o,-környezetét (Kp,), s ebben minden [P,, Pj], [PJ, P,+i] ívnek képezzük 
egy adjungáltját ugyanolyan értelemben, mint az imént [Q,, Q,;+]]-ét; kapjuk 
az eredeti [Q,, Q,+i] görbeív 2 «г-számú másodrendű adjungáltját. Ez utóbbiak 
mindegyikére ismét alkalmazva az eljárást, előállnak [Q,, Q1+i] harmadrendű 
adjungáltjai (c= V„.,) s. í. t. — Az összes [Q,, Q,+i] (/ - 0, + 1 , . . . ) görbeívek első-
rendű adjungáltjai egy folytonos y==F,(x) függvényt ábrázolnak, az összes 
másodrendű adjungáltak szolgáltatta folytonos függvény legyen y F,(x) stb. 

II. TÉTEL. F(x) = lim F„ (x) mindenütt folytonos, de egyetlen pontban sem 
II- у со 

differenciálható. 

BIZONYÍTÁS. 1° A konstrukció szerint |Р,, и ( х ) —PA (x)| < oA.+1 ( k = 0,1,2,...); 
со 

mivel 2Pfc+i < oo, innen folyik az 
7 = 0 

(4) F,Xx) = F,(x) + Af[F,.+Áx)-Fl;(x)] (« = 1 , 2 , . . . ) 
7 0 

függvénysorozat egyenletes konvergenciája és, tekintettel F„(x) mindenütt foly-
tonos voltára, egyúttal F(x) folytonossága — < x < с» mellett. 

Jelöljük Di-nel az összes «-edrendü adjungáltak végpontjainak halmazát. 
Az 1) feltétel szerint En pontjai egyidejűleg hozzátartoznak az F„(x), Fll+i(x)r 

Fll+1(x),... függvénygörbékhez, tehát szükségképp F(x) képéhez is (n 1, 2...). 
œ 

Ennélfogva az utóbbi tartalmazza a U F„ halmazt. 
n—x 

2° Először is megállapítjuk, hogy (az asszociált pontok felhasználása 
miatt) [Q,:, Q,+i] bármely másodrendű adjungáltjának vetülete az x-tengelyen 

legfeljebb (ai+1—aj hosszúságú, minden harmadrendű adjungált vetületé-

nek hossza legfel jebb- | -(a i + i—ű,) stb. (/ = 0, + 1 , . . . ) . Innen folyik, hogy 

bármely rögzített [Q,, Q,-rl] ívhez és d > 0 számhoz található olyan N ^ N(ó) 

11 Világos, hogy ha az l)-nek megfelelő xr abszcisszákra max (x,.+i— xr) e legendő 
kicsi, találhatók olyan P, pontok, hogy 2) is teljesüljön. 
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küszöbszám, hogy [Q,, Q,+i] összes N - e d - (és magasabb) rendű adjungáltjá-

nak vetülete legfeljebb ô hosszúságú; különben U E„ vetülete mindenütt sűrű 

az x-tengelyen. 
Legyen megadva mármost egy x а hely s ennek egy (a—ô , ö - f d ) 

környezete; válasszuk i-t ügy, hogy а beleessék az [ö,,a i+i] intervallumba és 
N - e t az imént említett módon. Akkor található egy (W-edrendü) СЛ- adjungált, 
melynek x-tengelymenti vetülete tartalmazza az а pontot és része (а—ö,a- \ -ő)~ 
nak. A konstrukció és 1° alapján Cy tartalmaz három olyan Q(x, F(x)), 
Р(Ь F(b)), Q'(x', F(x')) pontot, hogy a F [x, x'] és P asszociáltja Q-nak és 
Q'-nek; mivel [x, х ' ] с ( я — r)', a j - d ) és d > 0 tetszőleges, a lemma felhaszná-
lásával közvetlenül folyik, hogy F(x) nem differenciálható az а pontban, 
qu. e. d. 

7. Ami а II. tétel alkalmazásait illeti, nehézség nélkül igazolható, hogy 
az ismert geometriai példák jó része eleget tesz a szóban forgó feltételeknek 
(vö. [12]). Ha az F„(x)= =/„(*), Fk+l(x)-Fk(x) fM(x) (k = 0 , 1 , . . . ) , 

»» 

F„(x) =£f,.(x) (n= 0, 1 , . . . ) jelöléseket vezetjük be, akkor az 
k—0 

œ 

<5) F(x) £ M X ) 
0 

sorról van szó, melynek részletösszegei bizonyos megszorításoknak vannak 
alávetve. Az utóbbiak legkönnyebben úgy teljesíthetők analitikus úton, hogy 
olyan periodikus függvények lineáris kombinációját tekintjük, melyeknek frek-
venciái racionális viszonyban vannak, s amelyek eltűnnek az alapintervallum 

n 
végpontjaiban. (Meggyőződhetünk pl. arról, hogy F„(x)= £ (2 а) к((2к,акх)) 

k=о 
CD 

(n- 0, 1 ,2 , . . . ) , F(x) V(2 ,« ) ((2'JÓx)), [I 1 , 2 , . . . esetén kielégülnek 
s=o 

а II. tétel feltételei; itt ((x))-nek ugyanaz a jelentése, mint az I. tételben.) 

3. § . Ф(х) = Fckcp(rkx) alakú függvények vizsgálata r/>(x)-re vonatkozó 
konvexitási (konkavitási) kikötések mellett 

8. A következő fejezetekben néhány állandó jellegű jelöléssel ill. meg-
szorítással élünk. — így с», c1; c.,,... mindig oly valós, 0-t nem tartalmazó 

со 
együttható-sorozatot jelent, melyre £ |cA l konvergens; r u , r u v.,,... pozitív egész 

k=0 
számok szigorúan monoton növekedő sorozata, melyben r M osztható n-vat 
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ák = 0 , 1 , 2 , . . . ) ; rövidség kedvéért írjuk: n , i = —• ? (*) folytonos és p > 0 

szerint periodikus függvény; legyen 
со 

<6) Ф ( х ) = 2 а г / Д п х ) . 
k=0 

Nyilvánvaló, hogy Ф(х) mindenütt folytonos. 

III. TÉTEL. Legyen <p (x) konvexV1 (konkáv) a [0, p] számközben. Tegyük 
fel, hogy sgn ck (к = 0, l , . . . ) állandó és hogy van oly q> 0 konstans, hogy 
Vk\ck\^Q (k = 0 , 1 , . . . ) . 

Akkor Ф(х) mindenütt folytonos, sehol sem differenciálható. 

9. E tételt jóval általánosabb alakban akarjuk bebizonyítani, felhasználva 
a következő fogalmat: egy / (x) függvényt [a, //J-ben szakaszonként konvexnek 
nevezünk a x0 < x, < • • • < x,„ t < x„, = b osztópontokkal, lia / (x ) folytonosé 
pontokban és konvex vagy lineáris az [x, л , x,] ( r = 1, 2 , . . . , m) szakaszok 
mindegyikében. A szakaszonként konkáv függvények definíciója analóg. 

I V . TÉTEL. Legyen ip(x) [0,p]-ben szakaszonként konvex (vagy konkáv) 

<»,• (r 0, 1 , . . . , m) osztópontokkal; legyen <p(0) > (ill. <)</ J P J. Tegyük fel, hogy 

1) sgn Ck (k = 0, 1 , . . . ) állandó; 2) vannak tetszőlegesen nagy olyan к indexek, 
melyekre a vgk-vcorlp (r 0, 1 ,...,m) viszonyszámok egészek ; 3) lim n | c t | > 0 . 

к—у со 

Akkor Ф(х) mindenütt folytonos, sehol sem differenciálható. 

BIZONYÍTÁS. 2) folytán minden viszony racionális |speciálisan ^ = 0, 

'''"' 1 ; tehát OJ,. (r= 1, 2 , . . . , m — 1), ahol /?,.,-/,. relatív prím termé-
p ) . yr 

szetes számok. Jelöljük 7 -val y u y . , , . . . , ym-i legkisebb közös többszörösét; 
akkor a 2) feltételből következik egy olyan л, < п., < • • • index-sorozat léte-
zése, hogy vk,k-1 osztható 7-val, ha k = n1,ni,.... 3) szerint van oly p > 0 
konstans, hogy v k \ c k \ ^ Q (k 0 , 1 , 2 , . . . ) . 

13 M o s t é s k é s ő b b JENSEN [11] def in íc ió ja v e e n d ő t e k i n t e t b e : egy [Ö,/>]-ben é r t e l m e -

('X 4-х j 1 
1
 9

 2 I á — [/(x,) + /(X.JJ, 

+ m i n d e n [ a , / „ - b e n fekvő x „ x 2 p o n t p á r r a é s n e m m i n d i g 

a z egyen lőség jele é rvényes ( l inea r i t á s esete) . 
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Tekintsünk három ekvidisztans pontot rendre — p, —y-J— P' P 
Vn Z V n Vn 

( /<=0 , + 1, + 2 , . . . ) alakú abszcisszákkal, s képezzük a kővetkező különbséget; 

(7) 
[ 9 ( ^ p ) + 9 { Vn 

-2 cp 
( 2 u + \ ) v l c 

2 Vn 
— V . 

ahol 

(8) 

n-i 
V ck 
/,=0 

CD 

2 " = 
k- a 

<p (,« Vk, и p) + <p (Ott + 1 ) 7',t, „ p) — 2 cp ( ( 2 I I + 1 ) П-, » y J 

( v „ , k ( k < n ) és v , „ n ( k ^ n ) pozitív egész számok). Az alábbiakban /г értékét 
az {л,} sorozat elemeire korlátozzuk. 

M i n t h o g y v„,k = lJvi+]<;, a v„to, v„, i , . . . , vn,n-i s z á m o k o s z t h a t ó k / - v a l ; 
i=k 

innen folyik, hogy az co,-\-sp (r== 0, 1 , . . . , л г ; s= 0, 1 , . . . ) pontok egyike 

sem eshetik valamelyj .« ,« + 1 p, p 
Vn,k Vn,u 

(k = 0,1,..., n— 1; в 0, ± ! , . . . > 

alakú intervallum belsejébe. így cp(x) szakaszonként konvex (konkáv) volta és 
az 1) feltétel alapján következik, hogy X" minden tagja ugyanolyan előjelű. 
Másfelöl a 2" összegben nyilván cp(pvk!»p) = <p((p + l ) n , » p ) = </>(0) és 

p_ cp ( (2 fi + 1 ) Vu, n y ) = '/ (0) vagy = fjP 

ratlan; ennélfogva 

aszerint, amint vk, „ páros vagy pá-

(9) V = 2 9*(0) 4> (c„ 4 У « a ) , 

ahol az utolsó összeg Ar-nak azon л-nél nagyobb értékeire terjesztendő ki, 
melyekre n-, „ páratlan. Látjuk, hogy X " minden tagjának előjele ugyanaz, 
mint X" tagjaié. 

Végeredményben (7), (8) és (9) alapján nyerjük: 

\ 
CA- 9е f ) , Ó' + l ) _ ( 2 / 7 + 1 

K 0 ) - J f ) 

+ 

(M+2M) 

c„ p 2Я-+- (« - 0, ± 1 , . . . , ; n= л , , л , , . . . ) , 
R II 
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ahol l 9>(0)-gp f ; mivel minden előírt (a—r), « + <)') alakú inter-

vallum tartalmaz olyan 
и -«- j- l 

V P 
' n vn 

(,« egész, n=tiy,n1,...) alakú számközt, 

melyre a ( 
и и 4- 1 

— p, !—!— p 
Vn Vu 

, hacsak n elegendő nagy, a lemma felhasználásával 

<vö. [2]) azonnal adódik Ф(х) nem-deriválhatósága, qu. e. d. 

4. §. Lipschitz-feltételt kielégítő cp(x) a lapfüggvény esete 

10. Ha </i(x)-ről a konvexitás (konkavitás) helyett azt tesszük fel, hogy 
az alapintervallumban egyenletesen \<p(xf)—<p(x2)I.SI//X,—x2|, akkor a 
sgn Ck = konstans feltétel elejthető, s az előzőket bizonyos irányban kiegé-
szítő tételeket mondhatunk ki. 

V. TÉTEL. Legyen <p(x) £ Lip,/ 1 (0 + p) és <p(0) =j= у [P- |. A ck együtt-

hatók legyenek tetszőleges előjelűek, de tegyük fel, hogy 

(10) lim r„rx„—A, 
>? -1 

>2\ к 0 
Cl, I Vk > 0, 

ahol Av = H ^ 'i (0) '/ és о» = 12ck\ ; az utolsó összegben к azokon 

az (n—1 )-nél nagyobb egész számokon fut végig, melyekre vk,n páratlan 
Akkor Ф(х) mindenütt folytonos, sehol sem differenciálható. 

BIZONYÍTÁS. Tekintsünk ismét három pontot, melyeknek abszcisszái rendre 

— p, - - — p (p egész) alakúak. A (7), (8) alatti jelölésekkel írhatjuk: 
v,, 2 vn v n 

2 и + 1 
P I — 2 — Р I + f i - — 1 — P l — f i 

Vn, к ( И ) 

И - 1 

У и 
к- (I 2 v,,, к 

Í P + 1 I 
2 v,„ к 

и-1 
H — 2 \ck\vk; 

Vn k~X! 

1 3 T e h á t — spec iá l i san — <j„ = | c„ | vagy o„ ck\ a sze r in t , a tnint a n + i , (k 

= 0 , 1 , . . . ) v i szonyszámok mindegy ike pá ros , ill. p á r a t l a n . — Nyilvánvaló, hogy a G - k a t a 
s f g I < ос fe l té te lnek megfe le lően é s « ( > 0 ) - t t e t s ző legesen előírva, a vx, v2,... e g é s z 

M - L 

s z á m o k a t mind ig s o r r a m e g v á l a s z t h a t j u k úgy, hogy a v„ an > А У | ck \ vk + e (n = 1 , 2 , . . . ) 

egyen lő t l enségek te l jesü l jenek , honnan következik (10). 
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másfelől nyerjük, akárcsak fent (vő. (9)) 

(12) 2 " = 2 У ck, 

ahol к a tételben jelzett értékeken fut végig. 
Tehát elegendő nagy n-re 

(13) 

ahol l 

o n — я — 2 l c i í l • » s 1 

4 
2 g 

9(0 ) ~ 9 

9 ( 0 ) - 9 f | ] 

А < р 2 Ы ^ ) > 2Я-Т-, 

, .9-val jelölve a (10) alatti limesz inferiort. 

Minden a pont lefedhető 
,м ,«-!-1 

p> ——p (p = 0, ± 1 , . . 1 , 2 , . . . ) 
l'a • ' 

alakú intervallummal, s ennek hossza 0-hoz tart, midőn о. Így (13) 
(vö. (2)) és a lemma alapján arra jutunk, hogy Ф(х) c-ban nem deriválható, 
qu. e. d. 

11. Mint a 9Ü0 = s inx példa mutatja, figyelmet érdemel az a 

lehetőség is, midőn az utolsó tétel <p(0)=j= 

vonatkozik a következő 

kikötése nem teljesül. Erre 

VI. TÉTEL. Legyen 9(x) Ç Lip и 1 (0 ^ х ^ р ) és 9(0) = 9 ^ J = t = 9 ^ + ^J-

Tegyük fel, hogy teljesül a következő feltételek valamelyike: a vMviszony-
számok párosak (\* eset), ( 4 r + \)-alakúak (2.* eset), ill. (Ar-\)-alakáak 
(3.* eset) elegendő nagy k-ra. Legyen továbbá 

(14) lim \ r nT n—В<р2\САГк: > 0 , 
ïtzs у k=° j 

\ u j jmin 1 
}uv\ imaxí 9(0)—91 + 7 - ) jelölés mellett Bv = # 7 - u<) és Г ; 1 = | с „ | , 

vagy Tn= 2 Ck , ill. T„ = 

4 . , 
CO 

^cn+2l 
u v 

2 C«+2Í+1 
7 = 0 

aszerint, amint az 1 .*, 
k=n 

2*, ill. 3*. eset áll fenn. 
Akkor Ф(х) mindenütt folytonos, sehol sem differenciálható. 

BIZONYÍTÁS. í r j u k : 7 - = A é s t e k i n t s ü k A — q , - T - T - I - A ( i + J . (r U = 0 r 2 vn 2r„ n vn 

1 , . . . ; n = 1 , 2 , . . . ) pontokat. Ha ismét a fenti jelöléseket alkalmazzuk p 
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helyett g-val, mindenekelőtt nyerjük: 
»-1 

(15) 1 2 1 
Vn li—Q 

Mivel (p(HVk,nq) = cp((fi+\) vk,nq) = (p(0) és cp ((2 ,a + 1 ) n - i - j = , p ( 0 ) r 

vagy cp\—(2/t+l)~ aszerint, amint vk>n = 0 (mod 2), ^ ( 2 / í + l ) -

v k : n = \ , ill. —1 (mod 4), a másik szóban forgó összeg számára adódik 

(16) 

У 

2c„ ср(Р)-ср ( 2 ^ + 1 ) 4 

<p(0)-<p ( 2 ^ + 1 ) 2 C F C 

( i - г 

( 2 - ф 

cp (0) - cp ( (2 и + 1 ) 4 ) (cn + cn+2 + >••) + 

(с„+1 + ся+зЧ ) (3.*)r 

rendre a jobboldalon feltüntetett eseteknek megfelelően, feltéve, hogy n nagyobb 
egy alkalmas természetes számnál. 

így (14) folytán elegendő nagy n-re 

(17) 
teO 

u I I 
ahol к — ^ в , ő = lim I vnr„— BT 2 'TI C'c í I, т„-пек és Bv-nek a tételben 

megadott jelentése mellett; a bizonyítás befejezése ezek után hasonlóan tör-
ténik, mint fent (vö. (13)). 

12. ha {cfc} 
és {ük} geometriai haladványok, azaz ck = ck ( 0 < | c | < 1), 

vk = vk(к 0, 1,. ..), akkor az V. és VI. tétel kikötései egyszerűbb alakot 
öltenek. 

Valóban, ha felhasználjuk a következő zárt kifejezéseket: 
и-1 
2 n - M 

(v\c\f—\ 
, > 2 ck 1 , 2 
1 tere 1 С i=0 tel F|c| 

korolláriumként könnyen adódik a 

C»+2 г: 
1— с 2C"+2î+1 = 

r-n+1 

1—C'2 

VII. TÉTEL. Legyen <p(x) £ Lip^ 0 < | с | < 1 és v egy \-nél 
nagyobb egész szám. 
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1) На <р(0)фср 1^1, tegyük még fel, hogy г\с\Ш\+Ат, vagy 

aszerint, amint v páros vagy \+Av(\-c) \A9= H±- чЩ-ср 

páratlan. 

2) Amennyiben у (0) = <p ( 2 ) =p <p j - ^ j, úgy páros r mellett álljon fenn 

a v\c\ Ш 1 -\-Bcp, r 1 (mod 4) mellett a v\c\ A 1 + ДД1 —с), végre ;-=— 1 
(mod 4) mellett a r\c\ Ш 1 + Д Д 1 — с2) (1 — 0v\c\) 1 és |c| < 0? egyenlőtlen-

u , d и p -1 n „ ^ min ! /пч i _l p 1 
seg, ahol B,f — H , 0V = Uvuv , j J ^ = ( m a x j <р(0)—у ( ± -J J . 

• 00 

Л г összetartozó feltételek teljesülése esetén a£ck(p{ vkx) sor mindenütt 
1: о 

folytonos, sehol sem differenciálható függvényt állit elő. 

5. §. Alkalmazások, megjegyzések 

13. Vessíik össze tételeinket az idevágó irodalom legnevezetesebb pél-
dáival. 

Legyen <p(x) = |x | és p 1, tehát r/(x)- ((x))(—oc-<x<°o), 
2. 

ck = ck (OAc<l), vk >'k (v>], egész). Akkor a Ili. tétel értelmében adódik: 
œ 

Ф(х) -- £ ck((v'x)) mindenütt folytonos, sehol sem differenciálható, hacsak 
t=o 

суШ 1. E példát KNOPP adta meg ( [ 1 2 ] ) a c r > 4 megszorítással; viszont a 
legfontosabb speciális eset kétségkívül éppen cr = 1, mely a VAN DER WAER-
DEN-féle példának felei meg ([25]). — Hasonlóképpen: <p(x) ((x)), ck = -10"'", 
vk — 2k! mellett nyerjük FABER példáját ( [ 7 ] ) , míg a cp(x) sin ;rxj, ck — ck 

œ 

( 0 < с < 1 ) , rk v' (v > 1) esetben arra jutunk, hogy Ф(х) = £ск\ sin rk:rx 
fc=0 

mindenütt folytonos, sehol sem differenciálható, hacsak cv 1. Az utóbbi 
3 

szintén megtalálható KNOPPnál, de csak а сv > 1 Т л у - ' 5 , 7 1 megszorítással. 

xi 
Legyen г/(x) = cos :ix, p 2, Н = л, tehát A,f 2 а VII. tételben. 

œ 
Akkor következik, hogy Ф(х) £ ck cos v'-rrx mindenütt folytonos, sehol sem 

/,-=0 
л differenciálható, feltéve, hogy 0 < | с | < 1 , r 2 , 3 , . . . és / ' j c j ^ l - f - ^ - vagy 
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r Iс j s 1 j A (1 —с) aszerint, amint г páros vagy páratlan. \rc Ш 1 Ф - i ~ 2,57, 

tehát megfelel с > 0 és bármely kérdéses v esetén. ) Ez WEIERSTRASS példája 

3 

([26]), de az ö feltételei c-re és r - re : 0 < с < 1, с páratlan, vc>l :т ~ 5,71. 

ír juk: Ф(х) sin rix, p = 2, H = :т, u,f U4 @r=\, B,f akkor fo-
œ 

lyik: Ф(х) 2 c ' s ' n >'k :cx mindenütt folytonos, sehol sem differenciálható, 
к U 

feltéve, hogy 0 < | c | < 1, v = 2, 3 , . . . és v\c\ ^ 1 + ^ , vagy г\с\Ш\ (1—с), 

ill. г\с\ш 1 + = (1 + | c | ) aszerint, amint v о 0 (mod 2), vagy г 1 (mod 4), ill. 

r z —1 (mod 4). (így а >'\с\Ш 1 ф ; т feltétel elegendő minden szóba jövő с 
és v esetén.) E példa D INIÍŐI származik ( [ 5 ] ) ; KNOPP a 0 < | c | < l , R = 0 

3 
(mod 2), vagy r = sgn с (mod 4) és rjc[ > 1 ф ^ .т feltételek mellett diszku-

tálja. — Jelöljük ^(x)-szel azt a páratlan, 2-periódusű függvényt, melyre 
со 

Z(x) = ((x)) ( O ^ x ^ l ) ; újra а VII. tétel alapján adódik, h o g y f ^ f d ' x ( v k x ) 
7 = 0 

mindenütt folytonos, nem-deriválható függvényt állít elő, hacsak 0 < | c | < l , 
3 1 

» ' = = 2 , 3 , . . . , továbbá r | c | nem kisebb, m i n t — , vagy 1 ф ^ - ( 1 — с ) , ill. 1 + 

ф 2 ( 1 ф I с I ), rendre páros, ( 4 г ф 1 ) - , ill. ( 4 r — l ) - a l a k ú r-érték esetének 

megfelelően. Az utolsó sor szintén megtalálható KNOPP idézett dolgozatában, 
de a 0 < | c | < l , r = 0 ( m o d 2 ) v a g y v = sign с (mod 4) és r | c | > 4 feltételekkel. 

A fenti tételek természetesen tetszőleges számú hasonló példát szolgál-
tatnak. (A legegyszerűbbek: <f(x) legyen szakaszonként lineáris, vagy körívek-
ből, ill. parabolaívekből összetett grafikonú függvény stb.) 

14. ZYGMUND egy újabb keletű híres dolgozatában14 többek közt olyan 
/ ( x ) függvényekkel foglalkozik, melyekre fennáll 

(18) l i m / ( x „ + h) + / ( x n h) 2/(x„) _ 0 
7->-Ü ll 

valamely x„ pontban, ill. egyenletesen egy intervallumban ("smooth functions"); 
így az első rendszeres tárgyalását nyújtja egy függvényosztálynak, mely RIE-

I 
» [27]. 

7 III. O s z t á l y K ö z l e m é n y e i VI 3 — 4 
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MANN ó ta a l k a l m a z á s t nyer t a t r i g o n o m e t r i k u s s o r o k e l m é l e t é b e n , é s m e g m u -
t a t j a s z á m o s e r e d m é n y e n ke resz tü l , h o g y e f ü g g v é n y e k az e g é s z va ló s a n a l í -
z i s b e n l é n y e g e s s ze r epe t j á t s z a n a k . Mivel n y i l v á n v a l ó a n a d i f f e r e n c i á l h a t ó s á g 
f o g a l m á n a k e g y á l t a l á n o s í t á s a f o r o g s z ó b a n , é r d e m e s n e k t a r t o m m e g j e g y e z n i , 
h o g y a f en t kons t ruá l t , n e m - d e r i v á l h a t ó f ü g g v é n y e k s e m i l y e n s z a k a s z o n n e m 
r e n d e l k e z n e k e g y e n l e t e s e n a ( 1 8 ) t u l a j d o n s á g g a l ; ezt k ö n n y ű igazo ln i (18 ) é s 
(2 ) ö s s z e h a s o n l í t á s a ú t j á n . 

K ü l ö n b e n HARDYnak a WEIERSTRASS-Íüggvényre v o n a t k o z ó mély e r e d -
m é n y e i az t m u t a t j á k , h o g y az V. é s VI. t é t e lben c i - r a é s vk-ra tett k i k ö t é s e k 
b i z o n y o s s p e c i á l i s e s e t b e n é l e s í the tők l ehe tnek . ' 5 Más fe lő l ú g y lá tsz ik , h o g y 
pl . a IV. tétel 3 ) k ikö t é se ( s p e c i á l i s a n : ck = ck, vk — vk e s e t é n | c | r = ^ l ) n é l -
k ü l ö z h e t e t l e n . E p r o b l é m á k k a l , v a l a m i n t a s z ó b a n f o r g ó f ü g g v é n y e k D i N i - s z á -
m a i n a k b e h a t ó b b v i z sgá l a t áva l m á s a l k a l o m m a l k í v á n o k f o g l a l k o z n i . 
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