MINDENUTT FOLYTONOS, SEHOL SEM ' DIFFERENCIALHATO
FUGGVENYEKROL

MIKOLAS MIKLOS s

Bevezetés

1. Midta WEIERSTRASS hires példaja’ (W(x) - > b" cos (¢ x), ahol e

’NA

paratlan, 1-nél nagyobb egész szdm, 0 <b <1, «b>1 + 5 ) a mult szazad

hetvenes éveiben altalanosan ismertté valt, a modern valos fiiggvénytan kiala-
kulasdval parhuzamosan szadmos szerz6 foglalkozott mindeniitt folytonos, sehol
sem differencidlhato fiiggvényekkel> KNOPP egy hosszabb dolgozatban?® foglalta
Ossze az 1918-ig talalt példak legnagyobb részét, mégpedig egységes, altald-
nos eljards alapjan. A targykoér mindmdig a matematikai érdeklédés eléterében

maradt: VAN DER WAERDEN Ujabb keleti elegans példajan* V(x):
— ) 107"w(10" x), ahol v (x) azt az 1 szerint periodikus fiiggvényt jelenti,

melyre y(x) - |x|, ha —% =x <%) és mas, egészen specialis jellegii példa-

kon kiviil,” ki kell emelniink a lengyel és indiai matematikai iskola bizonyos
eredményeit a harmincas és negyvenes években, melyek értékes adalékokat
szolgaltatnak a szoban forgo fiiggvények DiNi-féle derivalt-szdmok szerinti osz-
talyozdsara, ill. nulla-helyeire vonatkozolag.’

2. A kovetkezkben egyszerti, tj mddszert adunk meg, mely lehetové
teszi mindeniitt folytonos, sehol sem differencialhato fiiggvények ,csaladjainak®

1 L. [6] és [26].

2 L. az irodalomjegyzéket.

3 [12]. Knopp tortvonalakbdl hataratmenettel keletkezé periodikus f(x) fiiggvényekkel
foglalkozik; fé kikGtése, hogy az [f(x + h)—f(x))h kiilonbségi hanyados (kétoldali) limesz
szuperiorja -+ oo, limesz inferiorja — oo legyen az alapintervallum minden x belsé helyén.

4+ V6. [25]. (A bizonyitdas HevTinagtG] szarmazik.)

5 Vo. pl. [3], [4], [8), {10}, [15], [24]. -

6 Vo, [2], [18], [19], [20], ilL. {17], [21]. -
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tényleges konstrukciojat (II. tétel); az eljards — KNOPPtdl eltérben — a
differencidlhatésagnak egy sziikséges és elégséges feltételére (vo. (1)) timasz-
kodik. Az igy nyert fiiggvényosztadly magaban foglal majdnem minden az iro-
dalomban megtaldlhat6, idevago példat, eltekintve néhanytol, melyek konst-
rukcidja aritmetikai jellegli. Egy nagyon specidlis esetben, mely mintegy a
mddszer ,mintajat szoigéltatja, egy elemi példdra jutunk, melynél a folyto-
nossag és nem-derivalhatosag igazolasa két mondatban elvégezhetd (1. tétel).

— Az alapgondolatot @(x)— > cip(v:x) alaku fiiggvényekre alkalmazva,
k=0

ahol X|ci| < oo és w1y (k=0, 1,...), dj tipusu eredmények adédnak: P(x)
folytonos, nem differencialhato tetszbleges konvex (vagy konkav) ivekbdl fel-
éptild, ill. LipscHiTz-feltételt kielégitd, periodikus ¢(x) fiiggvény esetében, fel-
téve, hogy ci., v eleget tesz bizonyos konnyen fteljesithetd limesz-kikotések-
nek (IV—VIL. tétel). Korollariumként nyeriink két egyszerii tételt, melyek tobb
szempontbdl altalanositjdk WEIERSTRASS, ill. VAN DER WAERDEN példajat (IlI.
és VIL tétel).

/

1. §. Egy elemi pe’ldé

3. Legyen f(x) egy a helyen és ennek valamely kornyezetében differen-
cidlhato fliggvény. Akkor — a definiciobol folydan — barmely pozitiv ¢ meg-
adasa utdn meghatarozhat6’ egy d ==dJ(¢) >0 ugy, hogy az

(1 S ) —F(t)  fuw)—fQ)
L—t, u,—u,

<'2¢

egyenl6tienség telje'sijl az Osszes olyan t,==t,, u, = u, értékparok esetében,
melyekre a—d <t =a=t<a+0, ill. a—d<uy, =a=u,<a-+d.

4. Legyen adva két pont: Pi(x;, y) és Pu(x,,¥.), X < X,; tekintsiik azt

az M(E, n) pontot® melynek koordinatai: = &=: —; (xi+x), 1= % N+ +

+%(x2—xl) és képezziik az MP,, MP, szakaszokat. Az utébbiakat P, P, jd-
rulékainak fogjuk nevezni, a P,MP,/\-et pedig jdrulékhdromszognek. Kieme-

7 Emlékeztetiink arra, hogy [ f(x)) —f(x)] (x;—X5) (Xx;=a,xsFa; a—dLx;<<a<x,<
< a-+9) az [f(x))—f(a)] (x,—a) és [f(x,)—f(a)] (xs—a) differenciahanyadosok kozé esik.
Kiilonben CaucHy konvergenciakritériumara tekintettel (1) nemcsak sziikséges, hanem ele-
gend6 feltétele is az a-ban valdé derivalhatésagnak.

8 M egyszerit szerkesztésmaddja nyilvanvalo.
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lendé, hogy az oldalak iranyhatarozéira nézve fennall: 2—2' V2= 4 ¢

S—X; Xo— X,
Ye—n_ »—h_,
Xo—E  Xo—X, )

Képezziik az x-tengely {i,i+41] (i=0, + 1,...) szakaszainak jarulékait;
az igy nyert tortvonal egy G,(x) folytonos fuggvenyt abrazol. E tortvonal
minden ,oldalanak“ jarulékait meghuzva, egy G,(x) folytonos fiiggvény képé-
hez, az utébbibdl jarulék-képzéssel egy tijabb G.(x) tortvonalhoz jutunk stb.
(L. az &brat.)

I TETEL. (1) A G(x)  lim G.(x) fiiggvény mindeniitt folyfonos, de (11)

sehol sem differencidlhato. Ervényes a G(x)= > 2*((2"x))  sor-elddilitds,
k=~

ahol ((x)) jelenti x-nek a legkizelebbi egész abszcisszdjii ponttél valo tdvol-
sdgdt.

BizoNYITAS. Vildgos, hogy Gi.1(x)— Gi(x) =27 ¢V (k=1,2,...), tehat
Ga(X) = Gy (%) + X [Gra(x)— Gi(x)] (n1=2, 3,...) egyenletesen konvergens
k-1

minden x-re, s innen kovetkezik (1). (Il)-re térve megjegyezziik, hogy G (x) képe
nyilvain minden felhasznalt jarulékharomszdg csticspontjait tartalmazza; igy
valamely a hely s egy ezt koriilvevé (a—d, a4 J) kornyezet megadasa utan
taldlhato harom pont: x,, &, x, gy, hogy abszcisszaik rendre r- 27 (2r+ n2*
(r+1)27"(r egész) alakuak, tovabba a €[x,, x,Jc(a—d, a+9) és

GE—Gx)  GE)—Gx) G)—G6x) _ Gx)—GE)

E—x X, — X, Xo—Xy Xy—&

ellentétben az (1) feltétellel.

Ami G(x) kérdéses elballitasat illeti, ez rogton folyik, ha Gy(x)==0-t
irva figyelembe vessziik, hogy "a Gin(x)—Gi(x) (k=0,1,...) kiilonbség
minden [r-27%, (r1)27") alaki intervallum felezépontjaban a 277!, két vég-
pontjdban pedig a O értéket veszi fel, tovabba linearis ennek mindkét felében.

——_':1’
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2. §. Egy lemma és egy ezen alapuld altalanos geometriai
konstrukcid

5. A fenti okoskodéds lényege — kissé dltalanositva — a kovetkezd
modon fejezhetd ki:

LEMMA. Legyen f(x) egy I szdmkozben értelmezett fiiggvény és a I-nek
egy belsé pontja. Ha minden (a—0, a+ d) alaki I-ben fekvd intervallum tar-
talmaz hdrom ekvidisztans  pontot: x,—h, x,,x,--i (K >0) ugy, hogy
aclx,—h, x,--h] és :

) if(x")—%’[f(xn>+/1)-%-f(x(,—h)] =241,

ahol L fix pozitiv szdm, akkor f(x) nem differencidlhato az a helyen.
Valoban: (2)-bol latjuk, hogy a

g SN —fea—h) Gt W —fo—h) _ f(0+h)—flx—h)
h . 2h 2h

_ 'f(xn -+ h)_f(xn)
h

3

kiilonbség abszolut értékben nem kisebb 221-nal, ami pedig elegend6 kis ¢
esetén ellentmond az (1) feltételnek.

6. Legyen 2 >0 megadva egyszer s mindenkorra. Evidens médon bar-
mely adott Q(x,y), Q' (x’,¥"), x <x’ pontparhoz szerkeszthetd (végtelen sok)

iy ()| = 2 =) (0. @)

P-t a Q, Q" pontok egy asszocidltjanak fogjuk hivni.

Az eddigiek alapjan konnyii az 1. §-ban megadott eljardst messzeme-
néen altalanositani; igy olyan mddszerre jutunk, mely ekvidisztans alapponto-
kon atmené tortvonalak helyett valtozatos modon valaszthaté alappontokat és
gorbeiveket’ hasznal fel. Legyen ui. y — Fy(x) egy mindeniitt folytonos fiiggvény,
Qi(a;, b) (i=0, 1= 1,+ 2,...) egy pontsorozat, melyre a;< a1, b;= F,(a),

[s]

oly P(§ n) pont, hogy &= »; (x+x),

. . ’ N ey ’ . r
lim a,== oo, lima;==— oo és legyen adva egy Zg,l pozitiv-tag Osszetartd
>0 i nezl

sor. Tekintsitk az y-— F,(x) fiiggvénygorbe o,-kornyezetét™ (jeloljikk Vv, -gyel)

9 A kovetkezdkben az ,iv“ és ,gorbeiv® szavakat kizarolag olyan Jorpan-féle gorbe-
ivek megjeldlésére tartjuk fenn, melyeknek y = y(x) analitikus eldallitisaban y(x) egyértékii
folytonos fiiggvény.

10 Egy y==f(x) (a < x < a’) iv o-kornyezetén (Vp) értjiikk azon (x,y) pontok halma-
zat, melyekre a<<x=a’, lx)—o <y < f(x)+ 0.
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¢és rendeljiink hozzd a grafikon minden [Q;, Qix1] ivéhez egy P.(x, ) (r=:
=-0,1,...,m) pontrendszert gy, hogy 1) P,, P, azonos Q-vel ill. Q;-gyel,
P. eV, és x, <X (r==0,1,...,m—1); 2) minden P,, Py ,szomszédos*
pontparnak van V,-be esé Py asszocidltja."! Hutzzunk marmost V,-ben egy
gorbeivet gy, hogy atmenjen a P,, P; pontok mindegyikén és vetiilete az
x-tengelyen az [a;, a..] szdmkoz legyen; nevezziik ezt a [Q:, Q1] iv egy
elsérendli adjungdltjanak. Kovetkez6 lépésként tekintsiik ennek az adjungalt-
nak o,-kornyezetét (V,,), s ebben minden [P,, P}], [Pr, P-a] ivnek képezziik
egy adjungdltjat ugyanolyan értelemben, mint az imént [Q;, Q:1]-€t; kapjuk
az eredeti [Q;, Q1] gOrbeiv 2 m-szdmii masodrendii adjungaltjat. Ez utébbiak
mindegyikére ismét alkalmazva az eljarast, el6allnak [Q:, Qi harmadrendit
adjungiltjai (CV,,) s. i. t. — Az osszes [Q;, Q1] (=0, = 1,...) gorbeivek els6-
rendii adjungaltjai egy folytonos y=:F,(x) fiiggvényt abrazolnak, az Osszes
masodrendii adjungdltak szolgaltatta folytonos fliggvény legyen y - Fy(x) stb.

IL. TETEL. F(x)=lim F,(x) mindeniitt folytonos, de egyetlen pontban sen

differencidlhato.
BizonyiTAs. 1° A konstrukcid szerint | Fi.i(X) — Fi(X)]| < 0rs1 (k=0,1,2,...);
mivel :: or41 < oo, innen folyik az
k=0
n—£
4) Fa(x)=- Fy(x) +r.:u [Fra()—Fu(x)] (1=1,2,..)

fliggvénysorozat egyenletes konvergenciaja és, tekintettel F,(x) mindeniitt foly-
tonos voltara, egyuttal F(x) folytonossaga — oo << x < oo mellett.

Jeloljiikk E,-nel az dsszes n-edrendil adjungaltak végpontjainak halmazat.
Az 1) feltétel szerint E, pontjai egyidejiileg hozzatartoznak az F.(x), F.+1(x),
Fo2(x), ... fliggvénygorbékhez, tehat sziikségképp F(x) képéhez is (n- -1,2...).

Ennélfogva az utobbi tartalmazza a L_JlEn halmazt.

2° El6szor is megallapitjuk, hogy (az asszocidlt pontok felhasznaldsa
miatt) [Q:, Q1] barmely masodrendii adjungaltjanak vetiilete az x-tengelyen

legfeljebb f;- (i1 —a;) hossziisagli, minden harmadrendli adjungalt vetiileté-
nek hossza legfeljebb —i— (i —a) stb. (i=0, = 1,...). Innen folyik, hogy
barmely rogzitett [Q:, Qi11] ivhez és J >0 szamhoz taldlhato olyan N -= N(0)

11 Vilagos, hogy ha az 1)-nek megfeleld x, abszcisszdkra max (x,.;—x,) elegendd
kicsi, talathatok olyan P, pontok, hogy 2) is teljesiiljon.
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kiisz0bszam, hogy [Q:, Q1] Osszes N-ed- (és magasabb) rendii adjungaltja-

nak vetiilete legfeljebb ¢ hossziisagn; kiilonben |J E, vetiilete mindeniitt siirii

n=1
az x-tengelyen.

Legyen megadva marmost egy x = a hely s ennek egy (e@—d,a-t0)
kornyezete; valasszuk i-t gy, hogy a beleessék az [a:, a:,i] intervallumba és
N-et az imént emlitett modon. Akkor talalhatd egy (N-edrendil) Cy adjungalt,
melynek x-tengelymenti vetiilete tartalmazza az a pontot és része (a—d,a + 9)-
nak. A konstrukci6 és 1° alapjan Cxy tartalmaz hdrom olyan Q(x, F(x)),
PG, F(§)), Q' (¥, F(x)) pontot, hogy a€[x,x] és P asszocidltja Q-nak és
Q’-nek; mivel [x, x]<(@—0J,a+0) és J >0 tetszbleges, a lemma felhaszna-
lasaval kozvetleniil folyik, hogy F(x) nem differencidlhaté az «a pontban,
qu. e. d.

7. Ami a IL. tétel alkalmazdsait illeti, nehézség nélkill igazolhaté, hogy
az ismert geometriai példdk jo része eleget tesz a szoban forgo feltételeknek
(vo. [12]). Ha az Fy(x)==f(x), Fini(x)—Fi(x)=-fisa(x) (k=0,1,..)),

Fo(x)==2f(%) (n=-0,1,...) jeloléseket vezetjiik be, akkor az
=0

) F@ =35

sorr6l van sz0, melynek részletosszegei bizonyos megszoritdsoknak vannak
alavetve. Az utobbiak legkonnyebben ugy teljesithetdk analitikus tton, hogy
olyan periodikus fiiggvények linearis kombindciojat tekintjiik, melyeknek frek-
venciai raciondlis viszonyban vannak, s amelyek eltiinnek az alapintervallum

végpontjaiban. (Meggydzodhetiink pl. arrol, hogy F.(x) == X, (2u) * ((2* t*x))
k=0

(n=0,1,2,..), F(x)— > (2u) "((2" ¢ x)), u--1,2,... esetén Kkielégiilnek
k-0

a II. tétel feltételei; itt ((x))-nek ugyanaz a jelentése, mint az [. tételben.)

3. § P(x)=Zcp(r:x) alaku fiiggvények vizsgalata ¢(x)-re vonatkozé.

konvexitasi (konkavitasi) kikotések mellett

8. A kovetkez6 fejezetekben néhany allandd jellegili jeldléssel ill. meg-
szoritdssal éliink. — fgy Co, €1, Cs, ... mindig oly valds, O-t nem tartalmazoé

]

7 - W sy 4
egyiitthato-sorozatot jelent, melyre > |ci| konvergens; »,, »,, ¥y, ... pozitiv egész
k=0

szamok szigorian monoton novekedd sorozata, melyben . oszthaté ».-val
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(k=0,1,2,...); rovidség kedvéért irjuk: m:% ¢(x) folytonos és p >0
{

szerint periodikus fiiggvény; legyen

(6) D(x) = % Cx P (Vi X).
Nyilvanvald, hogy @(x) mindeniitt folytonos.

III. TETEL. Legyen q(x) konvex™ (konkdv) a [0, p] szdmkizben. Tegyiik
fel, hogy sgn ¢, (k=0,1,...) dllando és hogy van oly o >0 konstans, hogy
rlel=e (k=0,1,...).

Akkor ®(x) mindeniitt folytonos, sehol sem differencidlhato.

9. E tételt joval altalanosabb alakban akarjuk bebizonyitani, felhasznalva
a kovetkez6 fogalmat: egy f(x) fiiggvényt [a, b]-ben szakaszonként konvexnek
neveziink ¢-==Xx, <X <-+-<Xu-1 < Xu=>0 osztédpontokkal, ha f(x) folytonos e
pontokban és konvex vagy linedris az [x..1,x] (r-=1,2,..., m) szakaszok
mindegyikében. A szakaszonként konkdv tiiggvények definicidja analdg.

IV. TETEL. Legyen ¢(x) [0, p]-ben szakaszonként konvex (vagy konkdv)

o, (r=-0,1,..., m)osztopontokkal, legyen ¢(0) > (ill. \)(p(ﬁJ Tegyiik fel, hogy

1) sgn ¢, (k=0,1,...) dllandd; 2) vannak tetszdlegesen nagy olyan k indexek,
melyekre a vi.;x_1-m,/p (r=0, 1,..., m) viszonyszdmok egészek, 3) lim »;|c;|>O0.

k—»

Akkor (x) mindeniitt folytonos, sehol sem differencidihato.
BizonyiTAs. 2) folytdn minden %‘ viszony racionalis (speciélisan%’ =0,

%—" - 1); tehat (u,.f%p (r-=1,2,...,m—1), ahol g, y, relativ prim termé-

szetes szamok. Jeloljik /-val 7y, 7.,..., Yu-1 legkisebb kozds tobbszoroset;
akkor a 2) feltételbol kovetkezik egy olyan n, < n,<--. index-sorozat léte-
zése, hogy vy -y oszthaté I'-val, ha k= n,, n,,.... 3) szerint van oly ¢ >0
konstans, hogy »i|cx|=0 (k--0,1,2,...).

12 Most és késObb Jensen [11] definicioja veendd tekintetbe: egy [a, b]-ben értelme-

zett f(x) fiiggvényt itt konvexnek, ill, konkavnak neveziink, ha f (XH x;) %[f(x,) + f(x2)],

»

ill. f(x‘+x°) = 2—[f(x1)—}—f(x,)] minden {a, b]-ben fekvd x,, x, pontparra és nem mindig

az egyenldség jele érvényes (linearitas esete).
~



360 ) . . MIKOLAS M.

Tekintsiink harom ekvidisztans pontot rendre :Tlp, 2‘(21;1-_] , ‘uj— 1p

(=0, = 1, = 2,...) alakn abszcisszakkal, s képezziik a kovetkezd kiilonbséget;
4/:,([)(,‘,; )—1—([)("+1 )_20(2u p)=

1"- 2 ’)L
@ % s | (l !~1)I’ (2‘4 1w,
e I R L B e L
Je===4) Va
ahol
n-1 { . X
X Xale F~ﬂ+ﬂﬁ“ﬂ—- ?fln
(8) k 0 nk N
= 0 w(“"up)%—¢(04 1)Wmﬂp)—-2¢W(2u~#l)Vun%;Jl

(7, (k< n) és », ,l(k = n) pozitiv egész szamok). Az aldbbiakban n értékét

az {n;} sorozat elemeire korlatozzuk.
n-1
Minthogy 7. x= [ [ vii1i, @ Va0, Va1« « -, Vuono1 SZAMOk oszthatok /™-val;
i—=k

innen folyik, hogy az m,+sp (r==0,1,...,m; s==:0, = 1,...) pontok egyike
a1
"":

alaku intervallum belsejébe. Igy ¢(x) szakaszonként konvex (konkav) volta és
az 1) feltétel alapjan kovetkezik, hogy X’ minden tagja ugyanolyan eldjelii.
Masfel6l a X" osszegben nyilvan ¢ (uvy ,p)=@{(u+ v, .p)- ¢0) és

sem eshetik valamely, [—lp, ‘ k--0,1,..., n—1; wu- 0, =-1,..)
’n, k

el 2+ ve %) =¢(0) vagy = ¢ (g—) aszerint, amint »,, ., paros vagy pa-
raflan; ennélfogva/ 7 o '
PR B

ahol az utolsO Osszeg k-nak azon n-nél nagyobb értékeire terjesztendd ki,
melyekre 1y, paratlan. Latjuk, hogy X” minden tagjanak el6jele ugyanaz,
mint X’ tagjaié.

Végeredményben (7), (8) és (9) alapjan nyerijiik:

(e o ,(!‘ﬂ )_') (’Zf:!-_l_ | :
(p(”ll./fp) l (f . V”,’" p (l 21;1 k —{

2|9~ | 2)|ler1+ X1ep =

n~1

EIENTN
i)

lea] = 22- ﬁ (0,2 1,005 n==n,ny,...),
ll

>%¢@—¢(J
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ahol /’.:; |q)(0)—(p (%) ; mivel minden el6irt (¢a—d, a-+0) alaku inter-
@ a1 . . Co

vallum tartalmaz olyan *p, : (v egész, n=-n;,n,,...) alaka szamkozt,

melyre a ¢ l P, %——p' hacsak n elegendd nagy, a lemma felhasznalasaval

vo. [2]) azonnal adddik @ (x) nem-derivalhatésaga, qu. e. d.

4. §. Lipschitz-feltételt kielégité ¢(x) alapfiiggvény esete

10. Ha ¢(x)-r6! a konvexitds (konkavitas) helyett azt tessziik fel, hogy
az alapintervallumban egyenletesen |¢(x))—¢(x,)! = H x,—x.|, akkor a
sgn ¢, == konstans feltétel elejthetd, s az eldzOket bizonyos iranyban kiegé-
szitd tételeket mondhatunk ki.

V. TETEL. Legyen ¢(x)€Lipn 1 (0 == x = p) és ¢(0)=¢ (-‘g—) A ¢ egyiitt-
hatok legyenek tetszbleges elojeliiek, de tegyiik fel, hogy o

n-1

(10) lim (-1',, 0,,—A¢Z lexl 1’;;) >0,
n>® 0 /
S g
ahol A,=H % ¢ (0)—¢ (%) és o, = |Xcil; az utolso osszegben k azokon

az (n—1)-néel nagyobb egész szdmokon fut végig, melyekre v . pdratlan.”’
Akkor @(x) mindeniitt folytonos, sehol sem differencidlhatd.

BizonyiTAs. Tekintsiink ismét hdrom pontot, melyeknek abszcisszai rendre
o 2wl pdl

wP 2P T,

o & o 2 1 2u+1 )
)IA\-’ < > lC}‘|H [("n(l‘pJ—(P 2’3:7 ) <I l'nl p)_ (21'111 p)) =

n-1
=H-2 X,

Ya 50

p (v egész) alakiak. A (T7), (8) alatti jelolésekkel irhatjuk:

(1

Vi

o

>

hz=n

=0, 1,...) viszonyszamok mindegyike paros, ill. paratlan. -— Nyilvanval6, hogy a c;-kat a

Ne| < oc feltételnek megfelelden és ¢ (Z>0)-t tetszOlegesen eldirva, a v, 7,,... egész
n-1

szamokat mindig sorra megvalaszthatjuk ngy, hogy a »,0, >.A¢ Zlckh'k +e(n=:12..)
k=0

13 Tehat — specialisan — o,==|c,| vagy 6,=: aszerint, amint a 41,5 (k-

egyenlbtlenségek teljesiiljenek, honnan kovetkezik (10).




362 MIKOLAS M.

masfel6l nyerjiik, akarcsak fent (vo. (9))

12 Z"=2[¢(0)—¢(%”ch,

ahol k a tételben jelzett értékeken fut végig.
Tehat elegendd nagy n-re
n-1

ldléIZ"|—|Z'[§2’¢(0)—~90(%) 0u— Zla[w —
n-L

('Vnon‘_‘Ang |Ck[1’k) > 21£,
k=0 Vy

(13)

=250 ~¢(2)

ahol A== ilcp(O)—go(%”, F-val jelolve a (10) alatti limesz inferiort.
-1
" p _t_ p
alaku intervallummal, s ennek hossza O hoz tart, midén n— oo. igy (13)
(vo. (2)) és a lemma alapjan arra jutunk, hogy @(x) a-ban nem derivalhato,
qu. e. d.
I11. Mint a g¢(x)=sinx példa mutatja, figyelmet érdemel az a

Minden a pont lefedhetd (=01 1,...; n=-1,2,..)

lehet6ség is, midén az utolsd tétel rp(O):i:(iz)—) kikotése nem teljesiil. Erre

vonatkozik a kovetkezd

VL. TETEL. Legyen ¢ (x) € Lipy 1 (0 = x = p) és ¢(0) = ¢ (%) :}:¢(-}_ %).

Tegyiik fel, hogy teljesiil a kiovetkezd feltételek valamelyike: a iy, viszony-
szdmok pdrosak (1. eset), (4 r- 1)-alakiak (2.* eset), ill. (4r—1)-alakiak
(3.* eset) elegendd nagy k-ra. Legyen tovdbbd

n-1
(14) lim ('VnTn_BthICklrk) > O,
sy k=0 .
Uy _'min _ P s _yP
_ahol U\~ Imax ¢(0) rp(i ) jelolés mellett By, = H i ug' 6s T,=|ca|,
vagy thn=— ch , Ul To= Z Casol —i Z Cusois1 | @szerint, amint az 1.*
k=n =0 q) -0

2%, ill. 3. eset dil fenn.
Akkor @(x) mindeniitt folytonos, sehol sem differencidlhato.
BizonyiTas. frjuk: %zq és tekintsiik a %l'—q, 2;;” q, ’H—l g (u=0,
+1,...; n=1,2,...) pontokat. Ha ismét a fenti jeloléseket alkalmazzuk )44
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helyett g-val, mindenekel6tt nyerjiik:

n-1

=HL > el
V=0

(15)

Mivel ¢(«ri,.q) = @((e+ 1) #1,09) = ¢(0) és f/>((2.u-+1)vk, n%):fp(o)r

90((2 u + l)g-), vagy ¢ (— 2u-+ l)g) aszerint, amint' », ,=0 (mod 2),

v, =1, ill. —1(mod 4), a mésik szoban forgd osszeg szamdra addédik

(1;)'” B 2 [fp O)—o ((Zu -+ 1)%)] éc"‘ @),

2[(;)(0)_(,).((2 - 1)»‘5_) (CarCura b +--) -

(Cn+l + Casst+ - ) (3'*)r

+2 [fp(O)—q)(—Q u--1) %)

rendre a jobboldalon feltiintetett eseteknek megfelelden, feltéve, hogy n nagyobb
egy alkalmas természetes szamndl.
Igy (14) folytan elegendé nagy n-re

n-1

0 = N D 2 2 e, Sl 5221,

21
ahol 4= "’0 f = lim (l’n'tn 992, z'kch[J T,-nek és Bg-nek a tételben

megadott ]elentese mellett; a bizonyitds befejezése ezek utdn hasonléan tor-
ténik, mint fent (vo. (13)).

12. Ha {ci} és {w} geometriai haladvdnyok, azaz c.=c* (0<|c|< 1),
v =v*(k=0, 1,. .), akkor az V. és VI. tétel kikotései egyszeriibb alakot
oltenek.

Valdban, ha felhaszndljuk a kovetkezd zart kifejezéseket:

n-1 @
r|c ct
};O"Vk!(fk|—( I ,) i ch“— ’ ﬁcn 2] == )7 ch-i-ZH-l—

v]c|— i=n 1—¢’ = —c

Cn+ 1

korollariumként konnyen adodik a

VIL. TETEL. Legyen ¢(x)€Lip, 1(0=x=p), 0<|c|<1 ésvegy 1-nél
nagyobb egész szdm.
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1) Ha (;/(O):};(;v (%), tegyiik még fel, hogy vic|=1-1A,, vagy

. ‘ s
1+A,(1—c) (A,p:»Hgi(p(O)——(p (%’ )aszerint, amint r pdros vagy

pdratlan. k
2) Amennyiben ¢(0)=g ( —‘{) + g (—'r —&), ugy pdros v mellett dlljon fenn

a ric| = 14B,, r=1(mod 4) mellett a v|c| =1 By(1—o), vegre r=-—1
(mod 4) mellett a ric| =1+ By(1—c%) (1—O¢|c|) és |c] < Oy egyenidtien-
Vg | Vmin f
e 10—+ 5]

(]
Az Osszetartozo feltételek teljesulese esetén a > c*q(¥¥x) sor mindeniitt
I. )}

ség, ahol B,,-»H P uy', Op= Ugu

folytonos, sehol sem differencidlhato fiiggvényt dllit elo.

5. §. Alkalmazasok, megjegyzések

13. Vessiik Ossze tételeinket az idevagd irodalom legnevezetesebb pél-
daival.

Legyen ¢(x)=/|x| ({xlé%) és p - 1, tehdt ¢ (x) = ((x))(—ox<x< <),
c=c" (0<e<), re=1% (r> ],’ egész). Akkor a IlI. tétel értelmében adodik:

CO

D(x)= 4 c"((»*x)) mindeniitt folytonos, sehol sem differencidlhatd, hacsak

cr =1, E peldat KNopp adta meg ([12]) a c¢» >4 megszoritassal; viszont a
legfontosabb specialis eset kétségkiviil éppen cr =1, mely a VAN DER WAER-
DEN-féle példanak felel meg ([25]). — Hasonloképpen: ¢ (x) - ((x)), =107,
» = 28 mellett nyerjilk FABER példajat ([7]), mig a ¢(x)- -!sin xx|, ¢ = c*

O<c<1), 7= r*(r>1) esetben arra jutunk, hogy ®(x)= > c*| sin r*:rx'
=0
mindeniitt folytonos, sehol sem differencidlhatd, hacsak cr=1. Az utdbbi

szintén megtalalhato Knoppndl, de csak a ¢cv>1 | 3. stz 5,71 megszoritassal.

t2r
Legyen ¢ (x)==cos:tx, p =2, H==:t, tehat A(,,:i} a VI tételben.
Akkor kovetkezik, hogy D(x) == c’ cos 7*rx mindeniitt folytonos, sehol sem

differencialhato, feltéve, hogy 0<lcl <1, r==2,3,... és rlc| = lvi—% vagy
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ricj=1 —|—2[ (1—c) aszerint, amint » paros vagy paratlan. (wc =1 ,2“’ = 2,57,
tehat megfelel ¢ >0 és barmely kérdéses » esetén.) Ez WEIERSTRASS péidaja
([26]), de az 6 feltételei c-re és r-re: 0 <c <1, r paratlan, rc>1 +%:r = 5,71.

frjuk: @(x)==sinzx, p =2, He=m, = U, = Oy 1, B(,,::'%, akkor fo-

lyik: @ (x)-- c’ sin 7" :tx mindeniitt folytonos, sehol sem differencialhato,

feltéve, hogy O<|c|< 1, r=2,3,... és r"'c'zl-{«i—,vea(r rlicj=1 ~}—¥ 1—o),
14 i€l 2 SY | P

ill.rfe]=1-+ 2 (1 -t-ic}) aszerint, amint » =0 (mod 2), vagy » =1 (mod 4), ill.

y=——1(mod 4). (igy a ric|= 1 feltétel elegendé minden széba jovd c
és r esetén.) E példa Dinitol szarmamk (I5]); KNopP a O<lcl<1, r==

(mod 2), vagy »r== sgnc(mod 4) és rjc|>1 —,—% ct feltételek mellett diszku-
talja. — Jeloljiik y(x)-szel azt a paratlan, 2-periddusu fiiggvényt, melyre
7(x0)-—((x)) O=x=1); ujra a VI tétel alapjan adddik, hogy ﬁc’“z(«r"x)
mindeniitt folytonos, nem-derivalhatd fiiggvényt allit el6, hacsak ’;1(;)0< e} < 1,

r==2,3,..., tovabba r|c| nem kisebb, mint - 3 -, vagy 1+ 5 (l—c) il 14

—{—é—(l%—'[d), rendre paros, (4r--1)-, ill. (4r—1)-alaka r-érték esetének

megfeleléen. Az utolsd sor szintén megtalathato KNOPP idézett dolgozataban,
de a 0<e|<1, r=:0(mod 2) vagy r_=sgnc(mod 4) és »r|c|>4 feltételekkel.

A fenti tételek természetesen tetszéleges szami hasonld példat szolgal-
tatnak. (A legegyszeriibbek: ¢(x) legyen szakaszonként linearis, vagy korivek-
bdl, ill. parabolaivekbdl Osszetett grafikonu fiiggvény stb.)

14. ZYGMUND egy tjabb keletii hires dolgozataban™ tobbek kozt olyan
f(x) fiiggvényekkel foglalkozik, melyekre fennall

(18) “mf(xn‘f‘ ) +f(X‘,—/I)—2f(x('):O

h—>0 h

valamely x, pontban, ill. egyenletesen egy intervallumban (“smooth functions”);
igy az elsd rendszeres targyaldsat nyujtja egy fiiggvényosztalynak, mely RIE-

1
1 [217].

7 1I. Osztaly Kozieményei VI3—4




366 . MIKOLAS M.

MANN Ota alkalmazést nyert a trigonometrikus sorok elméletében, és megmu-
tatja szdmos eredményen keresztiil, hogy e fliggvények az egész valds anali-
zisben lényeges szerepet jatszanak. Mivel nyilvdnvaléan a differencidlhatosag
fogalmanak egy altalanositisa forog sz6ban, érdemesnek tartom megjegyezni,
hogy a fent konstrudlt, nem-derivalhat6 fiiggvények semilyen szakaszon nem
rendelkeznek egyenletesen a (18) tulajdonsdggal; ezt konnyii igazolni (18) és
(2) osszehasonlitasa ttjan. '

Kiilonben HARDYnak a WEIERSTRASS-fiiggvényre vonatkozd mély ered-
ményei azt mutatjdk, hogy az V. és VI. tételben ci-ra és ».-ra tett kikotések
bizonyos specidlis esetben élesithetdk lehetnek.” Masfel6l 1gy latszik, hogy
pl. a IV. tétel 3) kikotése (specidlisan: cx=c*, v,—=»* esetén |c|v=1) nél-
kiilozhetetlen. E problémakkal, valamint a szoban forgé fiiggvények DiNi-sza-
mainak behatobb vizsgalataval mas alkalommal kivanok foglalkozni.
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