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Bevezetés

Ha a sik hiperbolikus geometriajat kizarolag sikbeli axiomak alapjan és
Tolytonossagi axidmdk haszndlata nélkiil akarjuk felépiteni, amit  el6szor
D. HiLBERT [1] tett meg, akkor az illeszkedés vagy Osszetartozas, az elren-
dezés és a kongruencia sikbeli I., II., IIl. HiLBERT-féle axioma-csoportjai [2]
mellett elegendd az a feltevés, amely az alabbi két axiémédban nyer kifejezést.

IV,. Legyen P és Q két kiilonbozé pont a sikon s QY valamely fél-
egyenes a PQ egyenes egyik oldaldn. Akkor ‘mindig van PQ ugyanezen
oldaldn olyan PX félegyenes, amely QY-t nem metszi, mig a QPXx minden
kozbiilsé PZ félegyenese metszi e QY félegyenest (1. abra).

P
)

X

Q— Nz 3 e

1. dbra 2. dbra

IV.. Van olyan e, egyenes és azon kiviili P, pont a sikban, hogy Py-on
dt nem csak egy olyan egyenes fektethetd, amely et nem metszi (2. abra).

Valdban, amint egy el6bbi dolgozatomban [3] megjegyeztem és mas
helyen [4] be is bizonyitottam, ezekbdl mar kovetkezik az a hiperbolikus
paralelaxioma, amelyre D. HILBERT [5] a hiperbolikus sikgeometriat az I.,
II., III. axiéma-csoportok mellett felépitette. Vagyis a fenti axiomak alapjan
bebizonyithatd a kovetkezo

* Eloadta az Eotvos Lordnd Tudoma'nyegyekm tudomdnyos iilésszakan a matematikai
szekcio 1956. dprilis 17-i iilésén.
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TETEL. Ha e tetszileges egyenes és P valamely rajta kiviil fekvd pont,
akkor a P ponton dtmeno és az e egyenest metszd egyenesek bizonyos (p,, p.)x
kozbiilsé egyeneseit alkotjdk (3. ébra). E szog p,, p, szarai, amelyek tehat mar

nem metszik az e egyenest, a P pontbol az
AR e egyeneshez huzott elpattand -egyenesek vagy
hiperbolikus paraleldk.

D. HILBERT [6] ,végeknek“ nevezte a vég-
telen tdvoli pontokat, amelyeket egy-egy elpat-
7 NN € tand egyenessereg definial (4. abra). Mindegyikrol
azt mondjuk, hogy a definidl6 egyenessereg
egyenesei és csak ezek rajta dtmennek, és mas
effélét. Minden egyenesnek két vége van, mert a fenti tételbdl folyolag két
elpattand egyenessereghez tartozik (5. dbra). Miutdn D. HILBERT [7] bebizo-

nyitotta azt az alapvetd tételt, hogy ha két egyenes nem metszi egymdst és

//; Ei;% 7 :

4. dbra 5. dbra

P1 P2

3. dbra

nem is elpattandk, akkor van kiozos merdlegesiik (6. dbra), ennek alapjam
sikeriilt azt is bebizonyitania [8], hogy két vég mindig Osszekothetd egyenessel
(7. 4bra), amely természetesen egyetlen. Ebb6l mar kovetkezik, hogy vala-
mely egyenesre rajta kiviil fekvé végbdl egy és csak egy merdleges bocsdthato

R

6. dbra 7. dbra 8. dbra

Va

DN

(8. abra). Elo6készito tételei koziil csak ezeket emelem itt ki. Marmost a
HiLBERT-féle ,végkalkulus“ célomnak megfelelé fogalmazasban roviden a
kovetkezo.

Vegyiink fel valamely derékszoget, amelynek csticsa O, szarainak mint
félegyeneseknek végei 2 és E (9. abra). Az £ véget (ez HILBERT jelolésében
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a o) kitiintetjiik és a kalkulust az ettél kiilonbozd végekre értelmezziik. Egy
ilyen « véget pozitiv végnek mondunk, ha az a£2 egyenes az Of2 egyenes-
nek az EL2 egyenest tartalmazé oldaldn van, viszont negativ végnek, ha a
masik oldalon van [9]. Az «£2 egyenes O£2-ra vonatkozd tiikorképének masik
végét —ea-val, az O masik végét O-val jeloljiik. A végek Osszeadasat
D. HiLBERT [10] az alébbi mddon definidlja.

or+ﬁ‘\“E Oﬁ

9. dbra 10. dbra

Legyenek « és 2 az Q-tl kiilonbozd végek. Vegyiik az O pontnak az
« 2 egyenesre vonatkozo O., valamint az p£2-ra vonatkozo O tiikorképét.
Az O.0p egyenesdarab felezépontjat (ha O. és Oy Osszeesik vagyis « = §,
akkor ez osszeesd pontokat) F-fel jelolve, az ,«-+ @ 0sszeg“ alatt az F£
egyenes mdsik vegét értjiik (10. abra).

A szorzat definiciojat egyszeriibben fejezhetjiikk ki, ha HILBERTtO! el-
téréen bevezetjiik a kovetkezd tdvolsdgfiiggvényt, amely egész targyalasunk-
ban alapvet§ szerepet fog jatszani.

" Az 02 egyenest Q felé irdnyitvin, az eldjellel vett OA—t egyenes-
darab (tdvolsdg) A végpontjdban dllitsunk O£2-ra merdlegest. Jeloljiik- E(t)-vel
e merdleges pozitiv o véget:

(1) : o= E(f)
(11. &bra). Nyilvan bdrmely o pozitlv vég egy és csak egy eldjeles t egyenes-
darabhoz tartozik.

Ez (1) alatti jelolés mellett @ o,— E(t,) és 0,= E(L) pozitly végek 0,0,
szorzata“ alatt az E(t,-+1t,) végét értjiik, képletben

(2) Et)E(t)=E(t+1)
(12. dbra). Megallapodunk azutan abban, hogy pozitiv e, 8 végekre

(3) “(_13) i (_ (z)[’)’: ey (—-(t) (—,’5’) =af
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és az Q-tol kiilonbozé bdrmely & végre
) ; EQ0=0-£=0
legyen.

Ezzel az Q-tol kiilonbozé végek szorzdsat minden esetben definialtuk s
ez csak a fogalmazdsban kiilonbozik D. HILBERT [11] definiciojatol.

E S=2(t) E Gy Gy Gy G2
A 3
yary
S i
t2
11. abra 12. abra

Az E pozitiv vég az (1) alatti jelolésben E(0) s ez a szorzasnal a
pozitlv egység szerepétjatssza, minthogy (2)szerint E(t) E(0) — E(0) E(t) = E(f)-
Azért is erre az

®) E@0)=1
jelolést vezetjitk be, ami (2) alapjan még az
(5%) : EMNE(—H=1

alakban is irhato.

A O-val jelolt vég, amely a szorzasnal (4) szerint a zérus szerepét jatssza,
az Osszeadasndl is mint ilyen viselkedik, mert nyilvin az £2-t6l kiilonboz6
barmely & végre -

(6) E4+0=0-45=¢
és
(1) §+(—8=0.

D. HiLBERT idézett munkdjdban megmutatta, hogy az igy definidlt vég-
kalkulusban a négy alapmiiveletet illetden a kozonséges torvények érvényesek.
Ervényes azonban az a fontos tétel is, hogy pozitiv végnek mindig van

9

pozitiv négyzetgyike [12]. Valéban (2) értelmében E(¢f)=E (22‘) . Ezekhez még

hozzatehetem, miszerint megdllapodva abban, hogy e« >p (vagy <), ha
«a— @ pozitiv, az egyenldtlenség is a kozonséges torvényeket koveti. Kiilonben
konnyen belathatd, miszerint pozitiv « és 8 végek esetén « > @ azt jelenti,
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hogy a 8% egyenes az O és a2 egyenesek kozé esik (13. &bra). Ennek
folyomanya, hogy E(f) > 1, ha £ >0 (14. abra) s ebbdl tiistént kovetkezik,
hogy ditaldban '

8) E(t;)>E(t), ha t.>t.

Az itt bemutatdsra keriild dolgozatban a végkalkulus birtokdban a hiper-
bolikus sik analitikus geometridja alapjainak kozvetlen felépitését adom, amely
a hiperbolikus trigoniometridra nem tdmaszkodik, hanem éppen ellenkezbleg,
ez utdbbit mint kovetkezményt magadban foglalja. E felépités independens,
vagyis az euklideszi geometridt nem hasznélja fel. Es HILBERT munkajatol
eltérden a projektiv geometriat is elkeriili, ennyiben teljesen elemi modszert
kovet.

£ E &(t)>1
A
or\
>0
13. dbra 14. dbra

Rovidség kedvéért az E(f) tavolsagfiiggvény mellett célszerli bevezetni
még a

E(f)+E( —1) E@)—E( E G S EO—=E(=9)
© CO— NOE 10—z~ 2T e
tévolségfﬁggvenyeket.' Amig E(f) az exponencxahs fiiggvény analogonja, a (9)
alattiak a hiperbolds fiiggvények analogonjai, hasonlé formalis tulajdonsagok-
kal rendelkeznek. Igy pl. az els6 ketté kozott fenndll a

(10) City—S@y—=1
alaprelacié. Es valtozdsukat tekintve is a hiperbolas fliggvényekre emlékeztet-
nek, mint ahogy E(f) az exponencidlis fiiggvényre emlékeztet.

28
Valosagos pont Weierstrass-féle homogén koordinatai

A sik valamely P pontjat jellemezhetjiik az aldbbi két adattal. Az egyik
a P£2 egyenes masik vége, amely legyen o (15.4bra). A mésik adatot el6éllitand6

vegyiik a P pontnak a % véget £2-val 0sszekoté egyenesre vonatkozé P tiikor-
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képét. Ez OQ-ra esik, minthogy az O, pontot 2-val 6sszekotd egyenes masik

. i SR QR S S [0 [0 2
vége az oOsszeg definicidja értelmében (1. §) o +—2—:(7, vagyis a 02 egye-

nes az 0L tiikorképe a % végli el6bbi egyenesre

6\

vonatkozolag. Marmost az £2 felé iranyitott O£2
5 3p egyenesen elbjellel vett OP’-—1¢t egyenesdarab
\ a masik adat, amely az eldbbi o véggel egylitt
nyilvan meghatarozza a P pontot. Nevezziik e ¢, o
o adatokat a P pont vegyeskoordindtdinak. Ezek
P > 7 segélyével meg lehet mutatni, hogy fennall a ko-

15. dbra vetkezo

TETEL. A hiperbolikus sik pontjai kolcsondsen egyértelmit vonatkozdsban
vannak az 2-tol kiilonbozé végekbdl képezett azon (x,, X,, X;) értékrendszerek-
kel, amelyekre

(1) X—xi—xi=1
és
2 x> 0.

E vonatkozds 1ugy létesithetd, hogy a vegyeskoordindtdikban adott (t, o) pont-
hoz az

x = S+ ;_ o E(—1)
( % — C() + ; & E(—1)
értékrendszert rendeljiik. A Dbizonyitisban felhasznaltatik az egyenldtlenség
fogalma (1. §.). ;
Nevezziik e (3) alatti x,, x,, x, végeket a ¢, 0 vegyeskoordinatdkkal bird

pont WEIERSTRASS-féle homogén koordindtdinak.* (3)-bol a t=—0, o0=—0 esetre
adodik, hogy az O pont WEIERSTRASS-féle homogén koordindtdi

(4) xl:joy x-jio, x;.-,=l.

Késébb, a koordinaték transzformécidjanal (4. §.) fontos szerepet jatszik,
hogy bdrmely két (x,, X,, X;) €s (X, Xs, X;) pontra

(5) X; i;;—x-_AXg-‘—leC] = 0.

* Amint a tovabbi targyalasbol kideriil (5. § (4)), ezek a folytonossagi axiomak el-
fogadasa esetén atmennek az ismert WEeiersTrass-féle koordinatakba.
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3. §.

Az egyenes egyenlete. Weierstrass-féle homogén vonalkoordinatak

Az egyenes egyenletének el6allitisat D. HiLBERT [13] alabbi két segéd-
tételére lehet alapitani.

19 segédtétel. Valamely e végii «£2 egyenesnek a (-végii F£2 egyenesre
vonatkozo tiikorképe a 28— véget Q2-val Osszekoté egyenes (16. abra).

2° segédtétel. Az O ponton dtmend és OL2-tol kiilonbozo egyenes «, 8
végeinek szorzata aB=——1 (17. abra).

f‘ of= {,(ﬂ

ZZ-or‘\A
gy

e T o

o =-2(-¢)

16. dbra ? "17. dbra

Ez utobbi abbol kovetkezik, hogy ha e végek koziil a pozitiv e —= E(%),
akkor a masik nyilvan = — E(—t). Ezek szorzata valéban —E(—{) E(f) =
— —FE(0)=—1.

Tekintsiink el6szor egy az £-tol kiilonboz6 &, » végekkel bir6 egyenest
(18. 4bra). Legyen ez egyenes valamely tet-
szOleges pontja vegyeskoordinatakban P(%, o).
Akkor a sikot a g véget 2-val 0sszekotd
egyenesre vonatkozolag tiikrozve, azutan O £2
mentén —¢ darabbal eltolva, P az O pontba
keriil. Ennélfogva az eredeti &2 egyenes e
tiikrozés és eltolds ttjan egy, az O ponton
atmend egyenessé lesz. A § n végek a tiik-
rozésnél az 1° segédtétel értelmében rendre 18. dbra
a o—E& o—n végekbe mennek at, ezek
pedig az eltolasnal a szorzat definicija szerint (1.8§. (2), (3), (4)) rendre az
E(—1) (6—%), E(—t)(o—n) végekbe jutnak. Minthogy az egyenes most mar
atmegy az O ponton, e két vég szorzata a-2° segédtétel értelmében (1. §. (2))

0 E(=20(0=8(0o—n=—

11 il Osztaly Kozleményei VI/3—4
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Tiistént belathatd, hogy viszont, ha valamely (¢, o) pontra (1) fennall,
akkor e pont rajta van a &1 egyenesen. Vagyis (1) a & n végeket isszekite
egyenes egyenlete vegyeskoordindtdkban.

Az (1) egyenletet E(f)-vel végigszorozva és a megel6z6 § (3) alatti kép-
letei alapjan az x;, x,, x; koordinatdkra atirva, nyerjiikk, hogy a & 7 végekef
osszekOto egyenes egyenlete WEIERSTRASs-féle homogén koordindtdkban
2 CEn—Dxi+E+nxu—Ei+1)x=0.

Az 1n végii, n$2 egyenes egyenlete a f, o vegyeskoordinatakban nyilvan
o—1=0. Ezt E(—t)-vel végigszorozva és az x,, X,, X, koordinatdkra atirva,
adodik, hogy az n véget 2-val Osszekitd egyenes egyenlete WEIERSTRASS-féle
homogeén koordindtdkban

3 15X, 4 Xo— 1% =0.
A (2) alatti egyenlet az
n—I1 ELp En+-1
jelolés mellett (§— x)-val valo végigosztassal az
2% ux,+rx,—wx;=0
alakot olti, amelyben
5) 4P —w=1.

Nevezziikk a (4) alatti u, v, w végeket a £ vég fele irdnyitott &r egyenes
WEIERSTRASS-féle homogén vonalkoordindtdinak, (2*)-ot pedig ez egyenes
egyenlete normdlalakjdnak.

Per definitionem az 1 véget 2-val Gsszekitd és L2 felé irdnyitott egyenes
WEIERSTRASS-féle homogén vonalkoordindtdi
4% Uu=mn, v=1, w=mn
és (3) ez egyenes egyenletének normdlalakja. Ellenkezé irdnyitdsnal a vonal-
koordinatdk (—1)-gyel szorzddjanak s a (—1)-gyel végigszorzott egyenlet
neveztessék normalalaknak.

Konnyen meg lehet mutatni, hogy minden (2¥) alatti egyenlet, amelyben
az u,v, w egyiitthatokra (5) fenndll, valamely irdnyitott egyenes egyenletének
normdlalakja.

4. §.
A Weierstrass-féle koordinatdk transzformacidja
Vegyiink fel a végkalkulus értelmezésére szolgalé L2OE derékszog mel-

lett még valamely £ O'E’ derékszoget (19. abra). Tekintsiik a siknak azt a
mozgasat vagy atforditdsat, amely ez £2'O’E’ derékszoget az £ OE-ba viszi.



A HIPERBOLIKUS SiK ANALITIKUS GEOMETRIAJA 431

Valamely irdnyitott e egyenesnek az ' O'E’ ,koordindtarendszerre* vonatkozo
WEIERSTRASS-féle homogén vonalkoordindtdi alatt annak az € irdnyitott egye-
nesnek az 20E derékszighiz tartozd végkalkulusban definidlt u’, ', w' vonal-
koordindtdit értjiik, amelybe a mondott mozgds vagy dtforditds ez e egyenest
irdnyitdsdval dtviszi.

Hasonloképp definidljuk valamely P pontnak az ' O'E’ koordindtarend-
szerre vonatkozo WEIERSTRASS-féle homogén koordindtdit.

A régi és az 1j koordinatdk. kozotti Osszefiiggés megallapitasat eldszor
a vonalkoordinatikra intézem el. Mégpedig annak felhasznaldsaval, hogy a
siknak mozgdsa vagy dtforditdsa az Q2-tol kiilon- ¢
D026 minden & véget Pllctot) €

,_ef+p
vE+0

Ay

, B i 0
végbe visz dt (y + 0 esefén a —— véget Q-ba, ¢
i

g «€ v \ )
ezt pedig az — végbe), ahol az «, 3,7y, 0 egyiitt-

{
hatok csak az uj £ O'E’ rendszertol fiiggnek és

ad—pfy=+1 ; >
aszerint, amint mozgdsrol vagy dtforditdsrol van 19. dbra
20 [14]. ?
' Az eredmény az, hogy az uj vonalkoordindtdk az eredetickkel kifejezve
5 ; u =ayuu+ am"'"}‘ apw
(1) § 1 = Qnll + Apt + AW
( W = QU + Qv+ AW

ahol az aj egyiitthaték csak az ij rendszertol fiiggnek, kozittik az
an +an—a; =1
2). : a4+ an—an=—1
\ _a.f’:;_‘a::::'.'}‘ Ay3 == 1

£s
Q@+ Ay Qo — Q5 Q5 — 0
3) Q1o Qs+ Ao Qo — Qi Qs -
Q1300+ Qo —A505 — 0
egyenletek dllanak fenn, tovdbbd ez transzformdcié determindnsa

“) D =\ a,0x»as 1:1.
ol

11%
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Ebbél azutdn a 2. § (5) alatti egyenlotlenségének felhasznaldsaval kovet-
kezik, hogy valamely pontnak tj koordindtdi az eredetiekkel kifejezve

x; = I (a]]X1 + 0123(2 ’{— al:;xﬂ)
(5) x,; == T (aﬂ X;+ QnXs+ a._,¢;x;.»,)
X5 = 1 (@5 X+ A% + A3 X5)
ahol az a;. egyiitthaték ugyanazok, mint (1) alatt és a - vagy a — jel

érvényes aszerint, amint a két koordindtarendszer megegyezd vagy ellenkezd
értelmii.

5. §.

Két pont tavolsaga. Az u,u,-}v,v,—w,w, kifejezés jelentése.
Pontnak egyenest6l vald tavolsaga

Az 1ij koordinatarendszer megfeleld valasztasaval (20. dbra) a koordinata-
transzformacié képleteibol (4. § (5)) az egyiitthatok . kozotti egyenletek alapjan
4. § (2), (3)) kovetkezik, hogy az eredeti rendszerben az (xl,x,,x) és
(X1, X2, X3) pontok t tdvolsdgdra

(]) C(f)‘— X3 X3— XoXo— X1 X1 .

E
A

P(X[.Xz,xj)

20. dabra 21. dbra

Ez (1) tavolsagképlet felderiti az x; koordinata egyszerii geometriai
jelentését. Nevezetesen masodik pontnak az O pontot véve (21. dbra), amely-
nek koordinatdi 0,0, 1 (2.§ (4)), az (1) képlet, azt mondja, hogy a P pont
harmadik koordindtdja a t— OP egyenesdarabbal kifejezve

) : X =C(1).

Hasonloképp, a vonalkoordinatak transzformacidjanak képleteibdl (4. §
(1), (2), (3)) az 1j koordinatarendszer alkalmas valasztdsaval rendre kiadodik,
hogy
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1° egymdst metszd irdnyitott egyenesekre
u, -+ vy vy—wywy = T(@),

ahol a az e, egyenes pozitlv irdnyba eso vége e-en levd vetiiletének a két
egyenes metszéspontjdtol szdmitott tdvolsdga eldjellel (22. &bra).

2° kozos merdlegessel bird és egyenloképp irdnyitott egyenesekre
1wty 1y 15— Wy w, = C(a),
ahol a jelenti a kizis merdlegesnek az egyenesek kizé esd darabjdt (23. ébra).
3° elpattano és egyenloképp irdnyitott egyenesekre (24. abra)

Uyl + vy vs—wy Wy = 1.

\£ E
e, (us.vy.wy)

2 23 (Uy,l/,.W1)
es! UZ,V2,W2)

ey (ug.vy.wy)

/ a
a
e (Up.Vo.ws) €, (uz.vo.ws)
0 2 0 -2 0 -
22, dbra 23. dbra 24. dbra

E tételekbol a C(t) és T(f) fiiggvények valtozasdra tekintettel (1. §)
kovetkezik, hogy az egymdstol kiilonbozo (uy, vy, w\) €s (i, vy, W,) egyenesek
1) akkor és csak akkor metszik egymdst, ha

|ttty v vy — Wy wy| < 1,
Jelesen akkor és csak akkor merdlegesek egymdsra, middn
Uy tly—+ 10— W Wy =0
2) akkor és csak akkor birnak kozos merdlegessel, ha
Lty 4 vy v —wywy| > 1
3) akkor és csak akkor elpattandk, ha
Uy lls 0y ts— Wy Wy = 1 1,

Végiil a vonal- és pontkoordinatdkra vonatkozo képletekbdl egyiittesen,
ugyanolyan értelmii ij koordinatarendszer alkalmas valasztasaval adodik, hogy
az (x,, X,, x;) pontnak az (u,r, w) irdnyitott egyenestil vald t tdvolsdgdira

3) ux, +rvx,—wx; = S(f),



434 SZASZ P.

amennyiben t pozitivnak vagy negativnak vétetik aszerint, amint a pont az
egyenesnek a pozitiv vagy negativ oldaldn van (25. dbra).

E tétel felderiti az x, és x, koordinatdk egyszerii geometriai jelentését.
Minthogy ugyanis az E vég a végkalkulusban &= 1 és az OFE egyenes masik

i E P(xy, x2.x3) 4 \E
t>0
efuv.w)
® P(X;,Kz,Xg)
0 > D 0 > G2
25a. dbra 25b. dbra
vége n——1, azért ez egyenes vonalkoordinatai (3. §. (4))—1,0,0, tehat az

(x;, X2, x;) pontnak (26. abra) az OE egyenestdl vald el6jeles —a tavolsdgara
a fenti tétel szerint —x, = S(—a), vagyis x,= S(a). Mivel pedig az 2 felé
irdnyitott O£ egyenes vonalkoordinatai (3. §. (4*%)) 0, 1,0, az elébbi pontnak
ett6l valo elbjeles b tavolsigara a tétel értelmé-
i ben x,==S8(b). Ez eredményt a (2) alattival egye-
sitve, kimondhatjuk, hogy ha valamely pont az
OE egyenestél a, az OLR2-tél b, az O ponttol
pedig t tdvolsdgra van ¢és az a tdvolsdgot az OE
jobboldaldn, a b tdvolsdgot az OL folitt pozi-
0 : > S2 tivnak vessziik s a mdsik oldalon negativnak, ak-
26 dbra kor e pont WEIERSTRASS-féle homogén koordindtdi

az QOE derékszoghioz tartozo végkalkulusban

4) x=S8(@); %=8), X=C({- :

a (X7, X2,X3)

t b

6. §.

A tavolsagtrigonometria alapképletei

Alkalmazéasképp eléallitom a derékszogii haromszog tdvolsdgtrigonometrid-
Jjdnak két alapképletét, amelyekbdl a tobbi kovetkezik.
Helyezziik el a derékszogli haromszoget a 27. abran lathaté modon.
A b oldalt tartalmazo egyenes végei §—E(a) és 1= —E(a) s mivel a P
pont harmadik koordinataja x;= C(c) (5. §. (2)), az egyenes egyenlete szerint
3.§ (2)
[—EQa)—1]x,+0-x,—[—E(2a)+ 1] C(c) =0,
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honnan (1. §. (2), (9))
_ E@a)—1
M = FE@a)+1
De mivel x,, x,=8(b) (6.8 (4)) és x;=— C(c) WEIERSTRASS-féle homogén
koordindtak, azért (2. §. (1))
C(e)}—S(b)y—xi=1,

C(c) = T(a) C(c).

tehdt (1. §. (10))
= C(c)'—[14S(b)] = C(c))—C(b)".

E  §:t(w £ §=2(m)
P
o b
0 = a s CS ‘
Y7= -2 --%(m) ‘

27. dbra 28. dbra '

Ezt az elobbivel 6sszevetve, addodik
C(ey* [1—T(ay] = C(b).
Mivel pedig

. i3 E—5¢a) . 1

S e e )
nyerjiik, hogy a derékszigii hdromsziog oldalai kozott fenndll a
(D C(e)=C(a) C(b)

egyenlet (27. éabra).

Ha most a ¢ oldalt tartalmazo egyenes pozitiv végébdl O£2-ra mer-
legest bocsatunk s a talppont O-tél vald tavolsaga vagyis a b oldallal szem-
kozti u szoghoz tartozd elpattandsi tdvolsdig az m egyenesdarab (28. abra),
akkor ez egyenes végei & — E(m) és (4. §. 2° segédtétel) 7 = — E(—m). S mivel
a P pont masodik koordinatija x,=S(b) (5.8§. (4)), az egyenes egyenlete
szerint

—2x,+ [E(m)— E(—m)] S()—0-x;= 0,
honnan

2 e E(”’)—ZE'(_’") S(b) = S(m) S(b).
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Minthogy (I) felhasznaldsaval
3 1 C(by
e
(1) és (2) osszevetésébol
C(c)— C(b)* = S(m)* S(b).
Ez mas alakban (1. §. (10))
- S(e) =Sy + S(my S(b),
tehat a derékszogii hdromszog dtfogdja, az egyik befogd és a szemkozti szog-
hoz tartozo elpattandsi tdvolsdg kozott, fenndll az
S 1
{h §((-c% T C(m)
egyenlet (28. é&bra). :

T8

A koraxioma bebizonyitasa

F. ScHUR [15] jegyezte meg, hogy HILBERT hiperbolikus paralelaxioma-
jabol (1. §. Tét.) kovetkezik a kdraxioma, amely szerint a kor valamely belsé
pontjdn dtmend egyenes metszi a kort. Mig F. SCHUR bizonyitdsa a projektiv
geometriat hasznalja fel, addig itt e tételt a derékszogli haromszog oldalai
kozott fennall6 egyenletbél dedukalhatom.

29. dbra 30. dbra

Valoban (29. dbra), az egyenesnek a c sugari kor K kozéppontjatol
valo tdvolsaga a — KQ = KP < ¢ a feltevés szerint, tehat (1. §.)
C(o)
—CTa) > 1.
Mivel pedig a C(f) fiiggvény minden 1-nél nagyobb véggel egyenld lehet
(1. §), van olyan b egyenesdarab, amelyre
C(0)

CO=c@-
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Ez egyenesdarabot Q-bol az egyenesre felrakva, legyen &-:QR. Akkor a
KQR derékszogli haromszog x atfogojara (6. §. (1))
C(x)-= C(a) C(b),
tehdt az eldbbire tekintettel
C(x) = C(c).

Ebbdl pedig kovetkezik (1. §.), hogy x:=c, vagyis az egyenes R pontja a
koron van. ’
%K)

Eddig csak valosagos pont WEIERSTRASS-féle homogén koordingtairol
volt sz6. Ha még bevezetjiilk a végtelen tavoli pontoknak, valamint az idedlis
ponfoknak, amely utobbiakat egy-egy kozos merdlegessel bird egyenessereg
definidl (30. abra), a homogén koordinatdit, amint ez a dolgozat mésodik
részében megtorténik, akkor ez analitikus el6allitdsbdl végiil leolvashato a
hiperbolikus sikgeometridnak az ismert KLEIN—HILBERT-féle kormodeliel valo
azonossaga, fliggetleniil a folytonossagtol. Vagyis a dolgozat végén alkalma-
zasképp megmutatom, miszerint a fenti axiomdkkal jellemzett hiperbolikus
sikon euklideszi sikgeometridt értelmezhetiink ugy, hogy a hiperbolikus sik-
geomelria azonos ebben az euklideszi geometridban konstrudlt KLEIN—HILBERT-

- féle kdrmodelljével. E mesterséges euklideszi sikgeometridrdl itt csak annyit,

hogy ennek pontjai, az euklideszi sik végtelen tavoli pontjait is beleértve, a
hiperbolikus sikon vett egyenesseregek, mas szoval a hiperbolikus sik valo-
sagos, végtelen tavoli és idedlis pontjai egyiittvéve.

A hiperbolikus sikgeometridnak a POINCARE-féle félsikkal vald azonos-
sagat a folytonossagtol fiiggetleniil KEREKJARTO BELA [16] bizonyitotta be. Ez
sokkal bonyodalmasabb, mert ekkor a hiperbolikus sikot duplan kell szami-
tanunk, hogy rajta értelmezhessiik azt az euklideszi sikgeometriat, amelynek
a hiperbolikus sik POINCARE-féle félsikja. Viszont a POINCARE-féle félsik és a
hiperbolikus sikgeometria puszta ekvivalencidja, ami azonban teljesen elegendé
ahhoz, hogy a hiperbolikus sikot a PoINCARE-féle féisikon joggal tanulma-
nyozhassuk, mar nyilvan kovetkezik a hiperbolikus sikgeometridnak a KLEIN—
HiLBERT-féle kormodellel valé éppen emlitett azonossdgabol, a korlapnak a
félsikra valo leképezése utjan. E puszta ekvivalencia kimutatisara mas, koz-
vetlen moddszert kovettem egyik idézett dolgozatomban [17], ugyancsak a
HiLBERT-féle végkalkulus felhasznéldsaval.
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