
FŐGÖRBÜLETI KÖTÉLHÁLÓ SZERKESZTÉSE 

G Á S P Á R ZSOLT* 

[Beérkeze t t 1975. ok tóber 24-én] 

„ H á l ó f e l ü l e t " főgörbület! vona la i men tén b a l a d ó kötelek rendsze rének szerkesz-
téséhez k i indu lás i „ fe lü le t " -kén t az úgyneveze t t derékszögű köté lhálú c somópon t j a iva l 
ér te lmezet t ö s s z e t e t t felület szolgál . Ez t a m e g h a t á r o z o t t r é s z t a r t o m á n y o k r a ér te lme-
ze t t , m i n d k é t vá l t ozó j ában m á s o d f o k ú p o l i n o m m a l megadot t részfelületekből ál ló 
interpolációs a lapfe lü le te t h a s z n á l j a fel a dolgozat a főgörbületi v o n a l a k szerkesztésé-
hez. A k ido lgozo t t a lgori tmust számpéldáva l is i l lusz t rá l j a . 

1. Bevezetés 

Derékszögű kötélháló csomópontjainak magassági helyzete — adott teher 
és előírt peremfeltételek esetén — viszonylag könnyen meghatározható akkor 
is, ha nem derékszögű négyszög alaprajzú merev peremre van feszítve, hanem 
árbocokat és peremkábeleket is alkalmazunk [1]. 

Ha a keresztező kötelek között i nyíróerőt elvileg megszüntetni, gyakor-
latilag csökkenteni akarjuk, akkor geodetikus vonalak mentén haladó kötelek-
ből álló hálót célszerű kialakítani. Árboc alkalmazása esetében geodetikus háló 
nem jöhet szóba, mer t a kötelek elkerülnék az árboc környezetét. Derékszögű 
kötélhálónál pedig az árboc közelében kiugróan nagy kötélerők keletkeznek. 
Mindkét hibán segít a főgörbületi vonalakból álló háló. Ennek megszerkesz-
tésére segédhálóként használjuk a numerikusan jól kezelhető derékszögű 
kötélhálót. A számítot t diszkrét pontokhoz interpolációs felületet rendelünk, 
melynek főgörbületi vonalait közismert differenciálgeometriai összefüggések 
alapján numerikus integrálással határozzuk meg — kívánt sűrűséggel. 

2. Az interpolációs felület 

A derékszögű kötélháló ado t t teherhez ta r tozó egyensúlyi helyzetének 
meghatározása azt jelenti, hogy ki kell számítanunk az egyes kábelszakaszok-
ban ébredő erők nagyságát és véges számú pon tban (a háló csomópontjaiban, 
továbbá a köteleknek a merev peremmel és a peremkábelekkel alkotott 
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metszéspontjaiban) a háló magassági koordinátáit. A kötelek metszéspontjai-
hoz (vagyis a hálócsomópontokhoz) egy-egy matematikailag jól kezelhető 
felületelemet rendelünk. A háló felületét e felületelemek együttesével közelít-
jük. Ez a felület általában nem folytonos és a peremkábeleknél nem fel-
tétlenül illeszkedik a kiszámított pontokra. Egy tetszőleges A jelű csomó-
ponthoz rendelt felületelemet azokra a megadott pontokra illesztjük, melyek 
alaprajzi koordinátái teljesítik a következő feltételeket: 

xa — « <; x <j xA + a, 

УА — Ь <,y <,yA + b. 

(Itt a, ill. b az y, ill. x irányú kötelek alaprajzban mért távolságát jelenti.) 
A felületelem érvényességi tartománya ennél szűkebb. Az (xA, y À) csomópont 
értelmezési tartományához mindig hozzá tartoznak a felületnek azok a pont-
jai, amelyek teljesítik az 

xA — a/2 < x < xA + a/2, 

yA— Ы2 < y < y A + b l 2 

'.eltételeket. A perem környékén vannak olyan — a kötélközök felező egyenesei 
is a perem által határolt — területek, melyek nem tartoznak a fenti definíció 
szerint egyik értelmezési tartományhoz sem. Ezeket a területeket mindig ahhoz 
az értelmezési tartományhoz csatoljuk, amellyel szomszédosak. Több értel-
mezési tartománnyal is szomszédos terület ahhoz az értelmezési tartomány-
hoz tartozik, amelynél a közös oldal az x tengellyel párhuzamos, ha 

Ax Ay 
— ~~Г-' 

a b 
egyébként az у tengellyel párhuzamos határral rendelkező értelmezési tarto-
mányhoz csatoljuk. ( I t t Ax jelöli a vizsgált terület x tengellyel, Ay pedig 
az у tengellyel párhuzamos határának hosszát.) Néhány — határ közelében 
fekvő — csomóponthoz tartozó felületelem értelmezési tartományát az 1. 
ábrán muta t juk be. 

A felületelemeket lokális koordináta-rendszerben adjuk meg. A globális 
(x, y, z) és a lokális (u, v, z) koordináta-rendszerek között az 

u = x — xA 

v = у —у A 

összefüggések adják meg a kapcsolatot. A felület megadásához egy olyan 
függvényt választottunk, mely az и és v változókban szimmetrikus és 8 sza-
bad paramétert tartalmaz (mert leggyakrabban 9 pontra kell illeszteni a 
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felületet, és a lokális koordináta-rendszer origójában a konstans tag meg-
választásával teljesítjük a feltételt). Két esetet különböztetünk meg aszerint, 
hogy a vizsgált belső csomópontban van-e árboc vagy nincs. 

2.1 Árboccal alá nem támasztott belső pont 

Ha a vizsgált A jelű belső pont nincs árboccal alátámasztva, akkor 
a felületet 

z(u, v) = «Л + CAlU + cA2v + сАзи2 + cMuv + cAsv2 + 

+ cAeu2v + cAluv2 + cMu2v2 (2) 

alakban keressük. Ez a felület az A pontban az előírt magasságot veszi fel, 
az illesztési pontokon [melyek az (1) feltételt teljesítik] a cAr ()> = 1, 2, . . . , 8) 
együtthatók helyes megválasztásával igyekszünk a feltételeket teljesíteni. 
nA számú illesztési pont esetében a 

Zj ZA = [u V U2 UV V2 U2V UV2 u V ] , • С A = xfcA (3) 

(i = 1, 2, . . . , nA) 

egyenleteket kell kielégíteni. Ha nA -< 8, akkor a (3) egyenletrendszer hatá-
rozatlan, ezért ilyenkor a kettőnél magasabb fokú tagok együtthatóit zérus-
nak választjuk. Ha az egyenletrendszer túlhatározott, akkor a megoldást a 
legkisebb négyzetes hibával keressük. így 

сл = ( X J I X J ^ X J M . * , (4) 
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ahol 

XA = "xî 
x 2 

és Aza = z1 — Za 

«2 —"a 

znA ZA_ 

A felületnek bármelyik — az érvényességi tar tományába eső — (и, v) pont-
j ában kiszámíthat juk a 

_ dz 9 z 

du 
Я = 

dv 

r = 
9 2z  

du2 

92z 
dudv 

t = 
92z 

deriváltakat a 

= Q(M, V)CA 

szorzattal, ahol 

Q = "1 0 2u V 0 2 uv V2 2uv2 

0 1 0 и 2v n2 2 uv 2u2v 
0 0 2 0 0 2v 0 2v2 

0 0 0 1 0 2 и 2v 4 uv 
0 0 0 0 2 0 2 и 2 u2 

(5) 

2.2 Árboccal alátámasztott belső pont 

Ha a vizsgált belső pont (az i-edik у irányú és a j'-edik x irányú kötél 
metszéspontjában levő A pont) árboccal alá van támasztva, akkor a (2) 
alatti z(u, v) függvényt kiegészítjük a 

y> In 
f U )2 v l2 

/ — + — + 1 
1 aj 6) 

(6) 

taggal, ahol 

V _
 zi.y'+i + хи_г + zi+1j + zi-l,j -

4 • In 2 
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A (6) képletet abból a feltételből vezettük le, hogy az A pontban zérus 
magasságot, a szomszédos négy belső pontban egyenlő értéket, mégpedig 
az A pont magasságától való eltérésük átlagát adja, és alakja jól közelítse 
az árboc közelében kialakuló felületet. 

A 2 függvény paramétereit most is a (4) egyenlettel számítjuk, de AZA 

jelentése megváltozik: 

AZA = ~zi — V in (ei + í) — 
«2 — V In (g2 + 1) —Z; 

_«nA — V !n (QhA + 1) — ZA-

ahol 

A p, q, r, s, t mennyiségek számításánál az (5) egyenlet kiegészül: 

í í l2 , 
(t-I - / + (t-I ' U ) b ) 

P 

4 

= Q ( M , r)cA + V 
« V + Q) 

V 

b2(Q2 + (?) 

1 «2(2(? + 1) 

aV + (?) + qY 

- UV(2Q + 1) 

a2b2
6(e

2 + qY 

1 V2(2 Q + 1) 

L b2{6
2 + Q) b*Q(Q* + Q)2 J 

Az árboc helyén a deriváltakat nem értelmezzük. 

(7) 

3. A főgörbületi érintők meghatározása 

A z(u, v) függvény deriváltjainak értékét — az árboc helyének kivételé-
vel — bármely pontban számíthat juk a (4), ill. (7) képletekkel. Tekintsük 
az e l t e2 főgörbületi érintőknek az xy síkra eső vetületét. Ezeknek az xlr ßp, 
OLj, ß2 iránykoszinuszait a 

h2m2 + hpn A0 = 0 (8) 
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egyenlet m m 2 gyökeinek segítségével határozzuk meg 

1 
«Л-/ — 

VT+ri! 

ß i = т,а, 

(i = 1, 2) . (9) 

A (8) egyenletben 

К = РЧ* — í 1 + 32)s> 

== (1 + p2)t — (1 + q2)r, 

a 0 = (1 + p2)s — pqri 

és m,- az i-edik főgörbületi érintő iránytangense. A főgörbületi érintőirányok 
csak akkor nem egyértelműek, ha a vizsgált pontban minden normálmetszet 
görbülete megegyezik. Hiperbolikus pontban ez nem lehetséges. 

A (8) egyenlet h2 = 0 esetén elfajul, ezért | h2 | < e (e a gépi pontos-
ságtól függő kicsiny pozitív szám) esetében 

К т1— — r ~ » 

és i = 2 esetében a (9) képletek helyett az 

«2 = 0, ß2 = 1 

összefüggéseket használjuk. 

4. A főgörbületi vonal egy szakasza 

A főgörbületi vonalat numerikus integrálással határozzuk meg. Olyan 
törtvonallal közelítjük, amely egyenes szakaszainak sem az x, sem az у ten-
gelyre vonatkozó vetülete nem nagyobb egy, a pontossági igénytől függően 
előírt d = const, értéknél. Egy ilyen tör tvonal első szakaszának számításá-
hoz előírandó a P kezdőpont alaprajzi helyzete [P(up , vp)] és egy irány (ep). 
Minden további szakasz kezdőpontjának up, vp koordinátái és ep kezdő iránya 
az előző szakasz végpontjára kiszámított értékkel szerepelnek. 

A P pontból négy i rányba is indí thatnánk főgörbületi vonalat, ezek 
közül az e p irányhoz legközelebb esőt választjuk. A (9) képletekkel meg-
határozzuk az e4 és e2 vektorokat , és kiszámítjuk a 

К = е*ег , (10) 

Я2
 = e*e2 
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Д=4/2 
Д 

2. ábra 

skalárszorzatokat, majd ezek segítségével а к és q mennyiségeket is értel-
mezzük: 

к = 

e = 

h a I I I Я 2 I egyébként 

ha ЯА > 0 egyébként. 

(И) 

(12) 

Tehát a P pontból a geA irányban kell elindulnunk. Kiszámítjuk, hogy ebben 
az irányban hol van az aktuális felületelem érvényességi határa (lásd a 2. 
ábrán a Q jelű pontot). Legyen 

A1 = 

s i g n K ) — e u p ha 

*2 = 

h = 

106 

8ign (ßk) — Qvp 

(13) 

ßk 

10e 

1 
2 

egyébként 

ha \ßk\ 

egyébként 

ha Ax A2 

egyébként. 

(14) 

[Ha a perem szomszédságában levő belső ponthoz tartozó felületelemen 
számolunk, és a geA vektor a perem felé mutat, akkor a (13), ill. (14) kép-
letekben a/2, ill. 6/2 helyett értelemszerűen a, ill. b veendő.] 

így а határpont (Q) koordinátái: 

uq = up + К № » 
vq = vp + К Qßk • 
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R1 R2 Rí.l 

£ 

3. ábra 

A PQ szakasz и és v irányú vetülete: 

á l = I ' «А I » 

d 2 = \ K ' ß k \ -

Egy iterációs eljárással fogjuk a szakasz végpontjának helyét meg-
határozni. Ehhez felveszünk a P ponttól A és 2zl távolságra két (a Q pont 
felé eső), az i-edik irányra merőleges egyenest. 

A A és az i felvétele a következő: 
a) ha d és d2 d, akkor A = dj2 és i = h 
b) ha dx > d vagy d2 > d, akkor A = d/2 

. _ 1 ha dx ]> d2 

2 különben. 

Az a) esetre a 2/a, b ábrákon, ab) esetre a 2/c, d ábrákon mutatunk példákat. 
Ezután meghatározzuk a PQ szakasznak a felvett két egyenessel való 

metszéspontját (S, Rj}: 

я = 
di 

us = UP + > "я, = 2u s — Wp , 

= VP + ЭДк » VR, = 2 » s — • 

Az iterációs eljárást (3. ábra) v = 1-gyel indítjuk. Lépései a következők: 
a ) meghatározzuk az R„ ponthoz tartozó főgörbületi irányokat (lásd 

jelen dolgozat 3. pontját) 
b) ezek közül kiválasztjuk az SRV irányhoz legközelebb állót [(10, (11), 

(12) képlet] 

Műszaki Tudomány 52, 1976 

4 6 4 

Д 

л 



FŐGÖRBÜLETI KÖTÉLHÁLÓ SZERKESZTÉSE 4 6 5 

4. ábra 

c) kiszámítjuk az iú+i pont koordinátáit (az S pontból a kiválasz-
to t t i rányú félegyenes és a P ponttól 2zl távolságú egyenes metszés-
pontja) 

QA 
ba i = 1 

\ßk 
egyébként 

"R„+i = " s + , 

vrv+1 = vs + Xßk . 

d) ha 

uRv+l — URV I + I « 4 v r ' > £h (15) 

akkor a v értékét eggyel növelve az a) ponttól kezdve megismétel-
jük az eljárást. 

Ha a (15) feltétel nem teljesült, akkor a főgörbületi vonal következő 
pont jának az R = R,+1 pontot fogadjuk el. Kivételt képez ez alól, ha az 
Rv+1 már a P ponthoz tartozó felületelem érvényességi tar tományán kívül 
esik. Ekkor az SRr+1 szakasz és a határ metszéspontja az R pont (4. ábra): 

«д = "ó- + MURV+1 — us), 

vr = vs + X(vr — v s ) , 

ahol 

A = 6/2 

а/2 — I u s j 

ha 

ha 
RR„ "s l 

> 7 

>f 
egyébként. 
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5. A főgörbiileti vonal számítása 

Egy főgörbiileti vonal számításához kiinduló adatként kezeljük a P 0 

pont koordinátáit és az ep0 vektor irányszögét. Ebből kiindulva a 4. pont-
ban leírtak szerint a főgörbületi vonal ú jabb és ú j abb pontjai t határozhat-
juk meg. Ha egy így meghatározott R pont egy felületelem érvényességi 
határára esett, akkor a legutolsó szakaszt kicsit meghosszabbítjuk: 

г/?- = *r + e • eR . 

Az így kapot t R' pontról könnyen megállapítható, hogy hányadik у irányú 
és hányadik x irányú kötél metszéspontjához van legközelebb: 

i = entier ((xR, + a/2)/a) 

к = entier ( (y> + fr/2)/fe). 

Ha az így kapot t pont a hálónak nem belső pont ja , akkor ez azt jelenti, 
hogy a görbe kifutot t a merev peremre vagy a peremkábelre, ezért vissza-
térünk a P 0 ponthoz és a — e ^ vektorral indítva kiszámítjuk a görbe másik 
felét is. 

Ha az (i, k) pont belső pont, akkor a 4. pontban leírt eljárást folytat-
ha t juk ebben az értelmezési ta r tományban is. 

A főgörbületi irányok az árbocok pont jában nincsenek értelmezve. 
Ha az eljárás során egy R pont d \íj[ távolságnál közelebb kerülne egy árboc-
hoz, akkor mivel úgy is az árbochoz f u t n a he a főgörbületi vonal, úgy tekint-
jük, mintha a peremre jutot tunk volna. 

Meg kell győződnünk arról is, hogy a főgörbületi vonal nem záródott-e, 
mert különben végtelen ciklusba kerülhet a program. Ehhez minden ú jabb 
R pont meghatározásakor ellenőrizzük, hogy a PR szakasz metszi-e a P 0 

ponton átmenő, az ep0 vektorhoz (e;,0) választott főirányra merőleges egye-
nest. Ha metszi az egyenest a szakasz, akkor az 

e*o(r„ — r
Po) • е*о(гя — rpo) < 0 

feltétel teljesül. 
Ha metsződnek és 

e*o(rR Tp) > 0 , 

akkor kiszámítjuk a metszéspont koordinátáit (rQ). A főgörbületi vonalat 
akkor tekint jük záródottnak, ha a P 0 és Q pont elég közel van. Tekintve, 
hogy a numerikus integrálással a hiba halmozódik, a megengedett eltérést 
a szakaszok számának függvényében ír juk elő: 

I rQ — rp0 I < (» — 2) • 4 • 
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Záródás esetén vagy ha másodszor érkezünk peremhez a következő 
főgörbületi vonal meghatározására térhetünk át . Kellő számú vonal fel-
rajzolása után leolvashatjuk a főgörbületi háló csomópontjainak alaprajz 
koordinátáit, melyeket a megfelelő felületelemre felvetítve a z koordináta is 
kiszámítható. A csomópontok közti kötélszakaszok egyenesek, így a főgör-
bületi vonalak helyett azok húrjaiból álló törtvonalat használunk. Ez is 
indokolja, hogy elfogadjuk a teljes felületnek a 2. pontban leírt felületelemek 
összességével való közelítést, és elfogadjuk a feszítőerők meghatározására a 
[2] 107—108. oldalán levő képleteket. 

A közelítések miatt fellépő egyensúlyi zavarok és a teherváltozások 
hatását csak az állapotváltozási differenciálegyenlet segítségével számíthat-
juk ki (lásd pl. [2] 6. fejezet, vagy [3]). 

6. Numerikus eredmények 

A numerikus eredmények bemutatására egy olyan 1 1 x 1 2 m méretű, 
az xy síkban fekvő téglalap alakú merev peremet választottunk, amelyre 
10 db y irányú és 7 db x irányú kötelet erősítettek. Az egyik y-nal párhuza-
mos merev peremszakaszt peremkábellel vál tot tuk ki, és a (3.0; 6.0) ponton 
árbocot helyeztünk el (5. ábra). Az x irányú kötelek feszítő erejének víz-
szintes vetületét 10 Mp-ra, az y irányúakét 8 Mp-ra választottuk. 
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A köté lcsomópontok magassági helyzeté t az [ l ] -ben közölt algori tmus a l a p j á n számí-
t o t t u k . (A csomópont i z koord iná t áka t az 1. t á b l á z a t b a n t ü n t e t t ü k fel, a sz immetr ia mia t t 
csak a fél há lózat ra) . 

1. t áb láza t 

j l 2 3 4 

1 - 0 , 1 8 7 - 0 , 4 2 7 - 0 , 7 5 9 - 1 , 0 8 2 
2 - 0 , 3 4 5 - 0 , 8 0 4 - 1 , 5 2 2 - 2 , 5 1 0 
3 - 0 , 4 4 3 - 1 , 0 4 4 - 2 , 1 4 1 - 4 , 9 9 1 
4 - 0 , 4 5 6 - 1 , 0 2 1 - 1 , 8 2 4 - 2 , 8 5 0 
5 - 0 , 4 1 1 - 0 , 8 6 9 - 1 , 3 8 9 - 1 , 8 0 3 
6 - 0 , 3 4 0 - 0 , 6 8 5 - 1 , 0 1 1 - 1 , 1 9 8 
7 - 0 , 2 6 6 - 0 , 5 1 2 - 0 , 7 0 6 - 0 , 7 9 3 
8 - 0 , 2 0 2 - 0 , 3 6 6 - 0 , 4 5 8 - 0 , 4 8 1 
9 - 0 , 1 6 0 — — — 
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A peremkábel t ö ré spon t j a inak koord iná tá i t a 2. t áb láza tban a d j u k meg. 

2. táblázat 

i *i л ч 

0 11,00 0,00 0,000 
1 10,00 1,00 - 0 , 0 9 8 
2 9,59 1,50 - 0 , 1 4 7 
3 9,00 2,52 - 0 , 2 4 1 
4 8,76 3,00 - 0 , 2 8 5 
5 8,32 4,50 - 0 , 3 8 9 
6 8,18 6,00 - 0 , 4 3 1 

A derékszögű a lapra jzú kötélháló a lap ján öt főgörbületi v o n a l a t s zámí to t tunk , melyek 
kiindulási ada t a i t a 3. t áb l áza tban közöljük. 

3. táblázat 

I PuzM a4[fok] 

1 3,0 4,0 0 
2 3,0 2,0 0 
3 2,0 1,0 0 
4 2,0 1,5 90 
5 7,0 7,0 180 

A d ér tékét 0,2 méternek , az e é r téké t 0,0001-nek vá lasz to t tuk . 

Műszaki Tudomány 52, 1976 
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A főgörbü le t i vona lak a l a p r a j z á t a 6. á b r á n m u t a t j u k be. Jól l á t sz ik , hogy az á rbochoz 
közel fekvő P , p o n t esetében a főgörbület i v o n a l z á r ó d o t t , a távolabbi P 2 pon tná l m i n d k é t 
i r ányban a m e r e v peremre f u t o t t ki. A P 3 p o n t b ó l i nd í t va a számítás t először az x tengel lyel 
p á r h u z a m o s m e r e v perem mel l e t t e lha ladva a p e r e m k á b e l h e z j u t u n k , m a j d -e 8 i r ányban i n d u l v a 
a merev pe remhez érünk. A P 4 , ill. P 5 pon tokból az a d o t t i rányhoz legközelebb eső főgörbüle t i 
vonallal először az árbochoz j u t u n k fel, m a j d a más ik i r á n y b a n a merev p e r e m r e , ill. a p e r e m -
kábelre sza lad ki a görbe. 
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Construct ion of a Cable Network along t h e Pr incipal Curvature. T o t h e cons t ruc t ion of 
a system of cables along t he l ines of the pr inc ipa l c u r v a t u r e of a n e t w o r k " s u r f a c e " serves a 
compound sur face defined b y t h e nodes of t he so-called or thogonal cable n e t w o r k . The a u t h o r 
uses this i n t e rpo l a t ed basic su r face consisting of pa r t i a l surfaces given b y a polynome of t h e 
second degree in b o t h of i ts va r iab les , in te rp re ted t o def ined par t ia l regions, t o t he cons t ruc t ion 
of the lines of pr inc ipa l cu rva tu re . T h e a lgor i thm worked o u t is also d e m o n s t r a t e d by a n u m e r i c -
al example . 

Kons t ruk t i on eines in der H a u p t k r ü m m u n g bef indl ichen Seilnetzes. Zur K o n s t r u k t i o n 
eines Seilnetzes en t lang der H a u p t k r ü m m u n g s l i n i e n einer " N e t z f l ä c h e " d ien t als Ausgangs-
f läche eine d u r c h die K n o t e n p u n k t e des sog. r ech twink l igen Seilnetzes de f in ie r t e z u s a m m e n -
gesetzte F läche . Diese auf b e s t i m m t e Teilbereiche in terpol ie r te , in ihren b e i d e n Veränder l i chen 
du rch ein P o l y n o m zweiten G r a d e s gegebene, aus Tei l f lächen bes tehende In t e rpo la t i ons f l äche 
wird in der A b h a n d l u n g zur K o n s t r u k t i o n der H a u p t k r ü m m u n g s l i n i e n a n g e w a n d t . Der e r zeug t e 
Algor i thmus is t auch durch ein numer isches Beispiel i l lustr ier t . 

Müzz aki Tudomány 52, 1976 
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