A LAPLACE-FELE KIFEJTESI TETEL EGY U] BIZONYITASA
GASPAR GYULA

Az alabbiakban bemutatjuk . a determinanselmélet Laplace-féle kifejtési
tételének [1] egy uj bizonyitdsat, amelyik a determindns axiomatikus beveze-
tésére altalunk [2] adott alaptulajdonsagok felhasznaldsa révén nyerhet6.

El6szor is ismertetjiik a hasznalando jeloléseinket.

N==a,b,... végtelen integritdstartomany, amelynek zérusit O, egység-
elemét 1 jeloli.

N.,=A, B,... az N feletti n* rangu teljes matrixgyiirii, amelynek egy-

ségmatrixat E™, zérusmatrixat O™ jeloli.
1 2 ...n
kiky ...k
médon hozzarendelhetd oly (pa) matrix,” amelyben pu, =1 (v=1,2,...,n),
a tobbi elem pedig zérus.

Ey(a) € N, oly matrix, amelyet az E™ = (d) egységmatrixbdl tgy nye-
riink, hogy az E®™ d; eleme helyébe az a € R elemet iessziik, tobbi elemét
pedig véltozatlanul hagyjuk.

At az A g-adrendil minormatrixa, amelyik az i, < --- <i,, illetve
k< --- <k, indexii sorok, illetve oszlopok alapjan van képezve. Ennek meg-
felelden A;f:l‘,:; jeloli a kiegészitd minormatrixot (iyy <---<iy; kg1 <+ <ky).

Az A és B matrixok sorkombindcidia minden olyan C €N, matrix, amely-
ben az i-ik sort vagy az A vagy a B matrix /-ik sora alkotja (i=1,2,..., n).

Hasonléan értelmezziik az A és B matrix oszlopkombindciojat.

A determindns az HN,.-nek az N-be vald oly nem alland6 ¢ leképezése-
ként értelmezhetd,’ amelyik kielégiti az alabbi axiomakat:

(@) p(A+B)=Z¢(C),
(b) 9(AB) =9 (A)g(B),
©) p@d)y=a"'p(A), (acR),

Pﬂ E :)l‘n a T ::(

) permutaciohoz koélcsonodsen egyértelmit

1], id. munkank 257. Itt zéruskarakterisztikajiu test szerepel az 9 végtelen inte-
gritastartomany helyett. A tétel azonban a bizonyitds megfeleld moédositésaval erre az esetre
is kiterjesztheto.
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ahol az (a)-ban az 0sszegezés kiterjesztendd az A és B matrixok ¢sszes sor-
vagy oszlopkombindcidira.

E tulajdonsagokbdl kovetkezik *:

(1) ¢(A)=0 minden oly AN, matrixra, amelynek (legalabb) egy zé-
rusokbol allo sora vagy oszlopa van.

(2) ¢(Ex(a))=1, ill. a aszerinty"hogy i=F k&, ill. i=*k.

(3) ¢(Pa)=1, ill. —1 aszerint, hogy :v paros, ill. paratlan permutacio.

A Laplace-féle kifejtési tétel targyaldsara attérve, ez igy fogalmazhato
meg az I, <---< I, indexil sorokra nézve:
(4) ¢(A) TTe(A (At
ahol i, < .-~ <i, (tehdt i, < --- <i, is) rogzitett, az osszegezés pedig kiter-
jesztendd az 1,2,...,n szamok Osszes Kk, < --- <k, kombinacidira, az Osz-
szegben az egyes tagok elbjele -+, ill. — aszerint, hogy az

71‘1...1.,, l,,;Al...l.“
Koo kg ke ke
permutacié pdros vagy paratlan.

A tovabbiakban az egyszeriiség kedvéért az n—4, i,= 2,i,= 3 esetre
szoritkozunk, de az egyes bizonyitdsokat oly mddon végezziik el, hogy azok
az altaldnos esetbe is betekintést engedjenek.

Elészor is vegyiik tekintetbe, hogy az A — (a.) matrix i-ik sorara nézve

all a kovetkezd kifejtés:
4

(5) (]’(A) = %; aia'(p(Ah');

ahol az A, (r=1,2,3,4) matrix az A matrixbol ugy keletkezik, hogy en-

nek a, eleme helyébe az 1 elemet, az i-ik sor és r-ik oszlop minden mas

eleme helyébe a zérust tessziik, a tobbi elemet pedig valtozatlanul hagyjuk.
Ugyanis legyen pl. i:-:1. Ekkor az

0 ay, ay; ay i a, 0 0 O
. 10n Qn Ay Ay /0 0 00
Ao = Qy Ay Qg Q3| b= 0 00O
Ay Ay Ay Ay .0 0 0 O
matrixokra alkalmazva az (a)-t, kapjuk az (1) figyelembevételével:

a; 0 0 O
Ay Ay Ay Ay

(A4 B) — g(A) = ¢ (A)+ ¢ | 92 92 9o Gu )
¢4+ B) g =g A)+e A Ay Ay Ay
g Ay Ay Ay

2 1. id. munkank (d), ill. (2), (3), ill. (4).
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@, 0 0 0 2,0 0 0 ’
¢ An Ap Ay Ay | " 0 a» an ay
Ay A Ay Ay 0 ayn au ay
A Qg Ay Ay 0 apaya,
a, 0 0 0 0 000 a, 0 0 O
0 a» an ay a0 0 0 | An Qs Gy oy
0 an ay ay + a; 0 0 O |au an asy ay
0 au ay ay a, 0 0 O Ay Qo A Ay

osszegre vald (oszloponkénti) alkalmazdsdval azonnal kovetkezik az (1) te-
kintetbevételével.

Ha most ezt az eljarast folytatjuk az A, elsé sordra nézve, akkor az
(5)-ot kapjuk i--1 esetén, ha még figyelembe vessziik, hogy a (b) és (2)

révén
a,;, 0 0 0 g ay
0 a»n as ay q 0
¢ 0 ay an ay pz 0
10 ay ay au 0

stb. kovetkezik. Hasonld tétel all az oszlopokra nézve is.
Most bizonyitjuk a kovetkez6 képletet:

(6) /8

ay
.y
Iy
a4y

Iy
[15%)
(208
ay,

ay; ay
Ay Ay
Qg Oy
Ay Ay
0 aw a0
a; 0 0 ay

0 a, a0

r([/

o
a, 0 0 Ay r¥

E célbol alkalmazzuk az (a)-t a kovetkezd Osszegre:

0 0 ay ay
an a» 0 O
y a;, 0 0 T

0 0 a;au

15 1. Osztaly Kozleménvei VI.3—4

0 offt 0 0 O
0 0|0 an ax ax .
1 01|10 a, ay ay u¢
0 1110 ay ay au
0 0 ay ay 0 a,0
ay a» 0 0O | a, 0 ay
as a» 0 0 R an 0 ay
0 0 auay 10 a, 0
Van 0 0 a, 7a” a, 0
0 a»ayO 0 0 a,
0 apay0 T 0 0 ay
Ay 0 0 Ay Qy Up 0
ay 0 a0
¢ 0 a, 0 ay
0 a, 0 ay
aa 0 ay 0
a, 4, 0 0O ay, A 4y Ay
0 0 ayay i Ay Ao Ay Aoy
0 0 ayay Ay Ay Ay Ay
ay a, 0 0 Qn A Q3 Ay

1 0 0O
0 a» Gy ax
0 as ay a.
0 ap apay
yy
0
0 +
Ay |
0
Aoy

= |
14y +
0
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Ekkor a fellépd 2'=16 szami tag koziill — oszlopkombindciokat véve

— mindssze legfeljebb (;)fG szamit tag (éppen a (6) jobboldalan sze-

repl6 tagok) lesz zérustdl kiilonbozd. Ti. azok a tagok, amelyek ,Négyzetesen
kiegészitd elhelyezkedésben“ tartalmazzdk az A métrix elemeit, ill. P, mat-
rixokkal balrél, illetve jobbrol szorozva ilyen alakra hozhatok. Itt a ,négyze-
tesen kiegészitd elhelyezkedés“-en azt értjiik, hogy e matrix alakja:

A O

o a)
ahol az A,, ill. A, négyzetes matrixok tartalmazzdk az A-bol kivalasztott ele-
meket. — E tagok akkor keletkeznek, ha az els6 és a masodik matrixban A-ban

levd elemmel kezd6dd, Osszesen négy oszlopbdl alkotunk kombinacidkat. -
Ugyanis a tobbi matrixnal mindig van olyan oszlop, amelyre az (5)-6t alkal-
mazva, a ¢ értéke zérus, ha még figyelembe vesszitk az (1)-et is. PL

0 0 a,;0
an a» 0 ay
dy an 0 ay
0 0 a, 0
esetén a jelzett transzformacid utin az

4y an Gy O
(y ds a3 0
0 0 0 ay
0 0 0 as

matrixot kapjuk, s ennél a ¢ értéke utolsé oszlop szerinti kifejtése esetén zérus.
Hatirozzuk most meg pl. a

an 0 a; 0 7

0 a, 0 au . g
¥ 0 a0 a, ~¢(A6)

_ a, 0 a; 0
" tag értékét.
E célbol vegyiik tekintetbe a
Aéi O(z) Aﬁ) 0(2) _E(i) 0(2)
0™ A} J - [om E“’] [Om Al ]
osszefliggést, s erre alkalmazzuk a (b)-t. Ekkor kapjuk a (2) révén:
AZ O9) (E® O
(p(AG) = [O(z) E(ﬂ)}(f’ _O(-z)A%;}

P:—:m Ao P:mz ==
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Egyuttal vegyiik tekintetbe azt is, hogy a ¢ (Puu) ¢ (Pus) szorzat egyenld
a ¢(Pnu)@(Pay) szorzattal (a megfeleld permutacidk paros, ill. paratlan vol-
tanak a figyelembevételével), végiil ez egyenld ¢(P.g)-mal, ahol a P,; mat-
rix az '
123 4) 2314
1243 =(2 413

permutacidhoz tartozik, miként a tétel idevonatkozo része kivanja. Ha most
ezt az eljardst a (6)-ban szerepld minden tagndl véghezvissziik, akkor a
Laplace-féle kifejtési tételt kapjuk n-=4,ir=2, i,= 3 esetén, ha még figye-
lembe vessziik, hogy

E(I!) O(i)

O A};]:(/(Allfx) stb.

5 0w
¥ [O(z) E(z)] =4 (A'Z;:)’ U4

fennall, amint err6l a ¢ kifejtett alakjara® vald attérés révén azonnal meg-
gyOzddhetiink.
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3 1. id. munkank befejezd eredményét
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