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4 . 

Az alábbiakban bemutatjuk a determinánselmélet Laplace-ié\e kifejtési 
tételének [1] egy új bizonyítását, amelyik a determináns axiomatikus beveze-
tésére általunk [2] adott alaptulajdonságok felhasználása révén nyerhető. 

Először is ismertetjük a használandó jelöléseinket. 
3i = a , b , . . . végtelen integritástartomány, amelynek zérusát 0, egység-

elemét 1 jelöli. 
= A, В , . . . az 9t feletti n1 rangú teljes mátrixgyürű, amelynek egy-

ségmátrixát zérusmátrixát 0 ( n ) jelöli. 

módon hozzárendelhető oly (p,k) mátrix/amelyben pvkp = 1 ( v = 1, 2 , . . . , rí), 
a többi elem pedig zérus. 

Eik(a) ( íJt„ oly mátrix, amelyet az E(n) = (ő:k) egységmátrixból úgy nye-
rünk, hogy az E4"' öik eleme helyébe az a £ 5t elemet tesszük, többi elemét 
pedig változatlanul hagyjuk. 

A'úíM az .4 //-adrendü minormátrixa, amelyik az / , < • • • < /,,, illetve 
ki< ••• <k,, indexű sorok, illetve oszlopok alapján van képezve. Ennek meg-
felelően Aff'Yff'ff jelöli a kiegészítő minormátrixot (iq+i <•••</„; kq+í<---<kn). 

Az A és В mátrixok sorkombináció\a. minden olyan C£3í„ mátrix, amely-
ben az f-i к sort vagy az A vagy а В mátrix /-ik sora alkotja (i= 1, 2 , . . . , ri). 

Hasonlóan értelmezzük az A és В mátrix oszlopkombinációját. 
A determináns az 9tn-nek az :){-be való oly nem állandó cp leképezése-

ként értelmezhető,1 amelyik kielégíti az alábbi axiómákat: 

permutációhoz kölcsönösen egyértelmű 

( a ) <p(A + B) = 2<p(C), 

( b ) <p(AB) = <p(A)<p(B), 

(c) cp(aA) = a"<p(A), (a ( 3t), 

1 I. id. munkánk 257. Itt zéruskarakterisztikájú test szerepel az Dt végtelen inte-
gritástartoniány helyett. A tétel azonban a bizonyítás megfelelő módosításával erre az esetre 
is kiterjeszthető. 
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ahol az (a)-ban az összegezés kiterjesztendő az A és В mátrixok összes sor-
vagy oszlopkombinációira. 

E tulajdonságokból következik2: 
(1) <p(A) = 0 minden oly A ( ;){„ mátrixra, amelynek (legalább) egy zé-

rusokból álló sora vagy oszlopa van. 
(2) (/(F,;.(«)) 1, ill. a aszerin+hogy i j k , ill. i = к. 
(3) (f (P.т) 1, ill. —1 aszerint, hogy :т páros, ill. páratlan permutáció. 
A Laplace-Ше. kifejtési tétel tárgyalására áttérve, ez így fogalmazható 

meg az / , < • • • < i4 indexű sorokra nézve: 

(4) 4 \A) = 

ahol /', < • • •< / , , (tehát Í,/+I < ••• < i „ is) rögzített, az összegezés pedig kiter-
jesztendő az 1,2 , . . . , n számok összes /г, < • • • < к,, kombinációira, az ősz-
szegben az egyes tagok előjele + , ill. — aszerint, hogy az 

H . . . H, I , ,+I . . . IN 

k\... kt[ k,j+i... k,i  
permutáció páros vagy páratlan. 

A továbbiakban az egyszerűség kedvéért az n = 4, /, = 2, L 3 esetre 
szorítkozunk, de az egyes bizonyításokat oly módon végezzük el, hogy azok 
az általános esetbe is betekintést engedjenek. 

Először is vegyük tekintetbe, hogy az Л (a,..) mátrix z'-ik sorára nézve 
áll a következő kifejtés: 

4 
yfatr(p(Ah,), (5) 4(A) 

ahol az Air, (» '==1 ,2 ,3 ,4 ) mátrix az A mátrixból úgy keletkezik, hogy en-
nek a,> eleme helyébe az 1 elemet, az z-ik sor és »'-ik oszlop minden más 
eleme helyébe a zérust tesszük, a többi elemet pedig változatlanul hagyjuk. 

Ugyanis legyen pl. i 1. Ekkor az 

Л , 

0 <7,2 <7,;, <7,4 

<7äl <722 <723 «24 

А.-Л DA ФЗ 034 

041 042 043 044 

в 

0,1 О 
О О 
О О 

, 0 О 

О 
О 
О 
О 

mátrixokra alkalmazva az (a)-t, kapjuk az (1) figyelembevételével: 

<7„ 0 0 0 

(p(Alt + B) = f f ( A ) = ry(A„) + cp 
О,, <722 023 024 
аЛ2 ал2 <7ДА <7,4 

<74, 042 043 044 
2 1. id. munkánk (d), ill. (2), (3), ill. (4). 
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Ámde ilt 
ÖN 0 0 0 

a.n a» a.,3 a24 

Ű31 Ö32 ü:,. 

Ö« ö42 04: 
AM 

«44 

ÖN О О О 

О О22 О23 Ö24 

0 0 3 2 Ö:.:. 0 . , 

О O42 O43 O44 

amint ez az (a)-nak az 

K I О О О 
О О22 О23 О24 

О Ö32 0,И «34 

О О42 О4:; О44 

+ 
О„ О О О 

о21 а.» Ű23 о24 

«31 «32 Озз О., 
О44 О42 О43 А„ 

0 0 0 0 

Ö21 О О О 

Ű31 О О О 
Ö41 О О О 

összegre való (oszloponkénti) alkalmazásával azonnal következik az (1) te-
kintetbevételével. 

Ha most ezt az eljárást folytatjuk az A„ első sorára nézve, akkor az 
(5)-öt kapjuk i 1 esetén, ha még figyelembe vesszük, hogy a (b) és (2) 
reven 

ön о 0 0 
О О 22 Ö23 «З4 

<p 0 «33 ОЗЗ 0:!4 

0 ö42 ö4:; ö44 

: 9 

Ö,I О О 0 

0 1 0 0 
0 0 1 0 
0 0 0 1 

stb. következik. Hasonló tétel áll az oszlopokra nézve is. 
Most bizonyítjuk a következő képletet: 

1 0 0 0 
0 Ö22 Ö23 Ö24 

0 Ö32 Ű33 Ö34 

0 042 0,3 o44 

1 0 0 0 
О О22 О23 «з4 
О О 32 О; 

О о42 о. 
«34 

«44 

<6) (Р 

if 

•<Р 

+ V 

а и о,2 űis о441 О 0 о,- о44 

О 21 О 22 Ö23 О 24 _ 021 «22 О О 

«31 «32 «33 «31 ^ «31 «32 О О 

044 О 40 «43 «44 О О О43 0 4 4 

О 042 Ű13 О О], О О 0,4 

о.„ 0 0 Оз4 , 0 а.,, о ,, О 
-4- № 

Оз, О 0 0;.;4 0 032 Озз О 
О 042 Ö43 0 о41 О 0 0 4 4 

о,, 0 о 13 О 

О о22 0 о24 

О 0;З О О 34 

«41 0 «43 О 

Е célból alkalmazzuk az (a)-t a következő összegre: 

О o42 0 o44 

«21 0 Озз 0 
Ö3I О О33 0 

0 Ű42 0 0 4 4 

ОЦ OI2 О 0 

О 0 Ö23 024 

О 0 Ö33 «; , 

041 Ű42 О 0 

+ 

+ 

+ 9> 

0 0 Ö13 O14 

ОЗ4 ОЗЗ О О 

«31 «32 О О 

О 0 а,з о44 

+ 
о41 о4з О О 
О 0 Озз «24 
О 0 Озз «34 
Ö41 0,2 О О 

0,1 0,3 ÖJ3 0,4 

«21 «22 «23 «24 

«31 «32 «33 «34 

0 4 | «42 «43 «44 

15 III. Osztály Közleményei V I . 3 - 4 
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Ekkor a fellépő 2 4 = 1 6 számú tag közül — oszlopkombinációkat véve 
— mindössze legfeljebb j ^ j 6 számű tag (éppen a (6) jobboldalán sze-
replő tagok) lesz zérustól különböző. Ti. azok a tagok, amelyek „négyzetesen 
kiegészítő elhelyezkedésben" tartalmazzák az A mátrix elemeit, ill. P„ mát-
rixokkal balról, illetve jobbról szorozva ilyen alakra hozhatók. Itt a „négyze-
tesen kiegészítő elhelyezkedésben azt értjük, hogy e mátrix alakja: 

А О 

О А 

ahol az A , ill. A.2 négyzetes mátrixok tartalmazzák az A-ból kiválasztott ele-
meket. — E tagok akkor keletkeznek, ha az első és a második mátrixban A-ban 
levő elemmel kezdődő, összesen négy oszlopból alkotunk kombinációkat. 
Ugyanis a többi mátrixnál mindig van olyan oszlop, amelyre az (5)-öt alkal-
mazva, a <p értéke zérus, ha még figyelembe vesszük az (l)-et is. Pl. 

" 0 0 Ö 1 3 0 

«21 «22 0 « 2 4 

«31 «32 0 «34 

0 0 «43 0 

esetén a jelzett transzformáció után az 

« 21 «22 Ö24 0 

«31 «32 «34 0 

0 0 0 «13 

0 0 0 « 4 3 _ 

mátrixot kapjuk, s ennél a cp értéke utolsó oszlop szerinti kifejtése esetén zérus. 
Határozzuk most meg pl. a 

9 

«11 0 Ö1 8 0 

0 «22 0 «24 

0 «32 0 «; . , 

Ö 4 1 0 «43 0 

K A ) 

tag értékét. 
E célból vegyük tekintetbe a 

P'.W-li A, P31 
АШ 0(-> 
0'2> A\i 

ZL24 V 

О 2 ' F ( 2 ) 

Em 0<« 

0<'2) Alt 

összefüggést, s erre alkalmazzuk a (b)-t. Ekkor kapjuk a (2) révén: 

<p(Ac>) -f 
АЦ Or2) 

Q ( 2) £42) 9 

£ ( 2 ) 0 ( 2 ) 
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Egyúttal vegyük tekintetbe azt is, hogy a <р(Ряш)q{P,ai_) szorzat egyenlő 
a <p(Pnií)<p(Pn2i) szorzattal (a megfelelő permutációk páros, ill. páratlan vol-
tának a figyelembevételével), végül ez egyenlő 9(P1243)-mal, ahol а Р ш л mát-
rix az 

/1 2 3 / 2 3 1 41 

IL 2 4 З ) = LZ 4 1 3 / 

permutációhoz tartozik, miként a tétel idevonatkozó része kívánja. Ha most 
ezt az eljárást a (6)-ban szereplő minden tagnál véghezvisszük, akkor a 
Laplace-féle kifejtési tételt kapjuk n = 4, i{=2, /, = 3 esetén, ha még figye-
lembe vesszük, hogy 

A f t О ' 1 ' 
/ Л 4 -t \ 

£42) Q(2) 

Q(2) E m '/ ('EL). '/ 
0 ™ A l i 

fennáll, amint erről a rp kifejtett alakjára " való áttérés révén azonnal meg-
győződhetünk. 
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3 1. id. munkánk befejező eredményét 
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