A MODULARIS CSOPORT GEOMETRIAI
INTERPRETACIOJAROL

SZASZ PAL
Bemutatta Hajos Gyorgy r. tag az 1954. oktober 22-én tartott felolvaso iilésen

Bevezetés

Tekintsiik az w-—=x-+1y komplex szamok sikjanak fels6 felét (amelyen
y>0) s nevezziik szokdsos modon kdrivhdromszognek az olyan héaromszoget
ezen a félsikon, amelynek oldalai a valos tengelyre merdleges korivek (vagyis
amelyek mindegyikének kozéppontja a valds tengelyen van), ezek kozé szamitva
‘a valos tengelyre merdleges egyenesdarabokat és félegyeneseket is. R. DEDE-
KIND [1] az elliptikus modulusfiiggvények elméletét arra a tetelre alapitotta, hogy
azok a korivharomszogek,-amelyek a *
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linearis transzformaciokkal szarmaznak, a fels6 félsikot hézagmentesen és kozos
hatarpontoktol eltekintve egyrétiien kitoltik. E korivharomszogek mindegyiké-
ben két szo6g 60°, egy pedig 0-szog, az utobbiak csticspontjai a valoés tengely
raciondlis pontjainak oOsszességét alkotjdk (a oo beleértésével), amint R. DEDE-
KIND az idézett helyen kiemeli. A (2) alatti linearis transzforméciok racionalis
egész egyiitthaték mellett is (amely esetrdl a fenti tételben sz6 van) csoportot
alkotnak, amelyet moduldris csoporfnak szokas nevezni. R. DEDEKIND tétele
szobanforgd korivharomszogek halozata a felsé félsiknak 0. n. moduldris fel-
osztdsa vagy mas néven a moduldris alakzat. Ez utébbi F. KLEIN [2] szerint
ugy szerkeszthetd, hogy a O 1oc korivharomszognek az oldalakra vonatkozo
szukcessziv liikrozése (inverzioja) altal nyert halézatban, mindegyik harom-
szoget a harom magassidgaval (az egyes szogpontokbol a szembenfekvé olda- -
lakra bocsatott merdleges korivekkel) hat részre bontunk s az igy nyert koriv- .
haromszogek kozil kettot-kettét, amelyeknek kozos oldaldn derékszog és
0-sz0g van, égy haromszoggé egyesitiink. R. DEDEKIND tételét minden rész-
letében el6szor A. HurRwiITZ [3) bizonyitotta be. Ugyané [4] késobb még egy-
szeriisitette bizonyitasat. Mas bizonyitassal szolgalnak pl. F. KLEIN [5] és
R. FrRICKE a modulusfiiggvényekrol irt ismert monografidjukban. H. POINCARE [6]
azon vizsgalataibol, amelyek a felsé féisiknak reguldris felosztdsaira vonat-
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koznak {7} s a hatarkorrel biré automorf fiiggvények elméletének alapjat képe-
zik, ismét mas bebizonyitds adodik [8]. Az djabb irodalombol S. Saks [9] és
A. ZYGMUND fiiggvénytanat emlitiiik, mint amelyben szmten megtalathaté a
tétel egyik bebizonyitasa.

Az aldbbiakban R. DEDEKIND e tételének elemi geometriai bebizonyitdsat
mutat]uk be, egy szamelméleti tétel felliasznalasaval. Elészor is a modularis
alakzatnak mas szerkesztését adjuk (1.§), majd ennek alapjan tijra. bebizo-
nyitjuk, hogy a moduldris csoport a (2) alatt felirt valos egyiitthatdés transz-
formaciok koziil éppen azoknak a csoportja, amelyek 4z (1) alatti szégpontok
alkotta korivharomszoget a modularis alakzat egyes haromszogeibe (az alak-
~ zatot 6nmagaba) viszik at (2.§). Végiil ismét megmutatjuk, hogy a modularis
alakzat az egész felsd félsikot kitolti (3. §).

A jelzett szamelméleti tétel (amelyet az elemi geometrian tilmenden fel-
“hasznalunk) abban all, hogy minden racionalis egész egyiitthatos (2) alatti
linearis tortfliggvény (amelyben «d— By= 1) az
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lanctort alakban irhato, ahol a., a,, ..., a, raciondlis egész szamok [10]. Nyil-
vanvald, hogy minden ilyen lanctort a (2) alatti raciondlis egész egyiitthatos
alakra hozhato, tekintve, hogy raciondlis egész szam hozzaadasa, valamint a
negativ reciprok érték képezése a linearis tortfiiggvénynek egész egyiitthatos
és 1 determinansti voltat nem valtoztatja meg. Tehat Osszefoglaloan azt mond-
hatjuk, hogy a moduléris csoportot azok a
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transzformaciok alkotjak, amelyekben a,, a,, ...., a, raciondlis egész szamok.

Ezt fogjuk a 2. §-ban felhasznalni.

Megjegyezzitk még, hogy a komplex szam fogalma csupan kifejezés-
modunk rovidségét szolgdlja s a tarﬂyalasbol trivialisan ki volna kiisz6bolheto,
o alatt valds valtozot értve. :

1.§ A moduldris alakzat szerkesztése .

Tekintstink a felsd félsikon a valos tengelyt érintd két kort, amelyek
egymassal kiviilrdl érintkezinek. A moduldris alakzat szerkesztése annak a két
kornek szerkesztésére vezethetd vissza, amelyek a valds tengelyt és e két kort
érintik. Ezeket kovetkezOképp szerkeszthetjiik.
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Legyenek az adott korok L, €s L") kozéppontjaik C, és C,, érintkezési
pontjuk P s érintsék a valds tengelyt &2, és £2,-ben (1. dbra). A C,C; cen-
tralisnak a valés tengellyel valé X metszéspontja mint kdzéppont koriil raj-
zoljuk a k kort a P ponton &t s jeloljiik ennek a val6s tengelyre esé pontjait
£ és -vel. Kossiik dssze 2-t az L, kornek ,-gyel dtellenes A,, valamint
L.-nek £2,-vel atellenes A, pontjaval s legyen A, L, ill. A,&2-nak az L,, ill.
L, korrel valé masik metszespont]a Q., ill. Q.. Akkor a C, Q, és C, Q, egye-
nesek C metszéspontjat meghatarozvan, a C mint kozéppont koriil £2-n at

1. abra’

rajzolt L kor a valos tengelyt £2-ban, az L, és L, koroket pedig Q,, ill. Q -ben
erinti. Ezt kovetkezOképpen bizonyitjuk be.
Az L, és L, korok P-beli kozos érintdjének a valds tengellyel valé met-

széspontjat T-vel jelolve T2, = T P-=TQ,, tehat az §2,, P és §2, pontok 7T
kozéppontu félkoron vannak, s mivel P7 . C;C, e félkor a C, C, centralist
P-ben érinti. Ennélfogva
P\" () \" () >

vagyis £2, és £2, egymas tiikorképei a k korre vonatkozolag. Mmthogy THALES
tétele értelmében ..1Q1 [ QA,, valamint £2,Q, 1 2 A,, azért az 2L, atmérdjit
kor atmegy a Q., az 20, atmérdjii pedig a Q. ponton De e korok egymdas
tilkorképei k-ra nézve, minthogy az elObbiek szerint €2, és O, ilyenek. S mivel
ugyanezen oknal fogva L, és L, is egymas tiikorképei k-ra vonatkozélag, azért
a Q, é5 Q, pontok szintén ilyenek. Tehat a Q,, Q,, X pontok egy egyenesen
vannak és '

)y \" N D\ —(ﬁn

o Vam T k= T Al

1) A felso féisikot Pomncaré-féle félsiknak tekintve, amely a hiperbolikus siknak egy
megvalositasa (H. Poincare [6], i. h. § 2, 6—8., resp. 112—114), a valds tengelyt érint6
korok a vele parhuzamos egyenesekkel egyiitt a hiperbolikus sik paraciklusai (horiciklusai)
vagyis Borvar Jinos [11] L-vonalai. Ez magvarazza fenti jeldlésiinket.

1*
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s igy a Qi Q. £ pontokon atmené kor £2-ban érinti a valds tengelyt.
Ebb6l pedig kovetkezik, hogy e kor derékszogben metszi az 2,Q,2 és
2,Q,£2 koroket s ennélfogva Q,-ben érinti az eldbbire merdleges L,, Q,-ben
viszont az utobbira merbleges L, kort. Tehat a C,Q, és C.Q. egyenesek C
metszéspontja éppen e kor kozéppontja, vagyis e kor osszeesik a C kozép-
pontii ‘és az €2 ponton atmend fenti korrel. Ezzel kimutattuk, hogy az utdbbi
kor a valos tengelyt 2-ban, az L, és L, koroket pedig Q,, ill. Q.-ben érinti.

Hasonldan adodik a masik keresett L kor, amely a valos tengelyt £2'-ben,
az L,, ill. L, kort pedig Q;, resp. Q:-bén érinti. '

Ay

Az igy szerkesztett két koron kiviill mas kor nincs, amely a kivant tulaj-
donsagti volna. Tegyiik fel ui., hogy valamely L kor a valos tengelyt 2-ban
érinti s L, és L,-vel Q,, ill. Q,-ben Kkiviilr6l érintkezik (2. dbra). Akkor a
Q,Q, egyenes tudvalevileg atmegy L, és L, kiils6 hasonlésagi pontjan, amely
nem egyéb, mint a C,C, centrdlis és a valds tengely el6bbi X metszéspontja.
Jeloljiik Q,Q.-nek az L, korrel valé masodik metszéspontjat R-rel. Minthogy
X a két kor kiils6 hasonlosagi pontja, azért ©— Q,C, Xy — RC,Y x, tehat a
keriileti szogek tétele alapjan .

=T

QPSy=n— T T_TLT_5q.py,

kovetkezbleg PQ, X ~Q.PX . s igy
Q3:PS—P3:Q.S

vagyis
P3>*=0Q,2-Q.>

De mivel a feltevés szerint L a valos tengelyt £2-ban érinti, azért egyben

Ennélfogva 22X — PX vagyis £ az el6bbi k kor és a valés tengely egyik
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metszéspontja. Mivel pedig Q, az L és L,, Q, viszont az L és L, korok belso
hasonl6sagi pontja, azért 2Q, atmegy L,-nek £2,-gyel atellenes A,, 2Q,

pedig L,-nek £2,-vel atellenes A, pontjan. A feltételezett L kor tehat az el6bb
szerkesztett két kor egyikével azonos, E ketttn kiviil tehat tobb ilyen kor valo-

ban nincsen.

Minthogy a szerkesztés szerint £2 és £2° a P-n at vezetett X kozép-
pontd k kor és a valos tengely metszéspontjai s e kor az £2, P2, kort derék-
szogben metszi, azért e pontok egymas tiikorképei az utébbi korre vonatko-
zolag. Ebb6l pedig nyilvan kovetkezik, hogy az 2,02,2 és 2,2,82" koriv-
hdromszogek is egymds tiitkorképei az ,PS2, kirre nézve (3. abra). Az 2, PL,

foz0 magassdga. A

Megmutatjuk most, hogy altalaban, ha !.)1,..“ és £2 a valos tengely
kiilonbbzé pontjai, az £2,£2,82 kiérivhdromszog magassdgai egy ponton men-
nek dt és egymdst 120° alatt metszik.”)

oo
1 —_—

S
! K

2, o8 2,

4 dbra : 5. dbra

2) Ez a Poincagré-féle félsik révén (lasd az 1) labjegyzetet) elemi geometriai kifejezése
a hiberbolikus sik aszimptotikus haromszogeire vonatkoz6 megfeleld tételnek.
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Feltehetjiik, hogy (amint a fenti abrakon is) 2 az 2, és £, kozé esik
(4. 4bra). Tekintsiik az &2, kozépponta és £2-n atmend [ korts jeloljiik ennek
az @ félkorrel valo metszéspontjat S-sel. Ez  korre vonatkozo tiikrozésnél
£2 o6nmagaba, 2, pedig a oo-be megy at. Ugyanekkor £, tiikorképe az S
pontnak a valos tengelyen levd £2) vetiilete, minthogy THALES tétele értelmé-
ben 2,82,< derékszog és igy

2,9, 2,92, — 9,8~
Ezekbol folyolag az £2,£2,2 korivharomszognek az [ korre vonatkozd tiikor-
képe a oo 2,2 korivharomszog. Mivel pédig az utdbbira nyilvan igaz a tétel
(5. abra) és az inverzional a szogek nagysiga megmarad, azért a tétel érvé-
nyes az eredeti £2,£2,£2 korivharomszogre is.

Ha marmost kiindulva a valos tengelyt érintd és egymassal Kiviilrol
érintkezd két korbol (amelyek egyike a valos tengellyel parhuzamos egyenes
is lehet, mint azt a oo-ben érinté elfajul6 kor) a fenti médon megszerkeszt-
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6. dbra

jiik az ezeket és a valos tengelyt érint6 két aj kort, majd az igy nyert négy
kor koziil kettd-kettore ismételjiik a szerkesztést, a most mar nyolc korbol
allo rendszerben kett6-kettore tjra ismételjiik s igy tovabb, akkor a mondot-
tak szerint harom-harom egymdssal kettenként Kkiviilr6l érintkez6 kornek a
valos tengellyel "valo érintési pontjai alkotta: korivharomszogek egy ilyennek
az oldalakra-vonatkozo szukcessziv tiikrozésével adédnak. Es a szerkesztés
folyaman minden ilyen korivharomszog a harom magassiga altal hat koriv-
haromszégre bomlik, amelyeknek szogei 90°, 60° és 0°. Az igy nyert harom-
szogek koziil kettdt-kett6t, amelyeknek kozos oldalan derékszog és 0-szog
van, egy haromszoggé - egyesitve, a korivharomszogeknek olyan hélozatat
nyerjiik, amelyben mindegyik haromszognek két szoge 60°, egy pedig 0-szog.
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Ezt a szerkesztést arra az esetre alkalmazva, amelyben a kiinduldsul
szolgald két kor egyike a O és i pontokat Osszekotd egyenesdarabra mint
atmérore szerkesztett x*—y -i- y*-— 0 egyenletii kor, a masik pedig ezt az i pont-
ban érintd y=-1 egyenes (mint elfajuld kor), a fentebbiek értelmében éppen
‘@ modularis alakzat all eld (6. abra, ahol a haromsz6gek hatira vastagon van
kihtizva).

2. §. A modularis csoport geometriai interpretacioja

A rovidség kedvéért bevezetiink néhany atmeneti elnevezést. Nevezziink
a valos tengelyt érintd koroknek abban a rendszerében, amely a modularis
alakzat fenti szerkesztésében szerepel, vagyis amelyet az x*—y—+y* -0 kor
és az y=1 egyenes (mint elfajulé kor) a leirt szerkesztés szerint definial,
minden kort segédkirnek, az egyes érintési pontokat az illetd segédkor valos
tengelyen 1évd érintési pontjaval osszekotd és e tengelyre merdleges koriveket
e segédk(')r borddinak. (Ez ut(’)bbiak a 6. d4bran szaggatott vonallal vannak

(elfa]ulo konvek), amelyek ennek érintési pontjait a oc-nel kotik Ossze; az i
pontot a oc-nel Osszekotd félegyenes neveztessék alapborddnak. A moduléris
alakzat korivharomszogeit nevezziitk sdrkdnyoknak, ezek kozil az (1) alatti
szogpontokkal birdt alapsdrkdnynak. Végiil a valds egyiitthatos (2) alatti
linedris transzformaciokat (amelyek az y > O félsikot, valamint a valos tengelyt
onmagaba viszik at) nevezziik hiperbolikus mozgdsoknak.) lsmeretes, hogy e
mozgasok kor- és szogtartdak, minthogy a valos tengely mentén valo eltolas-
bol, az egységkorre vonatkozd inverzid- és a képzetes tengely koriili atfordi-
tashol, tovabba a kezdopontra vonatkozd hasonlosagi transzformaciobél tevod-
nek oOssze, amint (2)-re tekintettel y==0 esetén az

«w + - « l'
o - Y R ( ()
! e ((v) -+ —
. '
v=0 esetén pedig az
«w —{— &

1 s
O o + 0

atalakitasbol kozvetleniil lathatjuk is. Ennek alapjan nyilvanvalo, hogy barme-
lyik sarkany hiperbolikus mozgassal atvihetd az alapsarkanyba; ez ti. az a
mozgas, amely a sarkdny valds tengelyen lévd szogpontjahoz tartozo magas-
sagat képezd bordat az alapbordaba viszi at. Az egyes sarkanyokat az alap-
sarkanyba vivd hiperbolikus mozgasok tehat azonosak az egyes bordakat az
. alapbordaba atvivé mozgasokkal

) Ezek a felsd félsiknak mint hiperbolikus siknak a ‘mozgdsai, analitikusan kifejezve
(v. 6. az 1) jegyzettel).
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Bebizonyitjuk, hogy az egyes borddkat az alapborddba vivg ezen hiper-
bolikus mozgdsok a moduldris csoportot alkotjdk. Ez a mondottak alapjan
nyilvan ekvivalens R. DEDEKIND idézett tételének azzal a részével, amely sze-
rint — az imént bevezetett kifejezésmdodot hasznalva — a moduldris csoport
az alapsarkanyt az egyes sarkanyokba atvivd hiperbolikus mozgasok csoportjs.

Jeloljiik az y =1 segédkort L,-lal (6. abra); ennek egyik bordaja az
alapborda, amely az / pontot a oc-nel koti 0ssze. Minden borda, barmelyik
segédkorhoz tartozzék is, ugy nyerhetd, hogy vessziik az L, segédkort, azutan
az ezt érintd egyik L, segédkort, majd az utobbit érintd egyik L, segédkort
és igy tovabb, végiil az L, -et érintd egyik L, segédkort’s abban valamelyik
bordat. Teljes indukcioval megmutatjuk, hogy ezt az alapbordaba viszi valamely

o == @y —— :
ap-1—
3) S
al _ Lo
- D)
hiperbolikus mozgas, ahol a,, @\, ..., . raciondlis egész szamok. (Ez alatt

n=0_0 esetén az o’ - a,+ o ‘mozgast értjiik.)

Az allitds n . -0-ra igaz, mert az L, segédkorben két szomszédos borda
tavolsdga 1 lévén, ennek barmely bordéjat az alapbordaba viszi bizonyos
o ==q,~+ o hiperbolikus mozgas, ahol a, raciondlis egész szam. Tegyiik fel
most, hogy az allitds (n— 1)-re igaz; megmutatjuk, hogy akkor igaz n-re is.
Tekintsiik L, ;-nek azt a bordajat, amely L... és L, érintkezési pontjahoz
tartozik. Ezt feltevésiink szerint az alapbordaba viszi valamely

1
an.—’ —.
C— 1
u] — . ;
ang 1~

S.a(m)- -aiq1—

hiperbolikus mozgas, ahol q,, a,, ..., a,.1 racionalis egész szamok. E mozgds
az L, segédkornek ugyanezen érintkezési ponthoz tartozé bordajat (amely az
elobbit a valos tengelyre merdleges félkorré egésziti ki) nyilvan az Lyt az |
pontban érintdé L} segédkornek (6. dbra) ehhez a ponthoz tartozé borddajaba,
vagyis e pontot a O ponttal 0sszekotd- egyenesdarabba viszi at. Ennélfogva a
—1/8.-1(m) hiperbolikus mozgés L.-nek ezt a bordajat az alapbordaba viszi.
Minthogy ekkor maga L, nyilvan L,-ba keriil bordastol, azért L,,-nek valamely
kiszemelt bordajat az alapbordaba viszi at blzonyos

Si(m)=a,— ‘S;m

hiperbolikus mozgas, ahol a, szintén racionalis egész szam. Ez azonban
S.-1(w) fenti alakjara tekintettel éppen a (3) alatti alakkal bir. Az aliitas -
tehat valoban n-re is igaz. Ennéifogva az allitdis minden n-re igaz.
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" ,
Hasonloképp mutathatjuk meg teljes indukcioval, hogy forditva, minden
(3) alatti hiperbolikus mozgéas, amelyben -a, a,, ..., a, raciondlis egész sza-

mok, egy a leirt modon eléallo L, segédkor valamely bordéjat viszi az alap-
bordaba. Specidlisan az a,-+ @ alaka hiperbolikus mozgdsok, amelyekben a,
raciondlis egész szam, az L, egyes borddit viszik &t az alapbordédba.

Ezek szerint az egyes borddkat az alapborddba vivé hiperbolikus moz-
gasok Osszességét azok a (3) alatti alakkal biré mozgasok alkotjak, amelyek-
ben a,,a,, ..., a, raciondlis egész szamok. Minthogy pedig a bevezetésben
mondottak szerint az utébbiak éppen a modularis csoportot alkotjdk, ezzel a
fenti tétel be van bizonyitva.

Amint e bizonyitasbél is lathato, a modularis csoportnak ez a geometriai
interpretdcidja, vagyis amely szerint (az eredeti fogalmazésban) e csoport az
(1) alatti szogpontokkal biré korivharomszoget '‘a moduldris alakzat egyes
. haromszogeibe atvivo valos egyiitthatés (2) alatti transzformaciok csoportja,
fiiggetlen attél, hogy ez alakzat az egész felsd félsikot kitolti-e vagy- sem.

3. §. A modularis alakzat hézagtalansaga

Bebizonyitjuk most R. DEDEKIND szobanforgd tételének azt a részét,
amely szerint a modularis alakzat az egész fels6 félsikot Kitdlti, roviden
sz6lva hézagtalan. Ennek bebizonyitdsat [12] a kovetkezo tételre alapitjuk:

Legyen p, a félkorik alkotta EHZ korzvharomszog, ahol Z a = és H
kozé esik. E kirivhdromszog a 27 és a HZ oldalakra vonatkozo . tikirke-
peivel kiegészitve legyen a p, kérivpoligon, ez az el6bbi kiegészitd hdromszigek-
nek a két-két ij oldalra vonatkozo tukorkepezvel kiegészitve legyen ps S gy

tovdbb. Akkor feltéve, hogy -Z HZ a p,. korivpoligon ZR-t61 kulonbozo
' oldalai koziil a =-bol kiindulo a legnagyobb.

7. dbra

Bizonyitds. Az allitas n— 1-re igaz a feltevés szerint. Megmutatjuk,
hogy ha n-re igaz a leirt modon el6alld barmely korivpoligon esetén, akkor
(n+1)-re i¢ érvényes. Legyenek p,.;-nek a =H egyenesre (avalos tengelyre)
esd szogpontjai (7. abra)

RO RGO -
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Ezek koziil =, , a szerkesztésbdl folyolag H-nak a 27 ivre vonatkozo, H,,
pedlo Z-nek HZ-re vonatkozo tukorkepe tehat nyilvan
—:22:1-! -/T-i':_:)‘t lZ HH)H e H)n lZ
Ennélfogva indukciofeltevésiink szerint a Z= =, S e ko'rivpoligonnak'
' ' g e st g
(4) ¥ TR, STy e y—)H ]Z
oldalai koziil a légnagyobb 5? hasonlokepp ZHH <. Hy o hek
) HH,, HH,, ..., H, 2

oldalai koziil a legnagyobb HH De Z-bodl a -H—ra meroleges ZB félkort
hiizva, a szerkesztésb6l nyilvan kovetkezik, hogy a Z==,... _, koriv-

poligon tiikbrképe Z6-ra éppen ZHH,...H,, ,. S mivel £Z= HZ folytan
elobbi a Z6-t tartalmazo koron kiviil van, azért 55, =HH,. Ennélogva
valamennyi (4) és (5) alatti iv’Kﬁzﬁl. (amelyek p,.,-nek a ZH-t6l kiilonbozo
osszes oldalai) a legnagyobb ==, az allitis (n-1)-re is igaz. Tehat az
allitas minden n-re igaz. Qu. e. d.

Jeloljiik p.-nek a ZH-t6] kiilonbozd oldalai koziil ezt a =-bol kiinduld
legnagyobb ivet o,-nel és legyen  ennek atmérdje d,. Egyontetiiség kedvéért
legyen o, — ZH és ennek atméréje d,. A szerkesztésbol folydlag o, ;-nek a
o,-re vonatkozo tiikirképe oy, (8. dbra), tehat

o -4 4]

vagyis

d,
_2— (du-,bl + dn l) G 07

d, ld:iyl_—

honnan
=3 1 r 3
Z{T'j 2 (d;1_1+d71- )
(n=1,2,3,...).



A MODULARIS CSOPORT GEOMETRIAL INTERPRETACIOJAROL * 11

Eszerint

Ql__.
Q 3
=

noveked6 szamtani haladvanyt alkomak s igy 1/d,— 4 oo, azaz
(6) : © d,—0. LY
Most, mar konnyli megmutatnunk, hogy a ZH félkor és az dtmérdje

dltal hatdrolt félkorkaréj bdrmely belso pontja eléggé nagy n mellett a p,
korzvpollgon belsejeben van.

9. dbra '

Legyen ui. e felkorkare] valamely bels6é P pont]anak ordinataja b. (6)

alapjan ] .

(7) %— < b, ha'n eléggé nagy.

Miutan fenti tétéliink szerint a p, korivpoligonnak a ZH-t6] kiilonbozd olda-
lai koziil a- legnagyobb o,, amelynek sugara %, azért (7)-bél kovetkezik,
hogy mindezen félkorivek sugara kisebb b-nél, tehat ezek valamennyien a P
ponton atmend y=b egyenes alatt vannak (9. dbra). Kovetkezoleg P a p,
korivpoligon belsejében van.

Ez utobbi tételbdl mdarmost nyilvan kovetkezik, hogy a felsd félsikon
felvett 01 korivharomszognek az oldalakra vonatkozo - szukcessziv tiikrozé-
. sével nyert haromszoghalozat az egész felsd félsikot kitolti. Ugyanez érvényes
tehat a modularis alakzatra is, amely e halozatbol az egyes korivharomszo-
geknek -a magassdgokkal valéo hat részre osztdsdval s az igy nyert kisebb.
haromszogeknek paronkénti osszefoglalasaval keletkezik. Ezzel a modularis
alakzat hézagtalansagat bebizonyitottuk.

Budapesti Eotvos Lordnd Tudomdnyegyetem
Matematikai Intézete.
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