ORTOGONALIS POLINOMOKROL*
FREUD GEZA

Bemutatia Turdn Pdl r. tag az 1954. november 12-én tartott felolvaso iilésen

Bevezetés

Legyen w(x)€L egy (—1, -+ 1)-ben definialt, nemnegativ sulyfiiggvény
+1
| wx)dx >0 )
: 1
és |p.(x)} legyen a w(x) sulyfiiggvényhez tartozé a (—1, + 1) intervaliumban
ortogonalis és normdlt polinomok sorozata. A szerz§ két korabbi cikkében [2],
[3] ezen polinomok szerinti sorfejtéseket vizsgalta arra az esetre, ha a poli- -
nomok sorozata eleget tesz az
u 1

(1) ' [p, (OF = 0(n)

feltételnek, azaz a polinomsorozat négyzete kozépértékben korlatos. Kimutattuk,
hogy az f(x) € L*(w) fiiggvény ortogondlis polinomsora ebben az esetben minden
Lebesgue-pontban abszolut (C, 1)-szummalhatd, tovabba altalanositottuk S.N.
BErNsTEINnek a Fourier-sorok abszolut konvergencidjara vonatkozé tételét [3)
az ilyen tipusu ortogondlis polinomsorfejtésekre. Ezen tételeknek az adott
kiilonds jelentdséget, hogy mint.a szerzd [2] dolgozataban bebizonyitotta, ha
(—1, +1)-nek egy tetszbleges (a,b) részintervallumaban w(x) = m >0, az
ortogondlis polinomok az (a, b)) minden belsd részintervallumaban egyenlete-
sen négyzetes kozépértékben korlatosak.

Ezen tételek érdekessége abban all, hogy az ortogonalis polinomsorfejtés
abszolut konvergencidjara, ill. (C, 1) szummalhatosdgara a sulyfiiggvény visel-
kedésébol kovetkeztethetiink anélkiil, hogy az ortogonalls polinomok korlatos-
sagarol barmit is feltennénk.

Az a kérdés, hogy nem teljesiil-e (1) majdnem minden olyan x €(—1, -+ _1)
pontban, ahol w(x)>0, igen nehéznek latszik, és a szerzd nem is tud ra jelenleg
felelni.- Megmutatjuk azonban, hogy amennyiben a w(x) stlyfiiggvény egy eléggé
altaldnos strukturdlis feltételnek tesz eleget igy majdnem minden x-re (1)
teljestil.

Legyen a tovabbiakban

_ y w(cos #)sin 6 ' 0=60=:x
@ YO=y o HE[0, ]

* E dolgozat német nyelven megjelent az Acta Math. Hung. V. k. 3—4. fiizetében.
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W(O + h)— W(6)

I. TETEL: Legyen /1 elegendd kis értékére L-integral- .

W (h)
hato és '
3) : W “u% W), a0 |1og = ,1;)

ahol « > 1. Akkor (1) majdnem minden x helyen teljesiil.

Masrészt megmutatjuk, hogy az (1) alatti kifejezés viselkedésérdl a w(x)
zérushelyeib6l ali6 N ponthalmaz felett minden mellékfeitevés nélkiil attekin-
tést nyerhetiink:

Il TETEL. Az N halmaz ‘majdnem minden pontjaban
(4) 7 lim ’1{ D pi(x) - o<
no.oe Te=t)

Az 1. tételnek legemlitésreméltobb kovetkezménye:

LI TETEL: A sulyfiiggvény elégitse ki ugyanazokat a feltételeket, mint az
I. tételben. Akkor minden f€L*(w) figgvény ortogonalis polinomsora az egész
ortogonalitasi,intervallum majdnem minden pontjaban erésen (C, 1) szummalhatd.

TANDORI KAROLY egy a szerz0ét megel6zd dolgozataban [5] kimutatta
egy f€ L*(w) fiiggvény ortogonalis polinomsoranak erés (C, 1) szummalhato-
sagat azon erfsebb feltétel mellett, hogy a polinomsorozat az ortogonalitasi
intervallum egy (e, #) belsé részintervallumaban egyenletesen korlatos. TANDORI
dolgozataban megemliti tételének kovetkezményét: ha a w(x) silyfiggvény
egy pozitiv mértékii N ponthalmazon zérus, akkor a normalt ortogondlis poli-
nomsorozat nem maradhat az N halmazon egyenletesen korlatos. A 1l tétel
a fenti allitds finomitasanak tekintheto. .

. n-1
L ' pi(x) approximdcidja az L-térben
Kz l)
Meggondolasainkban, mint a szerzd tobb el6zé dolgozataban is, fontos
szerepet jatszik az alabbi lemma:

I. SEGEDTETEL: Tekintsiik az dsszes olyan legfeljebb n— I-edfoki @, 1(x)
polinomokat, melyekre
+1

(5) ,-’. [ O WD)t =< 1.

Akkor [®, (x)} ponfos maximuma
n-1

(6) | > pi ) = Ba(x).
LY
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és ezt a maximumot akkor veszi fel, ha

_nl

.\ > pi(x) pif)
D, i (t) =

-1

\\‘ ’()\

(Lasd SzeGO [4] 38. o. 3.1, 3 tétel, ERDOS és TURAN [1]). Erd6s és Turan
([1], 539—540 o.) egy gondolata nyomén legyen specidlisan

n-1

AT

(7) - d)ml(t): +.1 = i

n-1 t,

( > T,(x) T (u) w(u)a’u

ahol T(,(t)EI,% €s Ti(x) a k-adfoki Csebisev-polinom.

Akkor a 'segédtétel értelmében

n-1 .
| - > Tk(x)’
(8) : \ pl (x) = — l U S

Tn-l

]( N7 (x) T (z‘)} w(t)dt

. 1 1 sin2n—1)6 2 :
__(” 2 + 2 siné ) 1
= o

2

on-l 2

l , D Tu(x) T,L.(u)l w(u)du
J Lk ]
-1 .

ahol #-=arccos x.
Marmost tekintettel (2)-re

n-1

s -1 2 :l - 12 .
‘ [,_3_: Ti(x) T,,.(u)] w(ndu =- ‘ I—;— € Z: cos k6 cos k(p] W(g)d(¢) =
JOEE= J = .
-1

) l—_——-{— 1 sin (,’i;{:;»l)(i
T2 2 W)

?

-1 :
j |_+_ cos k 6 cos k(/l [W(g)— W(B)) dg.
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Elemi, a Fourier-sporok elméletéh(ﬂ ismert szamitdssal adddik, hogy

| n-1
! + ' cos k# cos k(;

b

hacsak 0 = ¢ = :r és 0= ¢ = :r. Igy tehat

= ¢, Min (/1' - _—I_FJ’

+1

1 sin@2n—1)f ¢

n- l) . n__~+
l [ M T (x) T (u)] w(u) du<%» —72 smﬂr - \ W((j)+
-0 .
®) +c.,',‘Min {'n _— 7,__\) | W(ql)— W(tldy (
S g — g “y
. . : .1 _a—b . . st
(8) és (9)-bol, az elemi A =0 egyenlétienség felhasznalasaval :
u-1 ‘
1o . i 1 sin (2/1—1)0 1
> L I el L .
' .,.'éf~p]" (cos ) = (\n 2 + 2 sin # T
(10) ) | |
W(#)—c. | Min (.,,, ___,1_7) W) —W(g) dy
. b b —gf
w*(6) o
Ebb61 egyszerii atalakitdssal . kovetkezik
L1 - L IWO)—W(g)|
= Mo (cos ) W(H) <= ¢ | Min (n nle— ‘PT W) dy -+
1 sin(2n—1)4 1)
an- ton “+ g )

Vezessiik be az
(g @ ha a>0
v 10 ha a=0 .

jelolest. Mivel (11) jobboldala mindig pozitiv, az egyenlbtienség akkor is
helyes marad, ha a baloldalt a pozitiv részével helyettesitjiik. ¢ szerint integ-
© ralva igy kap;uk

f1_1

. ‘:’l; n ;_:

+

;’(cos (7)W(ﬂ)\ dy =

a1
Al

axT

(12) ) = .‘.’.Mill (.n, p iHl—(/» . )l W(ﬁ&/—(ﬂ‘;’(%)l do a'(p‘—}—

00

1 ¢ 'sin(2n—1) 6|
'Fz'rz"(”? sinf )m
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A (12) e‘gyenlfitlenség jobboldaldn a masodik tag O‘l_o_g_g) nagysagrendi. Az

" elsé tagként szerepld integralban vezessiik be — 6 mellett — a s — 6— -

valtozdt, akkor (2) flgyelembevetelevel kapjuk

T

HM‘“("’ s

O 1

— Jan (/n *—) “W(ﬁ = h)— W) d(jza’h |

1) W) —W(g)
—t) W)

dfdg —

w(#)
. .
. W(ﬁJ—h)—W(ﬁ)
- n
] W ‘”’\d’
1 [‘dh'j CIWORD—WO) . IWE—h)—W®), |
Tl | | W) “«r wW(A) d”“
1 L0 : : 0 - .
. R ‘
és igy (3) felhasznalasaval
(i (0 1| IWEO—WE)
H Min {\n, iz G) df dg =-0(log=n),
%0 . -
tehat (12)-bol
‘ 1 1 n

115 > 7 (cos )Wt | Uat— Olog «n)

[ T

0

Tekintettel arra, hogy a p.(x) polinomok normaltak, és igy

Hi— 1 :p;(cosﬁ)W(ﬁ) a6 =0,

(13)-bol kovetkezik, hogy

i
X n-1

(14) L= | | r—ié_, P2 (cos 6) W(e) dt = O(log n).

<
0

"Ezt a becslést fog]uk'felhasznalm az . tétel bizonyitasara.
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H— L
I §. Becsles p,(x) re

A (14) egyenlttlenségbdl leolvashato, hogy

_’l .
:: l'_”'< oo,
r=1
tehat majdnem minden #-ra
N B
15 lim - N pi(cost) -
( ) 1’7;3:21' - P ( ) W(ﬂ)

Rogzitsiink most egy 6-t, amelyre (15) teljesiil, akkor ezen # helyhez valaszt-
haté olyan K(#) r-t6él fiiggetlen pozitiv szdm, hogy

LI |
N pi(cos #) < K2" ye-0,1,2, ...
h—=t) ) »

Legyen most n egy tetszdleges egész szam, é€s

! 2m~l = ”<2m
akkor

n-1 ant ~1

¢ DN pi(cost) = p, (cos #) == K2" = 2Kn.
JomeQ) I

. Mivel azon -k halmaza, melyekrg (15) nem all fenn, az x = cos ¥ leképezés
utan ismét egy nullmértékit halmazba megy at, bizonyitdsunk teljes.

A [l. tétel bizonyitdsa.
A w(x) (—1, +1) nyilt intervallumba es6 zerushelyel N halmazanak
majdnem minden x pontja Lebesgue-pont, azaz

r+h

(16) | w@yat - o(h).

Kimutatjuk, hogy minden ilyen x pontra (4) érvényes. A ®,_(f)-nek ismét
a (7) képletben definialt polinomot valasztjuk, akkor (5) mindenesetre teljesiil,
mégpedig az egyenidségjellel.

Egy ma mar klasszikusnak mondhato okoskodassal, amivel a Fejér—
Lebesgue-tételt bizonyitjak, belathatd, hogy tekintettel (15)-re

+1

*f n-1
(7 ‘ [2 T;(x)T;(u)] w(u)du = o(n).
Ennek k()vetkeztében, tekintettel (7)-re
(18) _ lim — d),, 1(x) - = o,
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és végiil (6) és (18)-bol
n-1'
lim — > pi (x) =oo.

n=wx 11 k=0

Q.e. d.

. = IRODALOM

[1] P. Erpés and P. Turax: On interpolation Ilf. Annals of Math. 41 (1940), 510—553.

I2] G. Freun: Uber die starke (C, 1)— Summierbarkeit von orthogonalen Polynomreihen:
Acta Math. Ac. Sci. Hung. 3 (1952), 83—88.

[3] G. Freup: Uber die absolute Konvergenz von orthogonalen Polynomreihen. Acta Math.
Ac.>Sci. Hung. 4 (1953), 127—136.

14] G. Szec6 : Orthogonal polynomials. Amer. Math. Soc. Coll. Publ. Vol. XXIll. (1939).

[5] K. Tanoori: Uber die’ Cesarosche Summierbarkeit der orthogonalen Polynomrenhen
Acta. Math. Sci. Ac. Hung. 3 (1952), 73—82.



	5. kötet / 1. sz.

	Tudományos közlemények�����������������������������
	FREUD GÉZA: Ortogonális polinomokról�������������������������������������������


	Oldalszámok������������������
	21���������
	22���������
	23���������
	24���������
	25���������
	26���������
	27���������


