AZ HERMITE—FEJERELE INTERPOLACIOS ELJARAS
KONVERGENCIAJAROL*

FREUD GEZA

Bevezetés

Legyen w(x) € L egy (—1,+ 1)-ben definidlt nemnegativ sulyfiiggvény,
{p.(x)} legyen a w(x) stilyfiiggvényhez tartozo n-edfokt ortogonalis polinomok
sorozata. p,(x) gyokei legyenek xy., X2., ..., X.n és az ezen alappontokhoz tar-
tozd Hermite—Fejér-féle interpolacios alapfiiggvények

( 1) ) Tien (X) == Ukn (x) l;fn (X)
és )
(2) i (X) == (X =) b (),

ahol [..(x) az {x;.} alappontrendszer x;, alappontjahoz tartozo Lagrange-féle
interpolacios alapfiiggvény

| . Pu(X) .
3 ) ) %)

tovabba

N P (Xin)
(4) ) 1 /;,,'(X) - 1— }J:G;y (x_xkn)-

Az Hermite-féle interpoldcios alapfiiggvények definicioja értelmében tetszbleges
legfeljebb 2n—1-edfokli 22,2 (x) polinomra

(5) . -'T2n——1-(x) : ;: [hlm .(x)-'T:Zn—l (xl:n) + i)lm (x)-'-r:/ln—l (xl.':l)]-
Legyen a tovabbiakban f(x) egy (— 1, +4- 1)-ben definialt fiiggvény, és tekintsiik a
6) Ho(f5.%) = 2 i) f (i) + 2 () i

polinomsorozatot, ahol a {d..} egyébként tetszOleges szamértékek nagysag-
rendjére késdbb kikotéseket tesziink. H,(f;x) az a legfeljebb 2 n— l1-edfoku
polinom, amely az x:, helyeken egyenld f(x)-szel, és ugyanott differencial-
hanyadosa eldirt dy., (k==1,2,... n) értékeket vesz fel. A (6) polinomsorozat
vizsgalataval el6szor FeJER LipoT [4], [B], [6], [9] foglalkozott. FEJER nmyomén
" normalisnak neveziink egy alappontsorozatot, ha az ¢sszes alappontokra

) . v (%) =0 —1=x=1,

* E dolgozat német nyelven 1110gjelént az Acta Math. Ac. Sc. Hung. V. kotetében.
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és szigortian normadlisnak, ha )

®) U (X)=0>0 —l=x=1,

ahol ¢ k-tol és n-t6l fiiggetlen pozitiv szam. Fejér [7] kimutatta, hogy az
(1—x)(1 4+ x)? sulyfiiggvényre ortogondlis Jacobi-féle polinomok gyokei nor-
malis alappontrendszert alkotnak, ha — 1 <¢, #=0 és szigortian normalis alap-
pontrendszert, ha — 1< ¢, §<0. Maga FEJER az Hermite-féle interpolacids eljarast
els6sorban arra az esetre vizsgélta, ha az alappontok a Csebisev- (¢=— 3=

= —%), ill, Legendre— (t=p=0) _polihomok gyokei. A Csebisev-esetben

kimutatta, hogy a (6) Hermite-féle interpolaciés paraboldk (—1,--1)-ben
egyenletesen tartanak f(x)-hez, ha a d., derivaltértekekre k-ban egyenlete-
sen a

~n 1

©) o 0( logn) V1—x2,

becslés érvényes. Kimutatta tovabbd, hogy amennyiben az alappontok a
Legendre-polinomok gyokei és a d;. szdmok egyenletesen korlatosak, az inter-
polaciosorozat (—1, - 1) minden belsé részintervalluméban egyenletesen kon-
vergal. Késobb FEJER [9] kimutatta, hogy tetszOleges normdlis alappontrend-
szer esetén is H,(f;x)—f(x) hacsak a d;, szammatrixot f(x)-t6l fiiggden
alkalmas médon vélasztjuk. FEJER munkajahoz csatlakozik GRUNWALD GEzA
dolgozata [13]; ebben kimutatja, hogy az Hermite-féle interpolaciés parabolak
(—1,-+1) minden belst részintervallumadban f(x)-hez tartanak, ha az alap-
pontrendszer normalis és a {d;.} szammatrix tagjai egyenletesen korldtosak.
Ha ezenfeliil az alappontrendszer szigorﬂan'normélis, akkor a konvergencia
az egész (— 1,4+ 1) intervallumban egyenletes. Kimutatta még, hogy ebben az
esetben a {d.,} matrix korlatossaga helyettesithetd |d.,|<An°*-nal, ahol 0 a
(8)-ban fellépd pozitiv szam.

Csak Jacobi-polinomokra szoritkozva (az «>0,3>0 esetre is), az
Hermite-féle interpolaciés eljaras konvergencidjat SZEGO |16]és SHOHAT [15]
vizsgaltak. '

TURAN PAL vetette fel a kérdést személyes megbeszélések soran, nem
lehet-e az Hermite-féle interpolacios eljards konvergencidjara kovetkeztetni, ha
az {x..} alappontrendszernek egy dltalanos w(x) pozitiv sulyfiiggvényhez
tartozé ortogondlis polinomok zérushelyeit valasztjuk. A tovabbiakban az ilyen
interpolacios eljarast ,w(x)-hez rendelt interpolacionak“ fogjuk nevezni. Tajé-
kozdédés szempontjabdl megjegyezziik, hogy bizonyos Jacobi-polinomok esetén
Fejer [7] (7) ill. (8) fennalldsat az ezem polinomokra érvényes masodrendii
linedris differencidlegyenlet segitségével bizonyitotta. Az a probléma viszont,
hogy az ortogondlis polinomok milyen &ltaldnosabb osztalydhoz adhatd meg
ilyen differencidlegyenlet, az ortogonalis polinomok elméletének mind a mai
napig megoldatlan nehéz kérdése. Altaldnos sulyfiiggvényhez tartozo poli-
nomok gyoOkhelyeit valasztva alappontoknak, ez ideig az sem volt isme-
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retes, hogy az Hermite-interpolacio konvergal-e, ha f(x) folytonosan differen-
cialhatd és di, = f'(xin).

TURAN PAL egy szobeli kozlése szerint, ha a w(cosf) sinfl == g () fligg-
vény a 0=6=:-ben egyenletesen 1-nél nagyobb exponensii logaritmikus
Lipschitz-feltételnek tesz eleget, akkor a w(x)-hez rendelt Hermite—Fejér-féle
lépcsdparabola folytonos f(x) esetén konvergdl. Ennek bizonyitdsa S. N. BERN-
STEIN [1] tétele alapjan végezhetd, amely ezen feltétel mellett aszimptotikus
kifejezést szolgaltat p.(x)-re.

Az alabbiakban két tételt fogunk bizonyitani:

Mindkét tételiinknél feltételezziik, hogy a w(x) stlyfiiggvényhez tartozo
normalt ortogondlis polinomok sorozata az (¢, 3) részintervallumban egyen-
letesen korldtos : -

(10) ()| =K C=EX=p5

Tovabba a {d..} szdmmatrixot Ggy valasztjuk, hogy

0(———~*), ha (nglmép‘
(1 1) dl.‘u - s log .

. n o .
/0) Mln ( —:Z,Tf'_-__:. 3 n’)} ‘ mmdell XI,-,I"re

3
xm~-ben egyenletesen fennalljon.
Bebizonyitjuk a kovetkezd két télelt:

I. TETEL: A w(x)€L sulyfuggveny legyen az egész [—1 —{—1] zart
intervallumban folytonos és pozitiv, tovdbbd w(x) (e, 3)-ban tegyen eleget a

¢ ) —wie) =ofog + Lo

Dini—Lipschitz-feltételnek. Akkor a (6) Hermite-féle interpolacidsorozat minden
«<E<p helyen f(E)-hez konvergal, ha f(x) a &, —1,+-1 helyeken folytonos,
(—1,+1)-ben korldtos fiiggvény. Ha f(x) az egész («, @)-ban folytonos, akkor
az interpolacidsorozat (e, ) minden belsd .részintervallumaban egyenletesen
konvergal. ' :

H. TETEL: Legyen ,
(13) O<m=wx)=M (—1<x<+410.

Az f(x) figgvény legyen a zart [—1,+ 1] intervallumban folytonos és az
(e, 8) részintervallumban tegyen eleget a

(14y 76) — e —otog * 1L )<u —x 0= 8)

Dini—Lipschitz-feltételnek. Akk01 a (6) Hermlte-fele interpolaciosorozat («, )
minden belsé részintervallumaban egyenletesen f(x)-hez konvergal.

Jegyezziikk meg, hogy a (13) alatti egyenlitlenség w(x) folytonosséga és
pozitivitdsa miatt 1. tétel feltevéseibo! is kovetkezik.
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A Cotes-féle szamok egy altalanositasa

Legyen py(x), pr(X), - .., pa(X), ... @ w(x)€ L pozitiv sulyfiiggvényhez tar-
tozé ortogonalis polinomok sorozata. Legyen —1 <&< 1 és legyenek

E‘El; ‘.5'2)"~-;H .
a Pu-t(E) 00 (X)— Pu(E)pu-i(x) x-ben  n-edfoki polinom gyokei; ezek egyike
& =& Egyelore kikotjiik, hogy p. 1(§)-{ 0. Legyenek L(x),,(x),..., L.(x) a
1&} alappontrendszerhez tartozo Lagrange-féle interpolaciés - parabolak és

vezessiik be az
-1

L) L8, | L © W) dx = i)
o1 .

jelolést. [,(x,85)-t a & helyhez tartozo Lagrange-paraboldnak, Z.(§)-t a & hely-
hez tartozd Cotes-féle szdmnak fogjuk nevezni. A Gauss— Jacobi-féle mecha-
nikus kvadraturaképlet altalanositdsaként fennall az -aldbbi 0Osszefiiggés. Ha
Ty 2(x) tetszéleges legfeljebb 2n—2-edfokt polinom, akkor

(15) J" a2 (X)W(x) d x == 1»'\-'-“; - 2(5) ‘ L(x)w(x) dx,
ahol 1 -‘1 v
aey | h@w dx = | ) w) dx >0

Ebbd] leolvashato, hogy
+1 ' 1 .

a7 @ = | LExHwEdx- | Exwx) dx >0,

tovabba hogy 4,(£) a pontos minimuma az

-1

| [ (0 w(x) dx
1
. integrainak, ha :r..1(x) végigfut az osszes olyan legfeljebb n— 1-edfoki poli-
* nomokon, melyekre :z,.;(E) = 1. .
Megijegyezziik, hogy (15) és (16)-bdl leolvashat6 az az élesebb allitas,
hogy Z4.(§) az

1

| Tan2(X) Ww(x) dx

pontos minimuma, ha st,, »(x) az sszes legfeljebb 2n—2-edfokit polinomo-

kat befutja, melyek az egész zart [—1, -4 1] intervallumban nemnegativok - |

és a rTa,2(E) = 1 feltételt teljesitik.

* Lasd Fejér L. [8].
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Ezt a ‘minimumproblémat SzeGo G. [17], tovabba ErpOs P. és TURAN
P. [3] vizsgaltak. SzeGO G. [17] (3.1.3 tétel) egy nevezetes lemmaja alapjan

. 1 . «, 1
(18) () = V%g'n%@w%>mﬁM®

A ]obboldah egyenloséghez a Chrlstoffel—Darboux—fere osszegkepletet
hasznaltuk fel; «, jelenti x* egyiitthatojat a p.(x) polinomban.

Ityen médon a Gauss— Jacobi-féle mechanikus kvadratura n-edrendii Cotes-
féle szamait egy n-edrendii 1.(§) ,Cotes-fiiggvénnyé“ altalanositottuk, amely
nemcsak a p.(x) zérushelyein, hanem minden valés & helyen értelmezve van.

Ha p, ()= 0, akkor (18) alapjan lim ln(i’) == Ao-1(§), €zért 2 p,.1(x)
gyokhelyein definicidszeriien legyen vl (E)_ln 1(&) -

Ha w(x) = W(x) és .1.(5) a W(x)-hez rendelt n- -edrendit  Cotes-féle
fiiggvényt jelenti, a min.imumtu]a]donsagbol kovetkezik, hogy

(&) = A.(5).
Ezt az egyenlotlenseget eloszor ERDOS P. és TURAN P. [3] talaltak és alkal-
maztak interpolacidelméletbeli kérdésekre. =

Tekintettel (18)-ra, 4,(£) differencidlhato, és

1O PO @ @)
. in(,E) p;t(g)pn1(&)—,0;1—1(‘?)}7;:(.5)
Ha tehat x.. a p.(x) egyik gyoke, akkor -
. /{:r (xk.n) pl’L, (xkn)
19 ) .
(19) LG Pl |
A (19) képlet tovabbi meggondolasaink alapja, segitségével becsiiljiik .. (x)-et.

Erdds és Turan néhany tételérol

Osszes meggondolasunk kiindulopontja ERDOS és TURAN [3] intetpola-
cidelméleti munkaja. Roviden idézziik €s helyenként tovabbépitjilk azokat az
eredményeket, amelyek abbol a tovabbiakban felhasznalasra keriilnek. A 4, (&)
minimumtulajdonsagabol kiindulva, ez eldallithaté a

. 1
20 L(E) = g
( ) ' ’ ( ) \j Ilm(g)

_1 ;In

-alakban. Ebbol a 4, () minimdnutulajdonségénak és w(x) = m > 0-nak fethasz-
nalasaval ERDOS és TURAN* kimutattdk, hogy (—1, 4 1) minden bels6 rész-

* i . [3].

3 Matematikai és Fizikai Osztaly Kizleményei
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intervaliumara egyenletesen X
@1) R X Iy
. I_hl ;lm
w(x) = M-bdl kovetkezik, hogy letezik egy csak /z tol fiiggd pozitiv ¢,(f)

szam, melyre

Z G (/z)

(22) ‘ R (—1+h=x0=1—h)

teljesiil.. (21) és (22)-bdl kiindulva tnvnahsan heblzonylthato az alabbi segéd-
" tétel: .

1

I. SEGEDTETEL: Fennall
23 D B =0,

[#em ] 1D
ahol (—1-4h,1—h) a (—1, +4-1)-nek egy rogzitett belsé részintervalluma,
és (—1, +1) minden belsé részintervallumaban (23) x-ben egyenletesen
teljesiil. f

+ ErRDOS P. és TURAN P. megmutatjdk tovabba, hogy (13) kovetkeztében
léteznek c;(f) és c.(h) pozitiv szamok, hogy két (—1-4-h,1—h)-ba esd
sz20msz€dos. Xy, €S Xi.i. gy(’)khelyre fennall ‘a

(24) Ci(h) = t/--~] = Xk é (’)’
n n
egyenlotienség.
Il. SEGEDTETEL:
(25) () < 100M(—~ .

BizoNYiTAS: 4,(§) minimumtulajdonsdga kovetkeztében
(26) | 1 (®) = M. 1,(8),
ahol .4,(§) a h(x)=1 stlyfiggvényhez tartozé n-edik Cotes-féle fiiggvény.
Legyen
@) mea(cost) —g((i—9) g+ 9),

ahol E=cos 9 0=9 = és

Slnfi‘t‘ )
ORI 2
, A 22en24-1) |
R sin "2*

‘a_Jackson-féle approximacios magfiiggvény. JACKSON [14] tételét a
y sinf ha O0=6=xa
/

M=) 0 ha—a=p=0
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fiiggvényre alkalmazva, amely (0, 2:z)-ben eleget tesz a
|1(8) — (8] < |6, — 6]
Lipschitz-feitételnek, kapjuk, hogy*

(28) | ’ [g(0—9)+-g(t+ )] sin ¥ df)— sin &i<1ﬂg.

(27)-bol leolvashatd, hogy
(29) @ = 4m>~n

,’Tg;,-g(X)zl%’kpgn_g(X) polinom [—1, +1]—ben nemnegativ és a & helyen

“aa-2(E) = 1; tehat a minimumtulajdonsag és (28) figyelembevételével
. +1 +1
30 A (E) = [:‘rg’n_g(x)dx T ] [g(0—F)+g(B+9)]sinFd9 <

I -1

12) 7)) 1—-’?

7 (
G+ hadl
<o (sm v " —l—

(26) és (30)-bol kovetkezik (25).

III. Polinomok maximumanak becslésérdl

Idézziik S. N. BERNSTEIN kovetkezO tételét [1]: Legyen :v,(x) n-edfoka
polinom, (—1, 4 1)-ben teljesiiljon 4

1

|72, (x =—-~—

|7 ()] = i
akkor fennall a kovetkez6 becslés:

I (X)) = n-+1. .
Hasonl6 tételeket akarunk bizonyitani majoransfiiggvények egy joval altalano-
sabb osztalyara. Ezen altalanositott becsléseknek a tovabbiakban jelentds sze-
repiik lesz. A :T,(x) n-edfoki polinom majoransa [—1, 4 1]-ben legyen u(x):
(31) ‘ |5t (%)| = w(x) (—l=x= +1).
A u(x) fiiggvény a [—1, -4 1] véges szamu helyén valjék csak végtelenné és
ezen helyek egy kis kornyezetének klzarasaval a [—1, + 1] minden ponthalma-
zan legyen korlatos.
Ezen feltételek mellett minden (31)-nek eleget tevd polinom értékére egy

egységes, csak n-t6l és w(x) viselkedésétol fiiggd korlat adhatd meg. z,.(x)
maximuma [—I1, -+ 1]-ben legyen |:z.(x)i=g,. MARKOV tétele szerint

* Lasd pl. J. P. Nartanszon : Konstruktiv fiiggvénytan 88. o.

3%
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|7en(x)} = n* u” [—1, | 1]-ben. igy azokon az x, helyeken, melyek [—1, - 1]-be

! Ey.xu+‘ l‘

és egyuttal xo—~2—n— o7

-be esnek, az elsd kozépértéktétel szerint

| y
|zt (x(,)—:'r/, (x)| = T i, = 5

tehat |zt,(x)| = i‘:?i’ és végiil
‘ “o = 2} (N (xl
Ebb6i az alabbi tetel kovetkezik:

L. A. SEGEDTETEL. Legyen /, €[—1, -- 1] egy ZL hossztisagu intervallum,
legyen tovabba /.-ben wu*({,) w(x) also hatara és pu*(l,) felsd hatara, ha /I,

befutja {—1, 4-1] Osszes —2—1,1- hossziisagi részintervallumait. Akkor minden,

a (31)-nek eleget tevo legfeljebb n-edfoki polinomra érvényes a

i STy (x) l = 2 l‘:
becslés.

Hasonlo becslést kapunk, ha MARKOV tétele helyett BERNSTEIN tételét
alkalmazzuk egy trigonometrikus polinom derivéltjaira. Legyen w,(x) egy leg-
~ feljebb n-edfokd trigonometrikus polinom, és legyen

@Gla) () = v,
ahol r(x) egy 2ur. szerint periodikus, u(x)-hez hasonlo tulajdonsagu fiiggvény.

[11.B. SEGEDTETEL. Legyen /, egy tetszoleges —’]1— hosszusagt  intervallum

és ¥ ( J) == mt 1’(X), tovabba legyen vi=-—-sup r*(:J.). Ekkor (31a)-bdl kovet-
kezik '
fr.(x) = 27

Mlvel ct.(cos ) egy legfeljebb n-edfoku trigonometrikus polinom, a I1l. B.
segédtételbd] kovetkezik az aldbbi

HI. c. SEGEDTETEL: Legyen
@ () =inf u(¥)
Ji—g

4n

E—zi=t
s
15 = sup ™ ()
T . s )
ha & atfutja a %;H—T = l-nek elegettevo Osszes értékeket. Akkor (31)—pr

kovetkezik , . o ‘
[ (X)] = 2ug. (—1=x=1)
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: 3 : . T—F sin.
Figyeljiikk meg, hogy &:-cos ¥, & =cos & és [E—&| = l—lizgn—(},
4n 4n
1

tovabba 0 = ¢, 9 = :1-b6l kovetkezik, hogy ¢ — 9| = g

Ezen tétel els6 alkalmazasaként tekintsiink egy olyan f(x) fiiggvényt,
mely eleget tesz a [I. tétel kovetelményeinek, azaz [—1, + 1]-ben folytonos és
(@, 8)-ban eleget tesz a (14) alatti Dini—Lipschitz-feltéteinek. Ekkor létezik
egy olyan {q.(x)} polinomsorozat (pl. az f(x)-hez tartozé Jackson-féle appro-
ximacios polinomok), hogy g¢.(x) legfeljebb n-edfoki, és a folytonos f(x)-et
[—1, -~ 1]-ben g, (x)-szel egyenletesen approximalhatjuk tgy, hogy minden
(e, 3) részintervallumban :

(32) . =) —

Ezek el6rebocsatasaval megbecsiiljiik ¢/ (x)-et. Legyen el6szor x€(¢, #), akkor
(14) és (32)-bol kovetkezik

,q,,(x)—qn(xl) L f(x)—f(xn)] Lok

x—x, | | x—x | logn

1 ~ ’
0“]0g”’ S (e x<p).

:lx x,H (log lx— xJ)—r (Iogn):

* A jobboldal nagysagrendje, egy tetszéleges r(‘jgzitett pozitiv ¢y-ra és x—x,|> %

'rriellett, o(*n—J, tehat I11. C. tétel szerint, amennyibeﬁ wegy X~
log n . : —Xi :

ben n—1-edfokit polinom,
. BUPEN B O o
(33) | 4 =0{ o0y ) . (« < x <B)

az egeész («, 3) részintervallumban egyenletesen Masrészt minden [—1, + 1]~
ben levé x-re fenndll

g —q.(x) || fR)—f(x) ]

X—x iixxf‘

igy HL. A. és HI. C fételekbol kapjuk, hogy

0(1)

x—

e

. —— Il _—
(34) , gn(x) = %O(_I/l-—x‘{ ,
‘ : o(n)

[—1, - 1]-ben egyenletesen. (34)-et megkaphatjuk egy egyszeriibb, elegansabb
gondolatmenettel is, melyet el6szor FEJErR L. [10] alkalmazott trigonometrikus
sorok konjugaltjara vonatkozo dolgozatiban. Azonban (33) ezen a moédon
nem bizonyithato.
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IV. A hullimparabola becslése

IV. SEGEDTETEL: Az (¢-+20, 3—20d) valamely bels6 részintervailumaba
esd x értékekre egyenletesen
(35) N x| () — o(‘o—f’l).

P
|2p-xle @

BizoNyiTAs: Mint egy elbz dolgozatomban kimutattam [11]

: / Y - £ ®a -1 Pa (xkn)pn (x)
(36) () = !, Dot TendPal)
ahol .
(37) 0< @l .

n

Xj. €8 X1 legyenek p,(x) x-hez legkozelebbi gyokhelyei; akkor (25) és (10)
szerint

b o 3 ’ 1 ) a4 ]
38 > Xl ()< O (f,- ), D L
(38) |- ] < 6 | o e (), ) e e [ X Xk |

A X X [ (X)X — X, 0] D, ().

a X"-ban k==j és k -j--1 tagok nem szerepelnek. (24) baloldalabol kapjuk

1 ”‘ 1
v b \ L l
= 2;,_:_1 — O(nlog n).

I' —
(23) és (24) jobboldalabél
. 2 2 (1
10— X | G (X) 4 [ X = X1 0] Bt () == O(‘n—) .
ebbdl pedig (35) kovetkezik. B

V. SEGEDTETEL: Legyen

(39 i‘/;.-n.l <o I s [Vin| < o,
’ ’ Vl _x;“:}l )
akkor van egy n-tol fiiggetlen ¢, konstans, hogy a
(40) D ke <
. for-ay 126 [4

egyeniotlenség. fennall.

BizonyiTAs: (10), (36) és (37)-bol

- i 2 KZ ”" g 2 2
: I"(Im |'1kn'(x) = ? kZ:i l?kn* pnfl'(xl.‘n)ibkn; .

Imﬁml’n >0
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\ .
tehat tekintettel (39)-re és Il. segédtételre |57.| Aww = 200 Mo; igy kapjuk, hogy
| - 200 MK*o
f l/kn!lln(x)<—_“)—\ }Inpn l(xln)f

- Tln é k=1

i1

—200MK* 2, | sy w dx =
J et

‘ S 200M K20
| - e .
‘ ’ A &
V. Segédtételek a lépcsdparabola becsléséhez
VI. SEGEDTETEL :
(41) tﬁn(xln ‘é , ;
ki ) Zn
éS ' ) N
i "IlF cit I
@2 - Y
An
N .
BizonyiTAs: Az Erdés—Turan-féle variacios lemma értelmében, - miutan
w(x) = m,
l u 1 1 n- 12k ]
43 == \ T
( ) /nt(.E) Il-—() I(“) P}()
ahol Py(E) a k-adik Legendre-polinom. Ismert becslés* szerint

(44) ' ‘ . Pl(c)l_Vk(l

ahol ¢; k—tol és E-tol fiiggetlen, tehdt
A (E) Sl

Mxvel A (.;) 2n—2-edfoku polmom BERNS’TEIN—nek a Il rész elején
emlitett tételébdl kovetkezik ‘

(45) 0<

(46) i,,(E) = 2¢at’

¢és differencidlas utjan MARKOV tételének kovetkeztében
4O1 _ gen
4 (E)

* L. Szeg6 [17] 100. o.
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Ezzel (42)-t bizonyitottuk. Masrészt (45)-b6t &= cos# helyettesitéssel- kapjuk
' ' S siné S '
Z.(cosb) =

itt ‘egy 2n— l-edfoku trigonometrikus ‘polinom all, igy BERNSTEIN tételét alkal-
mazva dlfferenmalassal kapjuk, hogy '

=Cullg

(47) - ‘ l,,(cosﬁ)snﬁ‘ cos b = Do,
| Z(cosb) A (cos b

(46) és (47)-bol kovetkezik (41).
Megijegyezziik, hogy (42) a 1l A. segédtétel szerint (41) kovetkezmenye
1. és VI segedtetelekbol kovetkezik

! A'n (xl n
‘ }I "

no 11‘3.
i=x,’ ’

kn

(48) )i < c..Mm(

VII. SEGEDTETEL Az (¢4 20, 3—20) intervallumba es6é x-ekre egyen-
letesen

Z ltm(k)lhn(X) ;O(‘logn);
BIZONYITAS qutan (19) és (4) -b61
(49) Vi (X) == 1 - 2008 "(*’") (x—Xu)

az I. segédtétel szerint elegend6 klmutatnunk, hogy

N ] Z’I’l Xien ] -, X
|- ‘\—'! 6 ‘ 51__1. ) ! ‘x—x}.'ll l ll.'n (X) ©T O(lOgIl),
Zorp ot Ak

ez azonban ‘teljesiil, tekintettel (48)-ra ¢s a IV. segédtételre. Q.ed.

VIIi. SEGEDTETEL ¢

(50) - 2 Jre ) o).

Joe-ay

BizonyiTAS: Az allitas kovetkezik (48), (49)-bol és az V. segédtételbol.

A 1I. tétel bizonyitasa

Tekintsiik azon {g.(x)} polinomsorozatot, amely eleget tesz (32), (33),
ill. (34)-nek. Mar most ' '

(1) HAF0)—0u8) — X ) — 4o )] v () (9

+lh§, [dl-'n "_ql’r (xkn)] (-x—xkn) lin (x) = Alu + A‘_’n + A3H+ A4n )
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ahol ' , .
(52) A 1:.1 :| ‘}-| - [f(«xl.'n) _qn (xlm)l (= (x) Ifl-:)'n (x)
. ) T
(53) Au— Z. £ () =g ()] 10 (3) lin(X)
. ™
(54) A:{n = . 2,‘ [dlm C];’, (xl."n)] (X—‘— xlm) I;;n (x)
és végil " |
(55) A-hl == | : [d’nl_q;} (xl.'n)] (X_xl.‘n) [Iin (x)
. Ry VR ) :

VIL. segédtétel és (32) szerint

Ap- 0(1)
VL segedtetelbol és q.(x)—> f(x) kovetkeztében
= 0(1),
'lV seuedtetel szerint (11) és (33) -bél . \
Asu— o(1), | .
végiil V. segédtételbdl és (11), (34) kovetkeztében
A o(1).

Igy tehat fennall
Ho(f3 (X)) = () = - Avu + Avy+ Au + A4,,—o(1)
és ebbol kovetkezik, hogy
H.(f, x) = (%),

Pontosabb becslés i, (§)-re

A kovetkezokben teljesiiljenek 1. tétel feitételei.
Legyen —1 <&, <& <1 és ¢(x) legyen az a linedris figgvény, melyre
gE) - Eés @) 1 ‘

1O =1+ g =)

[—1 + 1]-ben ¢(x) =1 és ¢(x) leoklsebb értéke

== f/’(—l) +2(;' E) —1,
végiil , : .
(56) 0= ) —x= 141" ffscﬁﬁx. (—1=x=1).

Az 1. (9(x), &) legfeliebb n—1-edfoktt polinom az x==2§ helyen az
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1(8, &) =1 értéket veszi fel; tehat 4.(§); minimumtulajdonsaga kovetkeztében

w1

67 L) = | B, 2wt
Legyen
(58) ~ D)= 1+ ( )

a ¢(x) inverz fiiggvénye; (56) kbvetkezteben

(59) 0= x—d() = 2, (B—8) = x=1).
—-1

t - d(x) helyettesitéssel (57)-bdl kovetkezik

' 1

in(E) = “‘]1,:(x &) w(D(x)) dx.

0
(57) -bol, tekintettel (17)-re '

1

&)~ b = | B0, L ) =W deo

(60) . L
+3=3 | B Byw(P(x) dx
Hasonléan, ha ¢"(x) az a linearis fiiggvény, amelyre ¢*(—1)=—1 ¢és
¢ (&) ==&, ennek inverze legyen ®*(x) és ¢*(1)---2", akkor [—1, - 1]-ben
¢ (x) = —1 '
F) =07 =¢ (1)1 — 2(1{“:—5—21) <1
: s
és
(s62) 0= " ()—x = g (B
Ugyanazzal a meggondolassal, mint az elébb, kapjuk, hogy -
AE) —A(E) = — | B &) (9" () —w(x)] dx—
(60a) - : 1
: ‘ e ;

e ] (X, &) w(®* (x)) dx.

Vélasszuk meg d™ot olyan kicsinek, hogy ha |&—x|< ", akkor

ld)(x) x| < d. Tekintettel (12) és (56)-ra

(61) ! max {w((l)(x)) w(x)|=o0 log - = ’
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w(x) folytonossdga kovetkeztében x-ben egyenletesen

(62) w(D(x))—w(x)=0(1) ha §&—E& —0.
(60), (61) és (62) figyelembevételével |&] < 1—h-ra
e -
T (&) — (%) = o(log _u IJ ) lix, &) dx-f
(63)
c o% ‘ +1
+o(1)$ | E(x, &) dx+ ‘ E(x, £) dx - MEE) | 2 ) a
Error a
w(x) = m és 1l. segédtétel szerint
' + +1
(64) ] (x,E)dx = — ] B, &)w)dx — - 4,,(5,) =
. . .1 ) . »1

(63) masodik részének megbecsléséhez szitkségiink van (36) egy altalanosi-
tasara: .
-1

©) L&Y L© pEn)= 1,6 L1 OPR B 1)

A bizonyitas szdszerint atvihetd [11] dolgozatombol.
Tekintettel (65)-re (37) és (10)-b61‘kapjuk, hogy
£,-0% #1
‘ F(x, :)dx<v()m/,,(:7)[p,, (&) ’ Pa(x) w(x) dx-+

(66) « . '

+1

+ﬁ@”ﬁhmwnwk3 M®<“.

. "1
és J l,%(x, &)dx hasonléan becsiilheté. _
o

Tehat (63) és (64) kovetkeztében fennall

©n € —An@) = o [log 1 o).

(60a)-bol egy hasonlé alsé becslést nyerhetiink ,(§,)—4.(6)-re és mindkét
becslésben eltekinthetiink a & < & feltételtél, ha & €(a+d, #—d) mellett
£ €(a 438, p—0)-t is feltessziik. '
igy tekintettel (22)-re
1 1

i
" (E) log '~——5
( OO i =]

§—8& 18, —&|
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IX. SEGED’I‘ETEL ((r, 3) mmden belsd zeszmtez vallumdban S-ben egyen-
letesen.

69 | j’_:g B ( 1’6g7i,]'

. BizonyiTtAs: (68) baloldala (18) kovetkeztében egy &-ben 2n-nél. alacso- -

nyabb fokit polinom. gy tekintettel . C. segédtételre, (68) és (22)-re:

1 1
/,,(E,) A,A(-,) :70(. n? )
3 ——f:, logn
§ =& =& helyettesitéssel ebb6l a (69) becslést nyerhetjiik.

'X. SEGEDTETEL. [—1, -1- 1] minden belsé részintervallumdban
o | ' ) =
(70) , e o).

BIZONYITAS: (62) és (64) figyelembevételével (60) és (60a)-bol kovet-
kezik

(71) ) AiE) — A E)| = S E—& -+ o(1)]

—1+h=§ <§ = ]1—h-ban eoyenletesen
Ebben a becslésben & < &, 1smet figyelmen kiviil hagyhato. Tehat (22)
kovetkeztében .

L V5

cl,

1 -1
' in 2 5t | 1 -
(72) ) —‘LE.E)‘)—___E’;—(—E« == [1 ~}7 [4] ‘ T:E_,—?glil /) l 0(’1)‘

Itt a baloldalon ismét egy 2n-nél alacsonyabb foki polinom all. gy
HI. C. segédtétel alapjdn nyerhetjiik (70)-et.

Pontosabb becslés a lépcsdparabolara

XI. SEGEDTETEL: («, 8) valamely belsé részintervallumdba esé x-ekre
egyenletesen

(73) - lx_f}; @) o(D).

B N

X. és 1L segédtétel szerint

nE o
@ W : .(—1+/l§§,—.‘;1—/1),

tehat (49)-bol o
(74) N o twl(x)=o(n) (—1+h=x.=1—h).
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| X — Xza| > d-ra (36), (37) és (10)-bol kapjuk, hogy

K .
(75) . v 1] ch (X)I < Akn Ipn l(xl u)l
Tehat (74) és '(75) bél nyerjik, hogy ‘
(76) . { di v I.u(x) ll n(x) = 0(’1) ); Max // [ ‘__, Almpu )(xl n)
T Tkn

Fogp )

IL. segédtételbol kovetkezik 4y, == O‘—,]l—), tovabba

-1 .
NI RERES | o @wigdx=1. .
igy (76)-bol kovetkezik (73). .

XIl. SEGEDTETEL: («-:2d,3—20) mindenn belsé részintervallumdra
- egyenletesen : : ’

Y @@ =00).

|x““kn
BizoNviTAs: Tekintéttel. 1. segédtételre és (49)-re; elegend(’i bebizonyitani,
hogy ‘

? /n ¥
(78) . l (x’ ) Ix_xl n.llm(x)—— 0(1)
’ FERES Lien

IX. és II. segédtételbdl kovetkezik

/n(xln ) ‘ J
. /lu log’l

tehat (78) kovetkezik a IV. segédtételbol.

Az 1. tétel bizonyitasa

A Az f(x) fuggvény tegyen eleget az 1. tétel feltételeinek. Legyen y(x) az
a legfeljebb masodfokt polinom, amely a & —1, 41 helyeken - f(x)-szel

egyenld: . S '

7@ fE), D=1, 2()=S().

Az f(x) és y(x) fiiggvények folytonossdga kovetkeztében megadhatok barmely

#-hoz olyan d és h pozitiv szamok, hogy

(79) } J@X)—xz(x)=¢ ha ‘[x—§| =d"

(80) - fO—x()|ss ha 1—h=|x|=1.
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Feltételezziik, hogy « =§&—0 <§--0 = p. Rogzitsiik ezen J és h értékeket,
és bontsuk fel az n-edik Hermite-féle interpolaciés polinomot a & helyen az
alabbi alakban:

(81) Ho(f, &)= g {EMIMGTAGES % i (€ — X lin () =

= x5 "}' IZ; [f(xxn) _Z(xk")] i (E) IEn &+ }\2;; [din— 3 (xin)} E— an)lf-,, ©)-
o f(g)'{":lv}‘{"E2u+-'\-‘3n+.r4ny k

ahol :
(82) Su=, zl’q[f(x,..,,)— 20 e E) i ©)
. “Zep T .

(83) D= 2 ) — 2 )] @) i ()

: 1€ ~jn | > 0

[ 2Zpp |=1-1 .
(84) . . -rlhz :| ZI ] [f(xkn) _;{(xh‘n)] Vin (E’) ll:!n (E)
R Lppl o2l . .
és végiil .
* (85) S-in :}2_; [dlm_zl (xl.'n)](_s—xlm)llfn (.E) ’

A XII. segédtételbol és (79)-bol
(86) ' XL <#0Q1).
A XI. segédtétel alapjan - : ¢
(87) ‘ ) l'-\:'_’.n| == 0(1)
A VHI. segédtételbol és.(80)-bal,
(88) |2 < £O(1),
végiil (11)-b6l a IV. és V. segedtétel alapjan
(89) [ X4 =0(1).

igy (81), (86), (87), (88) és.(89) alapjan
lim H,(f;8) - f(§), q. e d
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