ORTOGONALIS POLINOMSOROK ABSZOLUT
KONVERGENCIAJAROL*

FREUD GEZA

Bevezetés

Ismeretes S. N. BERNSTEIN kovetkezod tétele [4]:

Legyen g(x) 2s¢ szerint periddikus fiiggvény, melyet a (0, 2zc)-ben
n-edfokti trigonometrikus polinomokkal approximalunk. A Csebisev-féle érte-
lemben 6t legjobban megkozelitd polinomtdl vald eltérése legyen E,(g). Ekkor
ha fennall
(M) NEE

= Un
2(x) Fourier sora mindeniitt abszoliit konvergens. S. N. BERNSTEIN megjegy-
zései szerint (1) minden olyan esetben teljesiil, ha

(la) N e

fennall, ahol w(d, g) g(x) folytonossagi modulusa (0, 2:7)-ben.’

Ebb6l kovetkezik, hogy g(x) Fourier sora mindeniitt abszolut konvergens,
ha g(x) egy « >% kitevojii Lipschitz feltételnek tesz eleget. Ebben az érte-
lemben ALEXITS Gy. [1], [2] a fenti tételt ortogonalis polinomok egy osztalyara
is atvitte.

Legyen {P.(x)} normalt ortogonalis polinomok sorozata (—1, + 1)-ben
és w(x) a hozzatartozo nemnegativ sulyfiiggvény, legyen tovabba

@ <)~ 3 e Pu)

a (—1, 4+ 1)-ben definialt L* integralhaté f(x) ortogondlis polinom sorfejtése.
ALExiTs Gv. tételében bebizonyitja, hogy ha

1
3) w(x) = W(l—x%) 2, -

* E dolgozat ,Uber die absolute Konvergenz von orthogonalen Polynomreihen“ cim-
mel megjelent az Acta Math. Ac. Sci. Hung. 4 (1953), 127—135.

1 8. B. Steckin megmutatta [9], hogy (1) és (1. a) ekvivalensek.
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)

tovabba f€Lipe, ¢ > —;—, akkor

=]

(4) Zilcql<~

Ha a {P.(x)} sorozat az x helyen korlatos, akkor nyilvdnvaléan a (2) ortogo-
nalis sorfejtés ugyanazon a helyen abszolut konvergens.

S. N. BERNSTEIN tételének ‘egy tovabbi altalanositdsa S. B. STECKINtO!
ered [8], [9]: Legyen {®d.} egy (a, b)-ben értelmezett, tetszbleges teljes orto-
gondlis rendszer és

2. 16) ~ X e

az f€L* figgvény ortogonalis sorfejtése. Legyen

b

- : 2 1/1 S RE]
(5) E{f &, = ) Mm l [f(x) — a, W, (x)J ( > jC/.-IZJ )
h=n-+-1
akkor
®) o= = XL BN, )
17'1 I 3 =1

S. B. STECKIN ezen tételébdl — ugyanigy, mint ALEXITS emlitett tételébol —
csak akkor lehet az ortogondlis sorfejtés abszolit konvergenciajara kovetkez-
tetni, hogy ha az ortogondlis fiiggvények egyenletesen korlatosak. Egy nem-
rég megijelent dolgozatomban [6] kimutattam, hogy az ortogonalis polinom-
sorok szummabilitisanak elméletében az az erds kovetelmény, hogy {P,(x)}
egyenletesen korlatos legyen, helyettesithetd a '

n

o X .ok — o)

gyengébb feltétellel. Tovabba bebizonyitottam, hogy ez biztosan teljesiil, ha a
w(x) salyfliggvény az x hely kornyezetében egy pozitiv korlat folott marad.
Ezen dolgozatban megmutatjuk, hogy a (7) feltétel, hasonléan, mint a szumma-
bilitasi elméletben, a (2) sor abszolit konvergencidjdhoz is elégséges.

Egy tétel altalanos ortogonalis sorfejtésekroél

Legyen {@.(x)} a (—I1, +1)-ben értelmezett ortogondlis fliggvények
egy normalt teljes rendszere a w(x) = 0 sulyfiiggvényre vonatkozélag azaz
=1

‘ D (X) D () w(x)dx: O

t
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Légyen tovabba (2.a) egy, a w(x) sulyfiiggvénnyel L* integralhaté f(x)
fiiggvény - ortogonalis sorfejtése és

(5.- N E,‘.m(f’ w, B,) = | Mm ‘ f(x) - a; @D, (x) W(X) dx"l/;: ‘Sj ICI:IZ)I/t

e or4l

I. TeTEL. Ha fennall

(8) = [(I) (X)P = Kn
és
o -
© SEGwm e
= l/ n .-

akkor (2.a) az x helyen abszolit konvergens.
BizoNnyiTAs. (5.a) €s (8) értelmében fennall

2+l o H

W0 X o= o] (S =

k=3¥]

(){1[(1)A(x)] ) (_ el ) < V2K 27 ES(f, w, ®.)

aryt
(9) figyelembevételével, és a tagok monotonitasanak kovetkeztében CAUCHY
egy ismert tétele szerint® kapjuk, hogy

SVREQ(f,w, 1) < o
ez (10)-bél épp (2. a) abszoliit konvergencidjat adja.

Attérés ortogonalis polinomsorokra

A tovabbiakban foglalkozunk a (2) sorfejtéssel. f(x) folytonossaga ese-
tén definidljuk f(x) ,trigonometrikus folytonossagi modulusat*

(11) w*(0,f)= Max |f(cos$)—f(cos F)!
ERESEL '
II. TETEL. Legyen f(x) folytonos és
® (’)*("']'_!f)
(12) N W)
= Va

akkor (2) minden olyan x helyen, ahol (7) teljesiil, abszolit konvergens.”

2 Cauchy tétele kimondja, hogy ha a, > a,+1 > --+ > 0, akkor Xa, és X2"a,v egy- "
idejlileg konvergens, vagy divergens, )
3 (12) alatti feltétel biztosan teljesiil, ha J-ban egyenietesen fennall

(122) |flcos($ -+ B)| —f(cos 9)| < cshl*2(log|h1™") T (log log |A| 1) - - (log, || ) N, K >1
ahol logp(x) = log log,_; (x)-et jelent, 'vagy ha g(#)= f(cos #) egy a>1, kitevdji Lip-
schitz feltéteinek tesz eleget. '

4%
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- BizONYITAS: D. JACKSON egy ismert tétele szerint van egy olyan legfei-
jebb n-edfokn -1,(x) polinom, melyre az egész (—1, 4 1) intervalumban

L1
() —T.(x)| <c;m (—n—]
Ebbdl kovetkezik

-1

ED (f,w, P.) év ‘ [fO)—m ()P w(x)dx =

1Y 5
( €M ‘—I—l—) Vl‘ w(x)dx

_(12) és (13)-bol kapjuk, hogy

» \’ En(f '1'1} Pu)
=1 V'n

(13)

-

tehat az I. tétel értelmében (2) abszolut konvergens.
Ha a w(x) sulyfiiggvény megvélasztasat korlatozzuk, akkor tobb is blZO—
nyithat6. Ehhez felhaszndljuk a kovetkezd segédtételt.

l. SEGEDTETEL: Legyen f€ L*

(14) o (0.1 = | Max d]'" [fcos($4 1) —ficos $)F cwg‘z
€s

(15) E® (f)-- ;Mm | [ F(cos .9)_ " cosk#] .92
akkor

(16) EV(H = <(%f)

BizonyiTAs: Jelentse
(17) Ik f(cos H)~ D acos k9
. : Jr=rt)

az f(cos %) péros'ﬁjggvény Fourier sorat, akkor

(18) "ECp= X @

L=n+l
és fennall a kovetkezd identitas:

1n n

(19)§&a,,.;2 Sizﬁ .. J dh] }f[cos(wr " ”—f[cos(&— _”f 49

(1 i

n
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\
Az y==sinx gorbe menetébsl kdvetkezik, hogy van egy olyan pozitiv ¢; kon-
stans, melyre fennall

(20) l— = (k=n)

egyenldtlenség. Ebbdl (18), (19) ¢és (14) figyelembevételével c, = E mel-

4
lett kovetkezik (16).*
Q.E.D.

[ll. TETEL. A (3) €és

S (,)‘_’*(L,f) 4
Q1) LI
=1 V'n
feltevések mellett a (2) sor minden x helyen, ahol (7) teljesiil, abszolit kon-
vergens.
Specialisan (21) teljesiil, ha f(cos$) & fiiggvényeként egy Lip(e,?2),
« >/, feltételnek tesz eleget. ‘

BizonyiTAs: (3) miatt

+1
lI

EP(f, w, P) = w}mm“ 0= X

-1

P dx ™
=

X
(22) .=
W : Min [.

)

(16), (21) és (22)-bdl kovetkezik

E‘,P( hw, P) _
I'n

f(cos 9)— N e cosk.‘i] d.‘)s — WEP(f)

;:-.(

és igy . tételt visszavezettiik 1. tételre.

Zygmund és Hardy—Littlewood tfételérdl

A ZYGMUND [13] bebizonyitotta hogy egy 2: szerint periodikus g(%)

g€Lipe egy tetszoleges « >0 kitevével. G. H HarDY és J. E. LitTLEWOOD [7]
kimutattak, hogy itt a g€ Lip « feltétel a g€Lip («,p) «p > 1 gyengébb felté-

* Fenti segédtétel egyszerli bizonyitasa Rénvi Avrréptdl szarmazik, amiért neki ez
uton mondok koszonetet. Mas bizonyitast lasd Awnnyezer {3], 161—162.
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tellel helyettesithet6. Tovabba ugyanazon a helyen bebizonyitottak, hogy g (%)
Fourier-sora akkor is abszolit konvergdl, ha a kovetkezd feltételek -teljesiilnek:

g€ Llip(e,p) wp=1, p<2 és f€Lipg, 2>0.
" M. Z. WaRrASzZKIEWICZ [12] mindkét utobb emlitett tételt visszavezette Bernstein
tételének egy Szasz OTTOtO! szarmazé altaldnositasara. Szasz Otto tételét S. B.

Steckin mar emlitett tétele tartalmazza: Hardy—Littlewood mindkét tételét
elészor ortogonalis polinomsorokra terjesztjiik ki.

II. SEGEDTETEL. A 2:¢ szerint periodikus g(%) tegyen eleget a kovet-
kez$ feltételek egyikének:

......

a) g($) korlatos varidcioju és g€Lip(e, p) ep <1
b) g€ Lip(e,p) «p- 1, p<2és gelipg, 8>0, akkor’

Ls

23) m@»(i, g): om =%, 4>0.

Ezen segédtétel bizonyitdsara vonatkozéan utalunk WARASZKIEWICZ dolgoza—
tara {12].

IV. TETEL. Az f(cos )= g(:#) tuggveny tegyen eleget a II. segédtétel
a) vagy b) feltételének. Amennyiben w(x) eleget tesz al(3) egyenl6tlenségnek,
(2) minden -x helyen, ahol (7) teljesiil, abszolit konvergens.

Bizonyitasunk kovetkezik (23)-bél és a Ill. tételbol, mivel

,,)u)( — ng:(r)- (111 ,f)

------

"z

(24) @1(0, g) - sup } 1g(F -+ ) —g(HIdY = 0(J)
_ Ihi=4d 3

és ebb6! kovetkezik

(25) 0 Hf)f ( f)0<n

IV. tétel figyelembevételével (24) és (25)-bdl kovetkezik:
V. TETEL. Tegyiik fel, hogy ¢3) teljesiil, f(x) korlatos variacioju és fennall
NEa/nal
(26) . :,;:_,l n V(/) ( n )f) < oo,
5 Mint szokasos o®(d, g) g folytonossagi mértékét jelenti az L’ metrikajaban:-

2

w4, g). Max “g(» - Ry — g($)2d &
"'|<‘5(J 7




ORTOGONALIS POLINOMSOROK ABSZOLUT KONVERGENCIAJAROL 55

akkor (2) minden x helyen, ahol (7) teljesiil, abszolit konvergens. Erdemes
.megemliteni, hogy (26) teljesiil, ha f(cos ) korlatos varidcioju és (0, :1)-ben
egyenletesen eleget tesz a

N “«

-flcos (9 + 1)) f(cos ‘/)|<c4(loo T )

Dini—Lipschitz feltételnek « > 2 kitevovel.

NP0 becslésérdl
h=0

A [6] dolgozatban bebizonyitottuk a kovetkez6t: amennyiben a (—1,+-1)
belsd részintervallumaban

27) w(x) = m >0,

akkor a (7) alatti becslés («, ) minden belsd részintervallumaban egyenlete-
sen teljesiil. Jegyezziik meg, hogy a (7) becslés egy x ponthalmazon valo
egyenletességébdl a (2) sor egyenletes-és abszolit konvergencidja kovetkezik
ugyanazon a ponthalmazon, hogyha a II., 1L, IV. vagy az V. tétel feltételei
teljesiilnek. Kivanatosnak latszik egy egyszerii' elégséges feltétel arra nézve,
hogy a (7) becslés az egész ortogonalitdsi intervallumban egyenletesen telje-
siiljon.
. SEGEDTETEL. Ha « >0 és

(27a) W) > e(—x) (—1=x=+1),
akkor (7) az egész (—1, !-1) ortogonalitasi intervallumban egyenletesen tel-

jesitl. A bizonyitas hasonloan, mint [6] dolgozat 1. tétele, ERDOS P. és TURAN P.
egy gondolatmenetén alapszik ([5] lemma II. 524—525).
A

? kax, 3 N [PGOP
fliggvény eldallitia a, |-7.(x)] maximumat, amig -r,(x) az Osszes legfeliebb
n-edrendit polinomokat befutja, melyek eleget tesznek
~1 -

(28) [IEXGRIOTER

egyenldtlenségnek (Szeg6 .G. [11] 38 o.). Tovabbiakban jeldlje :v.(f) azt a
(28)-nak eleget tevd polinomot, amely a |s6.(x)’ = k:(x, x) maximalis értékét
tényleg felveszi. Akkor (28) és (27a)-bol kovetkezik: '

'immmﬂeéh

29) “ e
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Megfigyelve, hogy a (—1, -I-1) intervallumban az (1—x?)'*-hez tartozo orto-
I

gonalis és normalt polinomok éppen :l/ 42r T,l(x)\, ahol T,(x) az n-edrendii

Csebisev-féle polinomokat jeloli, igy (29) kovetkeztében fennall a mar hasz-
nalt Szegt-féle segédtétel szerint a kovetkezd becslés:

(30 Wi (X) P = u l [P0 = 3 \ [1 @
(30) és |Tu(x)! = 1 miatt végil is adodik
@31) S PEFE 2 (n41),

ke 0 Ty

VL. TeETEL, Ha a 1L, I, V., V. tételekben (7) feltételt (27), ill. (27a)
feltétellel helyettesitjiik, akkor a (2) alatti ortogondlis sorfejtés azonos felteve—
sek mellett (e, #) minden belsé részintervallumaban, ill. az egész (—1, +1)
intervallumban egyenletesen abszollit konvergens.
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