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ORTOGONÁLIS POLINOMSOROK ABSZOLÚT 
KONVERGENCIÁJÁRÓL* 

FREUD GÉZA 

Bevezetés 

Ismeretes S. N. BERNSTEIN következő tétele [4J: 

Legyen g j x ) 2 ; r szerint periódikus függvény, melyet a (0,2;r)-ben 
H-edfokú trigonometrikus polinomokkal approximálunk. A Csebisev-féle érte-
lemben őt legjobban megközelítő polinomtól való eltérése legyen E„(g). Ekkor 
ha fennáll 

( 1 ) 
H = 1 y n 

g(x) Fourier sora mindenütt abszolút konvergens. S. N. BERNSTEIN megjegy-
zései szerint (1) minden olyan esetben teljesül, ha 

( L a ) У ' < -
— tIn 

fennáll, ahol m(d,g) g(x) folytonossági modulusa (0, 2:f)-ben.1 

Ebből következik, hogy g(x) Fourier sora mindenütt abszolút konvergens, 

ha o-(x) egy с > T kitevőjű Lipschitz feltételnek tesz eleget. Ebben az érte-

lemben ALEXITS Gy. [1], [2] a fenti tételt ortogonális polinomok egy osztályára 

is átvitte. 
Legyen {P„(x)} normált ortogonális polinomok sorozata (—1, + l ) - b e n 

és iv(x) a hozzátartozó nemnegatív súlyfüggvény, legyen továbbá 

(2) ' f ( x ) ~ È c r P r ( x ) 
r=0 

a (—1, + l ) - b e n definiált L1 integrálható / ( x ) ortogonális polinom sorfejtése. 
ALEXITS GY. tételében bebizonyítja, hogy ha 

1 

(3) iv(x)=g VE(1—x2) », ' 

* E dolgozat „Über die absolute Konvergenz von orthogonalen Polynomreihen" c ím-

mel megjelent az Acta Math. Ac. Sei. Hung. 4 (1953), 127—135. 
1 S. В. STECKIN megmutat ta [9], hogy (1) és ( l . a ) ekvivalensek. 
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továbbá f ^ L i p a , c c > - ^ , akkor 

(4) 2 \cr\< ~ 

Ha a (P„(x)} sorozat az x helyen korlátos, akkor nyilvánvalóan a (2) ortogo-
nális sorfejtés ugyanazon a helyen abszolút konvergens. 

S . N . B E R N S T E I N tételének egy további általánosítása S . B . STECKINÍÖI 

ered [8], [9]: Legyen {Ф,,} egy (a, ő)-ben értelmezett, tetszőleges teljes orto-
gonális rendszer és 

(2. a) Kx).~2p<Mx) 
л л 

az / é L1 függvény ortogonális sorfejtése. Legyen 
ъ 

" " 2 , V J f ОС Y / 2 

f ( x ) - 2 r í <lh(x) = 2 |c,f , 
/•—1 . ! V/:=»+l 1 

(5) É;, {/, Ф„ ! J Min 
a 

akkor 

(6) i w ' s ^ r ^ ^ ' * ) -
r~i г 3 , - a у /Í 

S . B . STECKIN ezen tételéből — ugyanúgy, mint ALEXITS említett tételéből — 
csak akkor lehet az ortogonális sorfejtés abszolút konvergenciájára következ-
tetni, hogy ha az ortogonális függvények egyenletesen korlátosak. Egy nem-
rég megjelent dolgozatomban [6] kimutattam, hogy az ortogonális polinom-
sorok szummabilitásának elméletében az az erős követelmény, hogy JP,.(x)J 
egyenletesen korlátos legyen, helyettesíthető a 

(7) 2 > , - ( x ) f = O ( / 0 ' 
7 ' = 0 

gyengébb feltétellel. Továbbá bebizonyítottam, hogy ez biztosan teljesül, lia a 
w(x) súlyfüggvény az x hely környezetében egy pozitív korlát fölött marad. 
Ezen dolgozatban megmutatjuk, hogy a (7) feltétel, hasonlóan, mint a szumma-
bilitási elméletben, a (2) sor abszolút konvergenciájához is elégséges. 

Egy tétel általános ortogonális sorfejtésekről 

Legyen {Ф„(х)} a (—1, + l ) - b e n értelmezett ortogonális függvények 
egy normált teljes rendszere a w(x) Ш 0 súlyfüggvényre vonatkozólag azaz 

+i 
I Ф,„(х)Ф,,(х) w(x) dx ö, 
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Legyen továbbá (2. a) egy, a n'(x) súlyftiggvénnyel L1 integrálható / (x ) 
függvény ortogonális sorfejtése, és 

1- i1/» 
/ ( x ) - 2 ÖL Ф/. (х) w ( x ) d x | 

\ 
<5. а) £ Г ( / , w, Ф„) - , 

I. TÉTEL. H a f e n n á l l 

(8) 
és 

(9) 

Min 
x у/, 

Z l * r • 
!• n+l ) 

V ф,.(х)\2 A Kn 

V E í ( / , и/, Ф„) < oo, 
»=1 f / l 

akkor (2. a) az x helyen abszolút konvergens. 

BIZONYÍTÁS. ( 5 . a) és ( 8 ) értelmében fennáll 

<10) 
2»-+l y2''+' Л'ЬР-" 
V | л ch. fvM с I V frt),YrM21 I 2 ^ |о.ф,.(х)|=§ 

Г9У+1 

V 

• 2*4-1 

(2 [Фк(х)]8| (2 M') < У2/Г 2"- £<?(/- vv, Ф„) 
( 9 ) figyelembevételével, és a tagok monotonitásának következtében CAUCHY 

egy ismert tétele szerint2 kapjuk, hogy 

E2r2 Efl (/, w, Ф„)< oo 
ez (10)-ből épp (2. a) abszolút konvergenciáját adja. 

Áttérés ortogonális polinomsorokra 

A továbbiakban foglalkozunk a (2) sorfejtéssel, / ( x ) folytonossága ese-
tén definiáljuk / (x ) „trigonometrikus folytonossági modulusát" 
(11) ( o * ( ö , f ) = Max ; / (cos .9-,) —/(cos .9-.,) | 

(12) 

II. TÉTEL. Legyen / (x ) folytonos és 

< O O ' 

»1=1 У Л 
akkor (2) minden olyan x helyen, ahol (7) teljesül, abszolút konvergens;1 

3 Cauchy tétele kimondja, hogy lia a„ > a „ + i > • • • • > ( ) , akkor Ум„ és A'3" a.,v egy-
idejűleg konvergens, vagy divergens, 

3 (12) alatti feltétel biztosan teljesül, ha d -ban egyenletesen fennáll 

(12.a.) i/[cos(-'> - r /01 / ( c o s h) \ á cChl''*(lpg|Л r 1 ) 1 (log log | Л Г г ) - 1 - • - ( l o g j / i í 1 ) Л > > 1 

ahol logp(x) log log,, , (x)-et jelent, vagy ha g (ó) / ( c o s h) egy a > ' . , kitevőjű Lip-
schitz feltételnek tesz eleget. 
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BIZONYÍTÁS: D . JACKSON egy ismert tétele szerint van egy olyan legfel-
jebb л-edfokú rr,i(x) polinom, melyre az egész (—1, + 1 ) intervallumban 

! / ( х ) - ; т и ( х ) | < С ) о / ( 2 ) . 

Ebből következik 

E ? (/, ív, P„) 
(13) 

/ +1 

V f 1 I | / ( x ) - : / „ ( x ) ] 4 ( x ) í / x 
-1 

С, ( ' ) 

(12) és (13)-ból kapjuk, hogy 

V E « ( f , К P„) 
\ín 

w(x)dx 

tehát az I. tétel értelmében (2) abszolút konvergens. 
Ha a w(x) súlyfüggvény megválasztását korlátozzuk, akkor több is bizo-

nyítható. Ehhez felhasználjuk a következő segédtételt. 

I. SEGÉDTÉTEL: Legyen / Ç L~ 

(14) 

és 

(15) 

akkor 

(16) 

(,g*(Ő, f ) = Max [/(cos(// + h))—/(cos,'/)]- d» 
1*1 <S 

E?\f)= J MIN 
, 2 ,1 ' 

/ ( cos .'/) — ч,- cos к 9- d » 

BIZONYÍTÁS: Jelentse 
00 

(17) / ( cos //) ~ V ak cos к ,9-
0 

az / (cos ,9J páros függvény Fourier sorát, akkor 

(18) [ £ Í 2 ) * ( / ) ] 2 = = 2 4 
;.=»i+1 

és fennáll a következő identitás: 

(19)21«,Г" 
Jc=l 

( . Ar sin 

n ) 

dh f cos L9- -f : h 
~ f cos 1,9—2" dS-
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Az y = sin x görbe menetéből következik, hogy van egy olyan pozitív c- kon-
stans, melyre fennáll 

(20) 

к 
sin -

i " i 

n 

(кшп) 

• 1С. 
egyenlőtlenség. Ebből (18), (19) és (14) figyelembevételévei c, * ' mel-

lett következik (16).4 

111. TÉTEL. A (3 ) é s 

Q.E.D. 

(21) С o o 

feltevések mellett a (2) sor minden x helyen, ahol (7) teljesül, abszolút kon-
vergens. 

Speciálisan (21) teljesül, ha / (cos ,9) .'/ függvényeként egy Lip (a, 2), 
« > Va feltételnek tesz eleget. 

BIZONYÍTÁS: ( 3 ) miatt 

Ef>(f, w, P„)=§ W J Min 
2 dx _ ф 

I 1 - х 2 I 

(22) 
W Min 4 / ( cos ,'/) — 2 . «/,• cos к .7 г/.9 " = W E T ( f ) 

(16), (21) és (22)-ből következik 

v £ f ( / , w, P„) 
< o o 

és így 111. tételt visszavezettük 1. tételre. 

Zygmund és Hardy—Littlewood tételéről 

A. ZYGMUND [13] bebizonyította, hogy egy 2л: szerint periodikus g(,9) 

függvény Fourier-sora abszolút konvergens, ha / ( x ) korlátos variációjú és 
g"éLipa egy tetszőleges « > 0 kitevővel. G. H . HARDY és J . E . LITTLEWOOD [7] 

kimutatták, hogy itt a g £ Lip a feltétel a g £ Lip (cc,p) a p > 1 gyengébb felté-

4 Fenti segédtétel egyszerű bizonyítása R É N Y I ALFRÉDTŐL származik, amiért neki ez 
úton mondok köszönetet. Más bizonyítást lásd A H I J E Z E R [3], 161—162. 
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tellel helyettesíthető. Továbbá ugyanazon a helyen bebizonyították, hogy g (2 / j 
Fourier-sora akkor is abszolút konvergál, lia a következő feltételek teljesülnek: 

Lip (a,p) xip=\, p < 2 és / ^ L i p / Ï , ß>0. 

M . Z . WARASZKIEWICZ [12] mindkét utóbb említett tételt visszavezette Bernstein 
tételének egy SZÁSZ OTTótól származó általánosítására. Szász Ottó tételét S. B. 
Steckin már említett tétele tartalmazza. Hardy—Littlewood mindkét tételét 
először ortogonális polinomsorokra terjesztjük ki. 

11. SEGÉDTÉTEL. A 2:i szerint periodikus g(d) tegyen eleget A követ-
kező feltételek egyikének: 

a) g (ti) korlátos variációjú és g£L\p(a, p) up < 1 

b) gé. Lip(«,P) up 1, p < 2 és g-ÇLipÂ ß>0, akkor' 

(23) ^ ó), ó >.0. 

Ezen segédtétel bizonyítására vonatkozóan utalunk WARASZKIEWICZ dolgoza-
tára [12]. 

IV. TÉTEL. AZ / (COS — függvény tegyen eleget A II. segédtétel 
a) vagy b) feltételének. Amennyiben w(x) eleget tesz a'(3) egyenlőtlenségnek, 
(2) minden X helyen, ahol (7) teljesül, abszolút konvergens. 

Bizonyításunk következik (23)-ból és a III. tételből, mivel 

-ÍM 
Tekintsük most ZYGMUND tételét. Ha / (x ) korlátos variációjú függvény, akkor 
g(21) / ( c o s « ) is korlátos variációjú, tehát fennáll 

(24) oß>(0, g) = sup I' +(!> +h)-g(!>y d!) = 0(f)) 
\h\=à J

0 
és ebből következik 

( 2 5 ) 

IV. tétel figyelembevételével (24) és (25)-ből következik: 

V. TÉTEL. Tegyük fel, hogy (3) teljesül, / (x) korlátos variációjú és fennáll 

(26) 2 1 
v
 ' Й л w ) i ' f )<0°> 

Mint szokásos o)('2)(íi,g) g folytonossági mértékét jelenti az L- metr ikájában: 
2n 

g) Max I Ig(& + h) — g(9)\-d» 
\h]<iJ 



O R T O G O N Á L I S P O L I N O M S O R O K A B S Z O L Ú T K O N V E R G E N C I Á J Á R Ó L 5 5 

akkor (2) minden x helyen, ahol (7) teljesül, abszolút konvergens. Érdemes 
.megemlíteni, hogy (26) teljesül; ha /(cos 9) korlátos variációjú és (0, я)-Ьеп 
egyenletesen eleget tesz a 

s-a 

!/[cos(,'/ + / ? ) ] — / ( C O S 9)I < c4 ( log \ i 

Dini—Lipschitz feltételnek a > 2 kitevővel. 

2 [Л (х)/ becsléséről 
/.•=ó 

A [6] dolgozatban bebizonyítottuk a következőt: amennyiben a (—1, + 1) 
belső részintervallumában 

( 2 7 ) w(x) g m > О, 

akkor а (7) alatti becslés («, / ) minden belső részintervallumában egyenlete-
sen teljesül. Jegyezzük meg, hogy a (7) becslés egy x ponthalmazon való 
egyenletességéből a (2) sor egyenletes^és abszolút konvergenciája következik 
ugyanazon a. ponthalmazon, hogyha a II., III., IV. vagy az V. tétel feltételei 
teljesülnek. Kívánatosnak látszik egy egyszerű' elégséges feltétel arra nézve, 
hogy a (7) becslés az egész ortogonalitási intervallumban egyenletesen telje-
süljön. 

III. SEGÉDTÉTEL. H a , » > 0 é s 

( 2 7 a ) w ( x ) > fr ( 1 — x 2 ) * ( — 1 ^ x ^ + 1 ) , 

akkor (7) az egész (—1, + 1 ) ortogonalitási intervallumban egyenletesen tel-
jesül. A bizonyítás hasonlóan, mint [6] dolgozat II. tétele, ERDŐS P . és TÚRÁN P . 

egy gondolatmenetén alapszik ([5] lemma II. 524—525). 
A 

il 
* kn(x, x) 2[A(x)/ W П—0 i* • 

függvény előállítja а, |я„(х)|- maximumát, amíg я и (х ) az összes legfeljebb 
n-edrendű polinomokat befutja, melyek eleget tesznek 

+1 • 

(28 ) \ \ : T „ ( t ) f w ( t ) d t ^ . \ 
' i 

egyenlőtlenségnek (SZEGŐ G. [11] 38 O.). Továbbiakban jelölje :r„(t) azt a 
(28)-nak eleget tevő polinomot, amely а |я:„(х)|2 = k„(x, x) maximális értékét 
tényleg felveszi. Akkor (28) és (27a)-ból következik: 
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Megfigyelve, hogy a (—1, + 1 ) intervallumban az ( 1 - х 2 ) ' "-hez tartozó orto-

gonális és normált polinomok éppen j 2 7),(x)j, ahol T„(x) az л-edrendű 

Csebisev-féle polinomokat jelöli, így (29) következtében fennáll a már hasz-
nált Szegő-féle segédtétel szerint a következő becslés: 

(30) и яг„ (x) I2 = f, Z [ A (x)]2 g 2 Z [ V (x)]2 

A'—0 -T k = II 

(30) és jT,(x) g 1 miatt végül is adódik 

(31) È [ P * { x ) Y ^ £ r ( n + 1 ) . 
Ат= о л , H 

VI. TÉTEL, На А II., III., IV., V. tételekben (7) feltételt (27), ill. (27a) 
feltétellel helyettesítjük, akkor a (2) alatti ortogonális sorfejtés azonos feltevé-
sek mellett (a, ß) minden belső részintervallumában, ill. az egész (—1, + 1 ) 
intervallumban egyenletesen abszolút konvergens. 
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