
A HALMAZELMÉLET EGYIK PROBLÉMÁJÁRÓL* 

FODOR GÉZA 

ERDŐS PÁL vetette fel A következő problémát:1 

Legyen m végtelen kardinális szám, <f> az m kezdőszáma, Гт a r/-nél 
kisebb rendszámok halmaza. Legyen továbbá ti egy m-nél kisebb kardinális 
szám. Tegyük fel, hogy 5 egy adott m számosságú halmaz, és hogy /',„ min-
den 7 eleméhez hozzá van rendelve 5-nek egy 5(7) részhalmaza, úgy hogy 
5(7) < n. Probléma: létezik-e /'„,-nek olyan 111 számosságú / ' részhalmaza, 
hogy 

s - U 5 ( 7 ) = " m? 
у e r 

Ha az it < m feltételt az 11 g 11t feltétellel helyettesítjük, akkor a válasz általá-
ban negatív. Valóban, legyen 5----- /',„ és 5(7) a 7-nál kisebb rendszámok 
halmaza. Nyilvánvaló, hogy /'„,-nek minden 111 számosságú / ' részhalmazára 

5 - U 5 ( 7 ) = 0. 
тег 

ERDŐS PÁL a kontinuum-hipotézis feltételezésével bebizonyította, hogy a prob-
lémára a válasz pozitív.1' 

Jelen dolgozat az általánosított kontinuum-hipotézis felhasználása nélkül 
bizonyítja be, hogy a problémára a válasz pozitív.3 

1. LEMMA. Legyen q reguláris kardinális szám P egy q-nál kisebb kardi-
nális szám és Гц a í'„-nak q számosságú részhalmaza. Ha / ' j minden 7 ele-
méhez hozzá van rendelve Г »-пек egy g (у) eleme, akkor létezik egy л rend-
szám, és Гц-пак egy q számosságú Г részhalmaza úgy, hogy /' min-
den 7 elemére g(y) < л . 

BIZONYÍTÁS. Jelöljük H{a)-\al minden a rendszámra, azon 7 

elemek halmazát, y^Ff amelyekre g(y) = a. Nyilvánvaló, hogy 

/ 7 = U H(a). • 
«er» 

• » 

* E dolgozat tartalma „On a problem in the set theory" címmel megjelenés alatt áll : 
Acta Sei. Math., 15 ( 1 9 5 4 ) , 2 4 0 - 2 4 2 . 

1 Írásbeli közlés. 
- P . ERDŐS, Some remarks on set theory I I I , Michigan Math. Journal, 2 ( 1 9 5 3 — 5 4 ) .  

5 1 — 5 7 . 
s Köszönetet mondok ERDŐS PÁL-nak és L. GILLMAN-nak, akik, miután ennek a dol-

gozatnak egy előző kéziratát olvasták, bizonyításomat egyszerűsítették. 
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Mivel ;i<c| és q reguláris kardinális szám, azért létezik olyan :т rendszám, 
érc' é 1V, amelyre / / ( : r ' ) = q. Legyen Г = Н(:т') és :r rr'+l, a H (a) defi-
níciója szerint a lemma teljesül. 

Jelöljük r*-gal tetszőleges r kardinális szám esetén azt a legkisebb kar-
dinális számot, amelyre r előállítható r* számú r-nél kisebb kardinális szám 
összegeként. 

2. LEMMA. Legyen a végtelen szinguláris kardinális szám, 6 pedig egy 
a-nál kisebb reguláris kardinális szám. Ha b > a* és / V minden y elemének 
megfelel egy h (y) rendszám; h (y) akkor létezik ]\-nek egy i eleme és 
/\-nak egy a számosságú Г részhalmaza éigy, hogy Г-пак minden у elemére 
h(y)<n. ' ' . 

BIZONYÍTÁS. Legyen ,« az A* kezdöszáma. Létezik reguláris kardinális 
számoknak olyan ,« típusú a,, a . , . . . , a £ , . . . , ( £ < « ) sorozata, hogy a p > a „ , 
ha ß>a, b < a j < a minden ,«-nél kisebb £ rendszámra és 

û — 2 rtí • 

Az 1. lemma szerint minden .«-nél kisebb £ rendszámhoz található olyan :rt 

rendszám, ж ( € Г Ь , hogy létezik /'„,-nek a j számú olyan у eleme, amelyre 
h (у) < :т£. Valóban, legyen q = a£, p b és g(y) h(y) a /'„.-n. Mivel 
b < ot és a£ reguláris kardinális szám, azért az 1. lemma feltételei teljesülnek. 
Ezért létezik Pb-nek olyan :r< eleme és /'„,-nek olyan a£ számosságé í\ rész-
halmaza, hogy / \ minden у elemére g(y) = h (у) < . 

Mivel а* < b és b reguláris kardinális szám, azért létezik / V n e k olyan 
ж eleme, hogy :/£ < л minden £-re, 0 < £ < / o Legyen 

s 
Nyilvánvaló, hogy / ' számossága a. Ha у+Г, akkor valamely .«-nél kisebb £„ 
rendszámra / A l\ definíciója szerint h(y) < :/.£ii. Mivel : rt < л , azért 
a lemmát bebizonyítottuk. 

3. LEMMA. Legyen ш reguláris kardinális szám, n egy m-nél kisebb szin-
guláris kardinális szám és S egy in számosságéi halmaz. Ha Fm minden y 
eleméhez hozzá van rendelve S-nek egy S(y) részhalmaza úgy, hogy §(y)<\\, 
akkor van olyan n-nél kisebb »„ reguláris kardinális szám és Гт-пек olyan 
m számosságéi G részhalmaza, hogy ha y é G, akkor 

5("/) < n„. 

BIZONYÍTÁS. Legyen ip az n* kezdöszáma. Létezik reguláris kardinális 
számoknak olyan Ф tipusú n,, na, . . . , n £ , . . . ( £ < / ) sorozata, hogy n ^ > n « , 
ha ß>u, n* < n£ < n minden / -né l kisebb £ rendszámra és 
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Bontsuk fel / V e t а (£<</>) halmazok összegére a következő módon: 
/ 'm-nek 7 eleme akkor és csak akkor tartozzék Г(()~hez, ha 5(7) .<»£. Mivel 
tn reguláris, azért van olyan £0 rendszám, £„<1p, amelyre / '(G ; m . Legyen 
G / '«ó és п0 = И£„. 

TÉTEL. Legyen S egy Ш számosságú halmaz, M - X „ , és N egy m-nél 
kisebb kardinális szám. Ha /',„ minden 7 eleméhez hozzá van rendelve S-nek 
egy S(y) részhalmaza úgy, hogy S(y) <11, akkor létezik Гт-пек olyan m 
számosságú Г részhalmaza, amelyre 

7 er 
BIZONYÍTÁS. Ha van olyan s reguláris kardinális szám, amelyre n g s o n , 

akkor jelöljön őtf reguláris m esetén tetszőleges, szinguláris m esetén nt*-nál 
nagyobb olyan reguláris kardinális számot, amelyre n ^ s» < m. Ha nincs olyan 
s reguláris kardinális szám, amelyre n g ö'< m, akkor n nyilvánvalóan szin-
guláris és in reguláris kardinális szám. A 3. lemma szerint létezik ekkor olyan 
«о reguláris kardinális szám, n„ < 3 és /',„-nek olyan m számosságú g rész-
halmaza, hogy ha 7 £ G, akkor 5(7) < n„. 

Legyen 
Ö! — ô0 és G' / m, ha van olyan s reguláris kardinális szám, 

amelyre n g § < n t ; ha nincs ilyen 0, akkor legyen s, = n„ és G' G. 
Bontsuk fel S-et o, számú páronként idegen m számosságú Mx halmaz 

összegére, 
5 = U Mx . 

«6Г,, 
Mivel S(y) < 6, (y£G') és ő, reguláris kardinális szám, azért létezik olyan 
/ ( ' / ) (7bG' ) rendszám, f(y)£/\.,, hogy minden /(7)-nál nagyobb x-ra ( z + A , ) 
5(7)пЛ/ х üres. Reguláris 111 esetén az 1. lemmát q = in, p ö,, ' / ' „ '=•G' , 
g(y) / (7 ) mellett/szinguláris 111 esetén a 2. lemmát a = m, b =• - s,, h(y) = 
= / ( 7 ) mellett alkalmazva következik, hogy létezik olyan :i rendszám, . T + A , , 
és G'-nek olyan m számosságú / ' részhalmaza, hogy / ' -nak minden 7 ele-
mére / (7 ) < :r, innen 

и мх Я 5 - и S(y), 
•I^xíL, Y er 

azaz 
5 - U 5(7) = m. 
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