SZINGULARIS INTEGRALOK KONVERGENCIAJAROL
TANDORI KAROLY

Bemutatta Székefalvi-Nagy Béla lev. tag az 1954. november 12-én tartott felolvaso iilésen

1. §. Bevezetés

Még H. LEBESGUE [3] vetette fel a kovetkezd problémat: mi annak a
sziikséges és elegend6 feltétele, hogy egy adott fliggvényosztily minden olyan
J(®) fiiggvényét, amelynek az x -— x, pont bizonyos tipusi pontja, a

;0 = | O pulx;ydt (1 =1,2,...)

szingularis integral az x = x, pontban el6dllitsa, vagyis hogy minden ilyen
fliggvényre teljesiilibn a

lim @.(f; x,) = f(x)

relacio. Ezt a problémat az L fiiggvényosztdly és a Lebesgue-pontok esetére
D. K. FAGYEJEv [2] oldotta meg. Tételét késobb Sz. G. KREJN és a B. JaA.
LEVIN [5] a Banach-terek elméletének modszereivel egyszeriibben bebizonyi-
tottak. Majd B. I. KORENBLJUM, Sz. G. KREJN és B. Ja. LEVIN [4] a Lebesgue-
féle problémat megoldottak az L"(p > 1) fiiggvényosztaly és a p-edrendit
Lebesgue-pontok esetén is.

Ebben a dolgozatban a Banach-terek elméletének modszereivel egy
masik — a fenti szerz6kétdl kiilonbozd — sziikséges és elegendd feltételt
adunk az L"(p = 1) fiiggvényosztalvok fiiggvényeinek p-edrendii Lebesgue-
pontban valé elGallithatosagara. Feltételinkbol konnyen nyerhetd D. K.
FAGYEJEV emlitett tétele és egy tovabbi tétel, amely ugyancsak L osztalybeli
fiiggvényeknek Lebesgue-pontban valo eldallithatosagara vonatkozik.

A kovetkez6kben az a-=0, b=-1, x,---0 esetre szoritkozunk; az alta-
lanos eset erre konnyen visszavezethetd.')

2. §. Segédtétel

Legyen p egy rogzitett kitevd: p=1 és jelolje Ly azoknak az
fHEL"[0, 1] fiiggvényeknek az osztilyat, amelyek az x-=—O0 pontban O-val
egyeniok és amelyeknek az x -0 pontban p-edrendii Lebesgue-pontjuk van,

1) Halas koszonetemet fejezem ki Sz.-Nacy BEta professzor urnak, aki e dolgozat
elkészitése kozben munkamban értékes megjegyzéseivel tamogatott.
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azaz / .

f(0)==0 és ‘j/ SO dt = o(h) (0 < h— 0). |
Az . ! , ‘
(1) A = sup i if(t)i" dt' !

O<h=1

normalassal LY Banach-fele tér.”)
Legyen ¢(f) a [0, 1] intervallumon. értelmezett merheto fuggveny ¢€s
tekintsiik a

@) | D)= l 0 9(t) at

fliggvényoperaciot. Tegyuk fel, hogy @D(f) az Ll térben mindeniitt értelmezve
van és véges értékii, azaz a fenti integral minden f(¢#)€ L) fiiggvényre Lebesgue-
értelemben létezik és véges. Ekkor a (2) integral minden olyan f(f) fiigg-
vényre létezik, amely a [0, 5] (0 < i <'1) intervallumban O-val egyenl6 és az
[n, 1] intervallumon az L'[s, 1] osztilyba tartozik. Mint ismeretes, ebbél
kovetkezik, hogy ¢(f) minden [#,1] (0 < < 1) intervallumon az L[, 1]

2)' L. pl. B. L Korensrum, Sz. G. Krejn és B. Ja. Leviv [4]. Csak az LY tér teljességét
. kell részletesebben megmutatni. Legyen f,() €L (n- 1,2,...) egy Cauchy-sorozat:
Sl =0 (m, n — ). Akkor (1) alapjan

1. ’
(1 O— 1@ 4t —0 (m, 1 — o) | 1
0

és igy létezik olyan f, (f) részsorozat, amely majdnem mindeniitt konvergal egy f(#) hatar-
fiiggvényhez ; nyilvanvald, hogy f(0) 0. Legyen & tetszbieges pozitiv szam és O << h < 1.
Ha n és n, elég nagy, akkor a feltevés miatt . {
1 () — Fa (O dt : < o —Fu 0 <

Ebbdl a Fatou-féle lemma alkalmazasaval adédik, hogy

Up .
_1.. |f(t) —fa (t);"a’t' L (n > N(g)). B
I {

0
Tehat {|f—fulll?? — 0 (n - oo). Tovabba
I I//l )

V1 or o , It s a‘.w

}74 !f(t)\’dts <;—f|f(t) fn(t)|’dt\ i '§|fn(t)]'dtg <
< TN el
= W —=fulfel T i FXG) dt\

=-!

-

Ebbol nyilvanvald, hogy az f(f) fiiggvénynek az x = 0 pontban p-edrendil Lebesgue-pontja
van. Ezzel az L} tér teljességét bebizonyitottuk. ‘
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(g=p(p—1)) osztélylia tartozik és igy a

wuywﬂmww

fiiggvényoperaciod minden rogznett A mellett ,az L, térben korlatos :

| 1 R
lwxﬂu=W¢«vmdf H¢®“m l mwm
F =) \ )

1

'§3MMMW4IMWW
Mlvel minden f(f) € L) fiiggvényre
lim () = (/)

és (f) véges, ezért a Banach—Steinhaus-féle tétel szerint @(f) LO ben
linedris fiiggvényoperacio. A kovetkez6kben ®P(f) normajat || (DH("’ vel jelbljiik:

|@ " = sup; d(f) (FELE IFW = 1).
.
SEGEDTETEL. Fenndll a kovetkezd egyenidtienseg :

47" A(p) = @I = A(p),
ahol h

Q-

’1" -mip \ N [
Awrczzf,JJMMW4

m=0

liq

2-m-1

BizonviTAs. Ha f(H)€ L4 és ||f§" = 1, akkor

x 2 » mﬁ\ a-m ' o~ :n ’ g
|U®¢@M;;L| osoa=Z) | voral’) | s
m- - 2 -1 Rt ;n 1 ‘
2ﬁﬂwm§i?ﬂmMW'§l,
2-‘;"-1 i 2 i ‘ 2"!
és igy [0 = A(p).
8) A p=1, q -~ > hataresetben az
‘ "/’]
j H/z(t)l’ldt\

integral a

lim ) Hh(t)]’ dt' .—vralmax|/1(t)

1>oc'

hatarértéket jelenti.

P
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’

Legyen ¢ tetszéleges pozitiv szam. Mint ismeretes, minden m természetes

szamhoz létezik egy a (27", 2™") intervallumon értelmezett f,(t) fiiggvény,
amelyre

o= - am 1

| Iorat—1, | L@eod=] | iporal —e

a-m=1 a-m-1 Cg-mel
Legyen -
ffy=2""f¢), ha t€@™, 2™ (m,=0,1,...).
Nyilvanvalo, hogy ‘

3 D(f) = A(p)— —

Legyen O < h =1 és jeldlje k = k(h) azt a természetes szamot, amelyre
2" < h=2"" f*(t) definicidja szerint

9 m

w [irora=2" Tirora-—2 2 | if0ra—s
h 0 0 =

m=k omm-1

és igy
It = 4.
Ebbél és (3)-bol kovetkezik, hogy ‘
P = 4 "7 A(p).
Ezzel a segédtételt bebizonyitottuk.

3. §. Tételek szingularis integralokra

/' Tekintsiik a

@) Du(f)= |FO) pult) at (n—1,2,..)

“
szingularis integralt; tegyiik fel, hogy ®.(f) minden n-re L{-ben mindeniitt
értelmezve van és véges. Ekkor @,(f) minden n-re Li-ben linedris fiiggvény-
operacio. '
A segédtétel szerint

) ATAMERN = A (=1,2,..),
ahol : '
> —mp s 2_"“- q ‘”‘q .
©) A, (p)- 22 i ! ’ |(p,,(f)|'df§ (n=1,2,...).
m=) zv;n—l o

4 L. pl. S. Banacu [1], 61—65. . ' -
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I. TETEL. Ahhoz, hogy minden f(t)€L"[O, 1] fiiggvényre, amelynek az
x = 0 pont p-edrendii Lebesgue-pontja, fenndlljon a

(M) | lim @,(f) = f(0)

H-> K
reldcio sziikséges és elegendd, hogy -

1. minden n-ra (0-< 1 = 1) teljesiiljon a

Jim |¢,,,(r) dt=-1"

> x (|

Jeltétel és

2. a (b) alatti A.(p) értékek egy n-tdl fiiggetlen K= K(p) allando alatt
maradjanak.”)

SzUKSEGESSEG. Az 1. feltétel sziikségessége nyilvanvald. 2. sziikséges-
sége a kovetkez6 modon lathato be. (7) szerint minden f(f)€ Ly fiiggvényre

lim @, (f) - f(0)=0.

nrx

Mivel.a @, (f) fiiggvényoperaciok az L Banach-térben korlatosak, ezért a
Banach—Steinhaus-féle tétel szerint normaik korlatosak és igy az (D) egyen-
16tlenség alapjan adddik, hogy az A.(p) értékek is egy n-t6l fiiggetlen korlat
alatt maradnak.

ELEGENDOSEG. Tegyiik fel, hogy az f(t)€L[0, 1] fiiggvénynek az x——(_)
pontban p-edrendii Lebesgue pontja van. Az 1. feltétel szerint .

im J'f(t)«pu (Hdt = lim .l' [f()—F @) g.(t) dt- F(0),

ezért elegendd a (7) relaciot az £(0) - - O esetben, vagyis az L osztaly fiiggvé-
nyeire bebizonyitani. :
Legyen f(f)€ Ll és & tetszbleges pozitiv szam. Ekkor elég kis h(>0)-ra
h b): ’
®) L tfa)i"dt‘ <t
I'h K
5) B, I. Korensijum, Sz. G. Kregjn és B. Ja. Levin tételében (lasd {4]), a 2. feltétel

helyett a ||¢,,||{,")<K (n 1,2, ..) feltétel szerepel. Ezek a szerzok a NG 019 ¢p > 1)
norma pontos értékét is meghataroztak :

| i || = H pn @] “at,
ahol . (f) az a legnagyobb konvex fiiggvény, amelyre teljesiil a

G ()< Fu(t) f lpn )" dy ©<1<1)

egyenlttlenseg.

5 Matematikai ¢és Fizikai Osztaly Kozlemeényei




66 TANDORI KAROLY

Legyen m, olyan nagy természe{es szam, hogy a (8) egyenlétlenség teljesiil-
jon, .valahanyszoy 0-< /=2 ™ Irjuk fel a (4) szingularis integralt a kovet-
kezd alakban: : '

a -y 1.

D (f) |f(t)f/~(t)df~~( [k | Jroguan= s

ﬂ 2" LT
Legyen

\ f(t) ha t€[0,2 ™|,

F®O=}10"" kutonben.
Nyilvanvalo, hogy jif*|I\” < ¢/K. lgy az (5) egyenldtienség és a 2. feltétel
szerint
) Hiy . 1 .

O =] | 1og0d -]J FOp0dt| < | DPIFIR < e

A Mmkowskl-fele egyenlotlenseg alkalmazasaval a 2. feltétel alap]an
adodik, hogy

1 )1—"'

Vo Zl,., (1 \
B l ' [ ‘(/H(t)'qdf\ § ) l |(/n(t)wdf =
(10) - | L
1 wy-1 ’ o p
= (21110 Lp Z wp ) J G (Z‘)[q df (241:" )1 N A (p) = (2;,10 )[/‘,
m: )

Tovabba az 1. feltétel szerint minden /1(f) iépcsos fiiggvényre
1

Hm ' h(yg.(Odt=0

PE L

ahonnan (10) alapjan nyerjiik, hogy
1

lim | f@)g.(dt 0.
‘Tehat elég nagy n-re |IS°| <& és igy (9) miatt elég nagy n-re 1M.(f)i < 2&
Tehat lim @,(f)=0. Ezzel az I. tételt bebizonyitottuk.

"> e

Az 1. tételbdl kovetkezik a

II. TETEL. (D. K. FAGYEJEV [2).) Ahhoz, hogy a (T) reldcio minden olyan
f(t)€L[O, 1] figgvényre fenndlljon, amelynek az x -0 pontban Lebesgue-
pontja van, sziikséges és elegendd, hogy teljesiiljon az \. tétel 1. feltétele és
minden n-re fenndlljon az

1 :
. | (Hdt < M(< o)

0
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egyenlétlenség, ahol
()=~ vrai max ¢.(y)| - (o<t=1),
t=ussi : -

BizonyiTAs. Megmutatjuk, hogy
1

: A = ]“'t//“(t)dt = A.(1) (n=3=1,2,..)),

[}]

”

ebbdl az 1. tétel alkalmazisaval adddik az allitds. A ,(?) fliiggvény definicidja
szerint

a
1 BREL]

» x x

) dt= > [ w,,(t)dt\ 2™ yrai max [c/',,(t)l:l-Au(l).
:) e 12_-’" ) . E ._3»—m§,§._,vm+l 2
Masrészr6! minden ni-re

PR
wm

‘ w()dt=2""" > vrai max . (f)]

. =0 - ﬂ. 1<,<(.—;J. .
g~m-~1
és igy :
1 ) Ni ’
g ~ 414:j \ 3 '
wdt= > | wdar= S viai max g.()) X2 4,0)
m= ) . e U 2 1,f<) i "o

(l_ PR -1

Az I. tétel felhasznalasaval bebnzonylthato a

ill. TETEL. Ahhoz, hogy a (7) reldcié minden olyan f(f)€L[0,1] figg-
vényre teljesiiljon, amelynek az x---0 pontban Lebesgue-pontja van, sziikséges
és elegendo, hogy -

a) a (7) reldcic minden Li(p > 1) fiiggvényosztdly minden f(t) fiiggve-
nyére teljesiiljon és

b) a ||®.||5(p>1) normdk p-tél és n-tél fiiggetlen korldt alait marad-
janak.

SZUKSEGESSEG. Ha p > 1, akkor LIC L) és | @,||h = || @.}i!", amibél a
tétel feltételeinek sziikségessége nyilvanvalo.

ELEGENDOSEG. a) miatt az 1. tétel 1. feltétele teljestil. Tovabba minden
természetes k-ra érvényes a kovetkezd becslés:

i}
D27 yraimax g, () =

=) o-M-t s

‘ ;)“‘“l l’l
27" viimax e (i—2"") | w.@Fdt] A,

i o-m-1ecp-mo=m

TiA
L4~

m

]

9--m-1

5% RN
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Ha p—1, azaz ha ¢ — ~,-akkor a jobboldali 6sszeg minden tagja O-hoz
tart és igy elég kis (p—1)-re

k
D27 vraimax [g.(D)] =14 A.(p).

”":O o-ni-1 =t=p-m .
Mivel k tetszoleges, ezért az A,(1) értékek b) és (5) szerint n-tol fiiggetien

korlat alatt maradnak. Igy az 1. tétel alkalmazasaval adédik a 1. tétel felté-
teleinek elegenddsége. '
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