
SZINGULÁRIS INTEGRÁLOK KONVERGENCIÁJÁRÓL 

TANDORI KÁROLY 

Bemutatta Szökefalvi-Nagy Béla lev. tag az 1954. november 12-én tartott felolvasó ülésen 

1. §. Bevezetés 

Még H. LEBESQUE [3] vetette fel a következő problémát: mi annak a 
szükséges és elegendő feltétele, hogy egy adott függvényosztály minden olyan 
f ( t ) függvényét, amelynek az x = x„ pont bizonyos típusú pontja, a 

b 

Ф*(/; *) = j / ( Ö y«(x; t) dt (n =1,2,...) 
a 

szinguláris integrál az x = x„ pontban előállítsa, vagyis hogy minden ilyen 
függvényre teljesüljön a 

lim Ф „ ( / ; х „ ) = /(x„) 
1t-> 00 

reláció. Ezt a problémát az l függvényosztály és a Lebesgue-pontok esetére 
D. K. FAGYEJEV [2] oldotta meg. Tételét később Sz. G. KREJN és a B. JA. 

LEVIN [5] a Banach-terek elméletének módszereivel egyszerűbben bebizonyí-
tották. Majd В . I . KORENBLJUM, SZ. G. KREJN és B. JA. LEVIN [4] A Lebesgue-
féle problémát megoldották az L ' ' ( p > 1) függvényosztály és a /7-edrendü 
Lebesgue-pontok esetén is. 

Ebben a dolgozatban a Banach-terek elméletének módszereivel egy 
másik — a fenti szerzőkétől különböző — szükséges és elegendő feltételt 
adunk az L ' ( p ^ \ ) függvényosztályok függvényeinek /j-edrendű Lebesgue-
pontban való előállíthatóságára. Feltételünkből könnyen nyerhető D. K. 
FAGYEJEV említett tétele és egy további tétel, amely ugyancsak l osztálybeli 
függvényeknek Lebesgue-pontban való előállíthatóságára vonatkozik. 

A következőkben az a 0, 0 = 1 , x„= 0 esetre szorítkozunk; az álta-
lános eset erre könnyen visszavezethető.1) 

2. §. Segédtétel 

Legyen p egy rögzített kitevő : /? s 1 és jelölje Ц> azoknak az 
f(t)£L'' [0,1] függvényeknek az osztályát, amelyek az x = 0 pontban 0-val 
egyenlők és amelyeknek az x 0 pontban p-edrendü Lebesguerpontjuk van, 

ö Hálás köszönetemet fejezem ki S Z . - N A G Y B É L A professzor úrnak, aki E dolgozat 
elkészítése közben munkámban értékes megjegyzéseivel támogatott . 
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azaz 
h 

ДО) о és \ \f(t)f'dt = o(h) (0 < Л 0). 
ü 

Az 
I, 

(1) l l / t ' = s u p ) | j | / ( o r ^ i ( 0 < / t = i l ) 

normálással l£ Banach-féle tér.-) 
Legyen y{t) a [0, 1] intervallumon értelmezett mérhető függvény és 

tekintsük a 
: í 

(2) Ф ( / ) = | 7 ( 0 <f<(t) dt 
ö 

függvényoperációt. Tegyük fel, hogy Ф ( / ) az Lll térben mindenütt értelmezve 
van és véges értékű, azaz a fenti integrál minden f(t)С Li', függvényre Lebesgue-
értelemben létezik és véges. Ekkor a (2) integrál minden olyan f(t)~ függ-
vényre létezik, amely a [0, /;] (0 < ц < 1) intervallumban 0-val egyenlő és az 
[ц, 1] intervallumon az U' [/;, 1] osztályba tartozik. Mint ismeretes, ebből 
következik, hogy <p(t) minden [^,1] (0 < >t < 1 ) intervallumon az V [/„ ÍJ 

-) L. pl. В. I. K O R E N B L J U M , Sz. G. K R E J N és B. JA. LEVIN [4]. Csak az LS tér teljességét 
kell részletesebben megmutatni. Legyen f„(t)^L!l (ti 1 , 2 , . . . ) egy Cauchy-sorozat : 
l ! / u - / » t l í P , ^ 0 (m, n —» oc). Akkor (1) alapján 

í 
\\fm(t)~f,m"dt-*Q (m, л — oo) 

. 6 
és így létezik olyan f„k(f) részsorozat, amely majdnem mindenütt konvergál egy f(t) határ-
függvényhez ; nyilvánvaló, hogy / (0 ) 0. Legyen e tetszőleges pozitív szám és 0 < h 1. 
Ha n és nk elég nagy, akkor a feltevés miatt 

h Wp 
S y í \fnk(t)-f„(t)\"dt l d II/»,-/« ||[,3,) < * 

Ebből a Fatou-féle lemma alkalmazásával adódik, hogy 

' j 1 / (0 - /» (01"« < (n>N(e)). h о 
Tehát I /—/«l ! / " —«-0 (n —• oo). Továbbá 

I 1 j m V ' d t J ' y [ 1 J | / (0- /„ ( / ) | "df I U + j ! f | / ,(0|"rft j 

„ \ 1 " á ! l / - / - i r + j y . | LM0I"dt\ 

Ebből nyilvánvaló, hogy az f ( t ) függvénynek az x - 0 pontban p-edrendü Lebesgue-pontja 
van. Ezzel az L\\ tér teljességét bebizonyítottuk. 
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= p (p—1)) osztályba tartozik és így a 
1 

ФгМ)- \ №4it)dt 

függvényoperáció minden rögzített mellett az Llí térben korlátos : 

Ф,(/)\ = ! .í 9 ( 0 / ( 0 dt =g j jj\<p(t)\*dt ( " ] í t / ( 0 f dt j " 

J l 9 ( 0 r r f / j j | / i r s ) 

Mivel minden f(t)£Ll', függvényre 

Hm ф, . ( / ) = Ф ( / ) 

és Ф ( / ) véges, ezért a Banach—Steinhaus-féle tétel szerint Ф ( / ) Ló'-ben 
lineáris függvényoperáció. A következőkben Ф ( / ) normáját || ФЦ^-уе! jelöljük: 

ЦФЦГ = sup ! Ф ( / ) | ( / € Lu, g 1). 

SEGÉDTÉTEL. Fennáll a következő egyenlőtlenség : 

4 ' M ( p ) \\Ф\$*> ^ A(p), 
ahol 

go , 2-"' O/fl 
í 1^(01 V f . 

м»=0 f У o-m -1 

BIZONYÍTÁS. Ha f(t)£Ü- és ||/||£w s . l , akkor 
1 oc 00 i 2-'" \»/pi 2-'" ,!/(> 
\f{t)<p(t)dt g ^ I 1/(0 9(01 )' 1 / ( 0 Г ^ I' | 9 ( 0 I " d t \ , 
П m: 0 m =0 ' > f > 9~ÍJ< -1 

о -Ш 

"f ! / ( 0 | V f ^ ^ I r ' l . l / c o í V f j ^ i , , 
o-m-l 0 ^ 

és így ||Ф||о =A(p)-

3) A p 1, Ç X határesetben az 

t ß i V« 
J | f t ( 0 № 

f « ! 
integrál a 

i ? P/r 
lim I \h{t)\' dt vrai max\h(t) 

Í- .I-OC I „• t Cl^tSß 
határértéket jelenti. 
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/ 

Legyen e tetszőleges pozitív szám. Mint ismeretes, minden m természetes 
számhoz létezik egy a (2~m l, 2 m) intervallumon értelmezett / „ ( 0 függvény, 
amelyre 

O-IX .J »1 < 2 >U >i; 

j \f,„(t)\p dt= 1, " j / « ( 0 <40 tf f L" j J |V(0l'y dt I - & 4 ) 
o-'H-L o-»t-l ' 2-Wt_l 

Legyen 

/ • ( / ) = 2 "/„(О, ha / $ ( 2 — \ 2"'") (m, = 0, 1, . . . ) . 

Nyilvánvaló, hogy 

(3) Ф{Г)^А{р)~—L_ft 

Legyen 0 < Л ^ 1 és jelölje A: = Аг(Л) azt a természetes számot, amelyre 
2 '' 1 < h Ш 2'". f*(t) definíciója szerint 

л \\r(t)\rdt^ 2 +1 "(' 1/Ч0Г dt —'2 , M V-2 " "(• | / 4 0 | 4 / f = 4 
0 U »'=* 2-m-l 

és így 
JI/t-Ho^ ^ 4 ' 7 • 

Ebből és (3)-ból következik, hogy 

||Ф||о3,) i - 4 PA(p). 

Ezzel a segédtételt bebizonyítottuk. 

3. §. Tételek szinguláris integrálokra 

Tekintsük a 
1 

(4) Фп ( / ) = | / ( 0 <fn (0 dt (л = 1 , 2 , . . . ) 
о 

> 
szinguláris integrált; tegyük fel, hogy Ф и ( / ) minden n-re Lií-ben mindenütt 
értelmezve van és véges. Ekkor Ф„( / ) minden n-re L'í-ben lineáris függvény-
operáció. 

A segédtétel szerint 

(5) 4 ' Ч , ( / 0 ^ ЦФхЦ^0 ^ A„(p) (n= 1 , 2 , . . . ) , 

ahol 

(6) A, (/>) V 2 j " I " I <pn(01''dt [ ' (n = 1 , 2 , . . . ) . 
m = 0 2-"'-1 

О L. p l . S . BANACH [1], 6 1 — 6 5 . 
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I. TÉTEL. Ahhoz, hogy minden f(t)£L''[0, ÍJ függvényre, amelynek az 
X = 0 pont p-edrendü Lebesgue-pontja, fennálljon a 

(7) П т ф „ ( / ) = / ( 0 ) 
n ->- X 

reláció szükséges és elegendő, hogy 

1. minden irra (0< ц S 1) teljesüljön a 
f 

lim I (pn(t) dt = 1 
m - x ; , 

feltétel és 
2. a (6) alatti Alt(p) értékek egy n-töl független К K(p) állandó alatt 

maradjanak.) 

SZÜKSÉGESSÉG. A Z 1. feltétel szükségessége nyilvánvaló. 2. szükséges-
sége a következő módon látható be. (7) szerint minden / ( / ) £ Ц, függvényre 

lim Ф » ( / ) = / ( 0 ) = 0. 

Mivel а Ф„( / ) függvényoperációk az LÍI Banach-térben korlátosak, ezért a 
Banach—Steinhaus-féle tétel szerint normáik korlátosak és így az (5) egyen-
lőtlenség alapján adódik, hogy az A„{p) értékek is egy /г-től független korlát 
alatt maradnak. 

ELEGENDŐSÉG. Tegyük fel, hogy az f(t)£L[0,1] függvénynek az x 0 
pontban /7-edrendü Lebesgue pontja van. Az 1. feltétel szerint; 

л I 
lim \f(t)<f„(t)dt= lim I [ / ( 0 —/(0)]<p„(t) dt+f(0), 

"-"«О """"о 
ezért elegendő a (7) relációt az / (0 ) - 0 esetben, vagyis az Ljj osztály függvé-
nyeire bebizonyítani. 

Legyen f{t)^L',, és r tetszőleges pozitív szám. Ekkor elég kis Л(>0)-га 

о) il 
0 í l 

5 ) В , 1. KORENBLJUM, Sz. G. K R E J N és B . J A . LEVIN tételében (lásd | 4 J ) , a 2 . feltétel 
helyett a || ^« Ц ^ < К (n 1 , 2 , . . . ) feltétel szerepel. Ezek a szerzők а Ц Ф„ if/'* (p > 1 ) 

norma pontos értékét is meghatározták : 

t 
ahol О,, (t) az a legnagyobb konvex függvény, amelyre teljesül a 

í 
f,.(t) F„ (t) <p„(yy'dy (0 < / 1) 

t 

egyenlőtlenség. 

5 M a t e m a t i k a i é s F i z i k a i O s z t á l y K ö z l e m é n y e i 
1 
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Legyen //;„ olyan nagy természetes szám, hogy a (8) egyenlőtlenség teljesül-
jön, valahányszor 0 < h m°. írjuk fel a (4) szinguláris integrált a követ-
kező alakban: 

I r 2 ~mo I 

ФЛЛ {/«)<?„№= J + 
и Ö •>-"',< 

Legyen 

/40 

I )f(t)4At)dt=-r + ir. 
mo 

) / ( / ) , ha t£ [0,2 "'"], 
0 különben. 

Nyilvánvaló, hogy ||/*|loP)< e/K. így az (5) egyenlőtlenség és a 2. feltétel 
szerint 

i 
mmodt I ' nomodt (9) i / f j - 1 | ф - Г . | | г Г < « . 

A Minkowski-féle egyenlőtlenség alkalmazásával a 2. feltétel alapján 
adódik, hogy 

(10) 

r J1 '/ • «v1 
WÁ0\4dt\ 2 

.' ' .RIRHI 
W..(t)\"dt 

J 

-1 

Q-mï-1 

1 '/ m„- [ , , • , i 

O-W-l 

Továbbá az 1. feltétel szerint minden h(t) lépcsős függvényre 
i 

lim I h(t)<f„ (t)dt = 0, 

ahonnan (10) alapján nyerjük, hogy 
i 

lim \ f(f)<f„(t)dt 0. 

Tehát elég nagy /г-re | 1 < t és így (9) miatt elég nagy n-re Ф„(/)\< 2e. 
Tehát Н т Ф „ ( / ) = 0. Ezzel az I. tételt bebizonyítottuk. 

11 ->- CC 
Az I. tételből következik a 

II. TÉTEL. (D. K . FAGYEJEV [2] . ) Ahhoz, hogy a ( 7 ) reláció minden olyan 
f(t)é.L\0, 1] függvényre fennálljon, amelynek az x 0 pontban Lebesgue-
pontja van, szükséges és elegendő, hogy teljesüljön az I. tétel 1. feltétele és 
minden n-re fennálljon az 

i . 
I il'„(t)df < M(< oc) 
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egyenlőtlenség, ahol 
1pn(0 = vrai max | «у „ (y) I (0 . / l). 

BIZONYÍTÁS. Megmutatjuk, hogy 
1 

f f 
2 A„(l) 2§ J y n ( t ) d t ^ A , ( l ) (л =f= 1, 2 , . . . ) , 

ebből az I. tétel alkalmazásával adódik az állítás. A 4>„(t) függvény definíciója 
szerint 

j , 
(I . , - » 1 - 1 

Másrészről minden m-re 

,,{t)dt^_ V I ifj„(t)dtmZ vrai max \(f„{t)\ - 1 A„(\). 
m-l w 1 о ^ 

1/Л,(0£// ^ 2 '" 1 2 vrai max \(fn{f)\ 

és így 

1 

I I Vn(t)dtS £
 v r a i m a x Ï ^ . ' 2 " ' I .4.(1). 

m— 0 ./ it ' o и 1 f -jrо /j I 
и о ж : 

Az 1. tétel felhasználásával bebizonyítható a 

111. TÉTEL. Ahhoz, hogy a (7) reláció minden olyan f{t)£L [0, 1 ] függ-

vényre teljesüljön, amelynek az x 0 pontban Lebesgae-pontja van, szükséges 

és elegendő, hogy 
a) a (7) reláció minden Llfp > 1 ) függvény osztály minden f(t) függvé-

nyére teljesüljön és 
b) a !l Фп\\и(р > 1) normák p-töl és n-től független korlát alatt marad-

janak. 

SZÜKSÉGESSÉG. HA p> 1, akkor L'^L], és Ф„| |Г, ^ || Ф„||о", amiből a 
tétel feltételeinek szükségessége nyilvánvaló. 

ELEGENDÖSÉG. a) miatt az I. tétel 1. feltétele teljesül. Továbbá minden 
természetes k-ra érvényes a következő becslés: 

2 vrai max |rp„(t) - -
ni—О 2~т~ ' <2~?" 

2 -m 

m 2\2~т vraimax \<р,Щ-2""1, j I ^ ( t f 4 dt1 '\ +А„(р). 
ni—0 I о-»7-1 < f < q - m ' 

о - m - l 

5 * 
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Ha p—* 1, azaz ha <7—•<*>, akkor a jobboldali összeg minden tagja O-hoz: 
tart és igy elég kis (p— l)-re 

к 
У, 2 " vrai max |gc„(f)| g 1 + Л „(/>). 

ш—0 o-m-I m 

Mivel к tetszőleges, ezért az A , ( l ) értékek b) és (5) szerint n-tői független 
korlát alatt maradnak. így az I. tétel alkalmazásával adódik a III. tétel felté-
teleinek elegendősége. 
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