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Péter Rozsdnak, a rekurziv fﬁggvények vildgszerte elismert kutatdjdnak 50. sziiletésnapjdra

A Mag);ar Tudomanyos Akadémia kikiildetésében a Német Demokratikus
Koztarsasagban tett tanulmanyutam alkalmaval tobb tudoményos el6adast tar-
tottam kiilonboz6 egyetemeken; koziiliik kettét a berlini matematikai kollok-
viumon. Az egyik el6addsom.kapcsdn, 1954. november 22-én, K. SCHROTER
_professzor felvetett egy problémat az altalanos rekurziv fiiggvény fogalméanak
definicidjara vonatkozdan. A jelen dolgozat — a sziikséges fogalmak és téte-
lek ismertetése® utan — e probléma megoldasat tartalmazza.

1. Az dltaldnos rekurziv fiiggvény fogalma. Az altalanos rekurziv fiigg-
vények bizonyos tulajdonsdgu fiiggvényegyenletrendszerek Aaltal definialt arit-
metikai fliggvények. (Aritmetikai fiiggvényen olyan egy- vagy tobbvaltozds
fliggvényt értiink, amely fiiggetlen valtozojanak vagy valtozéinak nemnegativ
egész szamu értékeire van értelmezve és értékei is nemnegativ egész szamok.)
A fiiggvényegyenletrendszer minden egyes egyenletének bal- és jobboldala
adott nemnegativ egész szamokbol és a nemnegativ egész szamokon atfuto
valtozokbol az egyetlen y=—x+4 1=x" ismert fiiggvény, valamint a fiiggvény-
egyenlet altal definidlt ismeretlen fiiggvények véges szdmu alkalmazasaval
felépiild kifejezés. A nemnegativ egész szamokon .atfutd valtozékat, az tun.
szdmvdltozdkat, az x,y, z betiikkel jel6lom; minthogy azonban valamely dlta-
lanos rekurziv fiiggvény definicidjaul szolgalo fiiggvényegyenletrendszerben
akarhany szamvaltozo el6fordulhat, felteszem, hogy megszamialhatéan? végtelen
sok szdmvdltozo rendelkezésre all (pl. x, 3, 2, X1, V1, 21, Xa, Vo, Zs, - - ). Az isme-
retlen fiiggvények jelolésére az f, g, i, a, b, ¢, d betiiket hasznalom; minthogy
valamely altalanos rekurziv fiiggvény definiciojaul szolgalo fiiggvényegyenlet-
rendszerben akédrhdny ismeretlen fiiggvény szerepelhet, felteszem, hogy meg-
szamlalhatoan® végtelen sok ilyen, fiiggvények - jelolésére szolgald jel, un.

1 Ez az ismertetd rész (1., 2. és 3. pont) nem tartalmaz 0j eredményt, azonban lehetdvé
teszi, hogy e dolgozatot a rekurziv fiiggvények elméletére vonatkozd elbismeretek nélkiil is -
meg lehessen érteni.

2 Minthogy egy-egy fiiggvényegyenletrendszerben csak véges szamu szamvaltozo
forduthat eld és csak véges szami ismeretlen fiiggvény szerepelhet, és minthogy mellékes,
hogy a fiiggvényegyenletrendszerben szerepld tetszbleges nemnegativ egész szamokat és
ismeretlen fiiggvényeket hogyan jeloljik, megszdmlalhatéan végtelen sok szamvaltoz() és
funktor biztosan elég barmely fiiggvényegyenletrendszer felirdsahoz.
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funkior rendelkezésre all (pl. f, &, h,a,b,¢c,d, fi, &, by, by, 60, d55 foy @0y Iy, o,
b, ¢, dsy .. .). Egy-egy funktort egy és ugyanazon fiiggvényegyenletrendszerben
mindig ugyanazon ismeretlen fiiggvény, tehat mindig ugyanannyi véltozds
ismeretlen fiiggvény jelolésére haszndlok, tehat keriilni fogom azt, hogy egy
fiiggvényegyenleten beliil pl. f(x) is, f(x,y) is el6forduljon. Ezért kikotom,
hogy minden - egyes funktorhoz hozzd van rendelve egy pozitiv egész szam,
mint a funktor altal jelolhetd fiiggvény fiiggetlen valtozdinak szdma; ezt a
szamot a kérdéses funktor argumentumszdmdnak nevezziik. Minthogy valamely
altalanos rekurziv fiiggvény definicidjdul szolgélo fiiggvényegyenletrendszerben
akarhany valtozds ismeretlen fiiggvénybdl akéarhany eldfordulhat, felteszem,
‘hogy r==1,2,3,... esetén végtelen sok r argumentumszamu funktor rendel-
kezésre all. '

Az afalanos rekurziv fiiggvények definiciojdul szolgald fiiggvényegyen-
letrendszerben ‘szerepld egyetlen adott fiiggvényt mindig igy jelolom: y=x';
itt tehat x’ a természetes szamsorban® a kozvetleniil az x-szel jelolt nem-
negativ- egész szam utan kovetkezd egész szamot jeloli (pl. 0'=1, 1'=2, .
2=3,...,9=10, 100=11,...,99'=100,...). Ennélfogva a pozitiv egész
-szdmokat a szokdsos 1, 2, 3,... jelolés helyett igy is jelolhetjiik: 07, 07,07,... .
Ez a gyakorlati szempontbol kényelmetlen jelolés az aldbbi elméleti meggon-
dolasok szempontjabol célszeriibb lesz, mint az 1,2,3,... jeldlés; ezért fel-
teszem, hogy az altalanos rekurziv. fiiggvények definiciojaul szolgalo fiigg-
vényegyenletrendszerekben az adott nemnegativ egész szdmok mindeniitt csak
0,0,07,0,... alakban fordulnak eld. :

Ezek elérebocsitasa utan pontosan definidlhatjuk, mit értink (az altala-
nos rekurziv fliggvények definiciojaul szolgald fiiggvéayegyenletrendszerek
egyenletei bal- és jobboldaldn el6fordulhatd) kifejezésen. A definicio, a kife-
jezés komplikaltsagat jelzd rendszdma szerinti rekurzidval torténik; kés¢bb
azonban nem lesz sziikség a rendszam fogalmara.

O-adrendii kifejezésen értjiik a O konstanst és a szamvaitoZzok barmelyikét.
Ha mdr tudjuk, mi az az n-edrendii vagy alacsonyabbrendii kifejezés, akkor
n+ l-edrendii kifejezésen barmely f(K,, Ky, ..., K;) alaku jelsorozatot* értiink,
ahol f helyén akdrmelyik r argumentumszamu funktor althat’, K, K,,..., K,
pedig legfeljebb n-edrendii kifejezések, amelyek koziil legaldbb egy pontosan
n-edrendil, tovadbba barmely K’ alakit jelsorozatot®,. ahol K valamely n-edrendii

3 A O-t is a természetes szamsorhoz szamitom. .

4 A definiciobol vilagos, hogy minden kifejezés — alakjat tekinitve — a O konstans-
bdl, a szamvaltozokbol, a ' jelbd!, a funktorokbdl és a (, ) és, (kezdbzarojel, végzarojel
és vessz0) irasjelekbOl allo véges ‘sorozat. Jelentését tekintve minden kifejezés valamely
nemnegativ egész szamot jelol, amelynek értéke altalaban attol fiigg, milyen aritmetikai

_ fiiggvényeket jeldliink a benne eloforduld funktorokkal és milyen nemnegativ egész szama
értékeket adunk a benne eléfordulé szamvaltozoknak.

5 Kovér kisbetilivel altalaban a funktorok koziil valamelyik tetszblegeset jeloljiik.
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kifejezés. Kifejezésen értiink barmely olyan K jelsorozatot?, amelyhez van olyan
n nemnegativ egész szam, hogy K n-edrendit kifejezés®.

Pl. 0, x,y,z O-adrendii kifejezések; 0, x",y’,2" és (ha pl. az f, g h
funktorok argumentumszama sorra 2, 2, 1) f(0, 0), f(x, x), f(x,¥), f(¥,x), £(0,0),
h(0), h(x) elsérendii kifejezések; 0, x”, f(0', 0), £(0,Q'), £(0, x'), (0, O, f(x,0)’,
fG,pY, f(x h(x), f(gx, ), 1(0)), h(h(0)), h(Q’), h(OY, h(x'), h(x)" masod-
rendii kifejezések; 07, x’, £(0, 0, £(0,0Y, £(0, 0)’, f(x, ¥"), (X', "), F(x, V'),
f, )", (g%, 1(3)), 2), (O, h(A(x))), h(h(h(x))), h(f(x, y)), h(f(x, g(x,0)))
harmadrendii kifejezések. A fentieknek megfeleléen nemnegativ egész szdmo-
kon (roviden: szdmokon) a 0,0,07,0",... kifejezéseket értjiik.

Fiiggvényegyenleten (roviden: egyenleten) K= L alaki jelsorozatot értiink,
ahol K és L kifejezések; fiiggvényegyenletrendszeren (roviden: egyenletrend-
szeren) pedig olyan véges halmazt’, amelynek elemei fiiggvényegyenletek.

PL.

00,
0" = ’

0 = x, o

f(X, f(y7 Z)) :f(f(xr y)r Z),
h(f(x, y)) = f(h(x), h(y)),
hh(x))=x"
fiiggvényegyenletek,

) x=0,
'f(X, X) =0,
V f(x,0)=x,

| F, y)— F(x, 9)s

g f(x, »)=1(y, x),
’ f(x: f(yr 2)) :f(f(x’ J)), Z),
’ f(x, x)=h(x),

h(f(x, y)) = h(f(x), 7())

fiiggvényegyenletrendszerek. Minden fliggvényegyenlet magaban is fiiggvény-
egyenletrendszert alkot.

6 A kifejezés rendszama fogalmanak, amelyre kizarélag csak azért van sziikség, hogy
szerinte haladd rekurziéval definidlhassuk a kifejezés fogalmat, kikiiszobolésére szokas az
ilyenfeéle definiciot a kovetkezd alakban is kimondani: a O konstans és a szamvaltozok
kifejezések ; ha K, K,, ..., K, mar kifejezések, f pedig valamely r argumentumszama funk-
tor, akkor (K, Ks, ..., K,) is kifejezés; ha K madr kifejezés, akkor K' is kifejezés; mas
nem kifejezés. Halmazelméleti alakban igy mondhatnék ki ezt a definiciot: a kifejezések
halmazan értjiik mindazon halmazok metszetét, amelyeknek a 0 konstans és barmely szam-
valtozd eleme, tovabba, valahanyszor K, K,,..., K, elemei és f valamely r argumentum-
szamu funktor, akkor 1(K,, K;, ..., K,) is eleme, és valahanyszor K eleme, K’ is eleme.

7 A fiiggvényegyenletrendszerhez tartozo fiiggvényegyenletek sorrendje nem lényeges.

8 Matematikai és Fizikai Osztaly Kozleményei
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Egy F fiiggvényegyenletrdl azt mondjuk, hogy valamely E fiiggvény-
egyenletbdl specializdldssal keletkezik, ha F ugy jon létre E-bOI, hogy egy
vagy tobb szamvaltozd helyébe, mindeniitt, ahol E baloldalan vagy jobbol-
dalan eléfordul, egy-egy tetszdleges szamot (azaz a 0,0°,07,0,... kifejezé-
sek valamelyikét) helyettesitjiitk,” azonban ugyanazon szamvaltozé helyébe
mindeniitt, ahol el6fordul, egy és ugyanazt a szamot. Pl az f(x,0)=x
fliggvényegyenletbol az f(0”,0) = 0" egyenlet, vagy az f(x, y") = f(x, y)’ figg-
vényegyenletbdl az f(0”,0) = f(0”,0) egyenlet specializalassal keletkezik (az
elobbi esetben x helyébe 0”-t helyettesitettiink; az utobbi esetben egyidejii-
leg helyettesitettiink x helyébe 0”-t, y helyébe pedig O-t). De specializildssal
(ti. y helyébe 0" helyettesitésével) keletkezik az f(x,y")=- f(x,y) fiiggvény-
egyenletbdl az f(x, 0”) == f(x, 0")" egyenlet is.

Egy F fiiggvényegyenletr6l azt mondjuk, hogy valamely E fliggvény-
egyenletbol valamely G fiiggvényegyenlet alkalmazdsdval keletkezik, ha F
ugy jon létre E-b6l, hogy a G baloldalan allo kifejezést egy vagy tobb
helyen, ahol E-ben (akar baloldala, akdr jobboldala részeként, esetleg E bal-
oldalaként vagy jobboldalaként) el6fordul, a G jobboldalan allé kifejezéssel
potoljuk. Pl. az f(0”,0)=f(0",0) egyenletbdl az f(0”’,0)=0" egyenlet
alkalmazdsaval az f(0”,0) = 0" egyenlet keletkezik; az f(f(x, x), f(x, x)) =
= f(f(x, x), 0) fliggvényegyenletbdl az f(x, x) = h(x) fiiggvényegyenlet alkal-
mazasaval az f(r(x), f(x, X)) = f(f(x, %), 0), f(f(x, %), h(x)) = f(f(x, x), 0),
FUx %), f(x, %)) = f(h(x), 0),  f(h(x), 1(x)) == f(f(x, %), 0), f(h(x), f(x,%))=
= f(h(x), 0), F(f(x, x), h(x)) = f(A(x), 0), F(A(x), h(x))-~f(h(x),0) fiiggvény-"
egyenletek barmelyike keletkezhetik (aszerint, hogy mely helyen vagy helye-
ken potoljuk f(x, x)-et h(x)-szel); a h(f(x, y))=f(h(x), h(y)) fliggvény-
egyenletbdl a A(f(x, ¥)) ==f(h(y), h(x)) figgvényegyenlet alkalmazdsaval az
f(h(y), h(x)) = f(h(x), h(p)) fiiggvényegyenlet keletkezik.

Egy F fiiggvényegyenletr6l azt mondjuk, hogy valamely R fiiggvény-
egyenletrendszer frividlis kovetkezménye, ha az R egyenleteib6l véges szamu
specializlassal és alkalmazdssal (ti. akar az R egyenleteinek, akar a belOliik
mar véges szamu specializdlassal és alkalmazdssal megkapott egyenleteknek
alkalmazdsaval) keletkezik. A definicio vildgosabb lesz, ha a trividlis kovet-
kezmény fogalmat a specializaldsok és alkalmazasok egyiittes szama szerinti
rekurziéval definidljuk; ezt a szdmot a trividlis kovetkezmény rendszdmdnak
nevezziik.

Egy F fiiggvényegyenletet valamely R fiiggvényegyenletrendszer O-adrendi
trividlis kovetkezményének nevezziik, ha az R egyenleteinek valamelyike. Ha
mér tudjuk, mit jelent az, hogy egy fiiggvényegyenlet valamely fiiggvény-
egyenletrendszer n-edrendii vagy alacsonyabbrendii trividlis kovetkezménye,
akkor azon, hogy egy F fiiggvényegyenlet valamely R fiiggvényegyenletrend-
szer n-+- 1-edrendii trividlis kivetkezménye, azt értjiikk, hogy vagy specializa-
lassal keletkezik R valamely -n-edrendii trividlis kovetkezményébdl, vagy pedig
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R valamely legfeljebb n-edrendi E trividlis kovetkezményébdl R valamely
legfeljebb n-edrendli G trivialis kovetkezményének alkalmazéasaval keletkezik,
de E és G koziil legalabb az egyik pontosan ri-edrendil trividlis kovetkez-
ménye R-nek. Egy F fiiggvényegyenletrdl akkor mondjuk, hogy valamely R
fliggvényegyenletrendszer trividlis kivetkezménye, ha van legaldbb egy® olyan
n nemnegativ egész szam, hogy F az R-nek n-edrendil trividlis kovetkez-
ménye”.

A frividlis jelz6t azért célszerii alkalmazni, mert valamely R fiiggvény-
egyenletrendszer kdvetkezményén barmely olyan fiiggvényegyenletet természetes
érteni, amelyet R minden megoldasa, azaz minden olyan fiiggvényrendszer
kielégit, amely R mindegyik egyenletét, az R-ben eldfordulé szamvaltozdk
minden értéke esetén, kielégiti. Vilagos, hogy valamely R fiiggvényegyenlet-
rendszer minden trividlis kovetkezménye ilyen értelemben is kovetkezménye
R-nek (feltéve, hogy olyan esetben, amikor R-nek egydltaldban nincs meg-
oldasa, barmely fiiggvényegyenletet R kovetkezményének tekintiink)™. Forditva
azonban ez nem All, van.olyan R fiiggvényegyenletrendszer, amelynek nem min-
den kovetkezménye trividlis kovetkezménye. Ez adodik a jelen dolgozat ered-
ményébdl is, de egyszeriibben is bebizonyithaté™.

% Konnyen meggy0zO0dhetiink, hogy eldfordulhat, hogy egy és ugyanazon fiiggvény-
egyenlet valamely fiiggvényegyenletrendszernek kiilonbodz0 rendii trivialis kovetkezménye.

v A trividlis kovetkezmény rendszama fogalmanak kikiiszobolésére a kévetkezoképpen
is kimondhatjuk a trividlis kovetkezmény fogalmanak definiciojat (lasd a 6. labjegyzetet):
egy R fiiggvényegyenletrendszer trivilis kovetkezményének nevezziik R egyenleteit, tovabba
barmely olyan fiiggvényegyenletet, amely R valamely trivialis kovetkezményébdl specializa-
lassal, vagy R valamely masik trivialis kovetkezményének alkalmazasaval keletkezik, mas
fiiggvényegyenletet azonban nem.

10 Természetesen jogosan nevezhetndk még R bizonyos mas kovetkezményeit is tri-
vidlis kovetkezményeinek (pl. azokat, amelyekhez szamvaitozok helyébe fefszdleges kifejezé-
sek (nemcsak szamok) helyettesitésével, tovabba az R-hez tartozd, vagy véges szami ilyen
helyettesitéssel és alkalmazassal mar megkapott egyenletek alkalmazasaval juthatunk; vagy
barmely K- :K alakd egyenletet; vagy azokat, amelyekhez a fenti eljrdsokon kiviil az
egyenletek bal- és jobboldalanak felcserélésével juthatunk); azonban. a tovabbiakban min-
dig a fent definialt értelemben értjiik majd a trivialis kovetkezmény fogalmat.

11 Pl az
fl (X, 0) =X,
F16 Y)Y =fi(x, y),
f'_’(x) 0) - Ov

fz(x, y') : ”fl(x:f'_’(xfy))r

c(fl (X, ,V), x) =0,

(6 fi(x,¥) =0,

fa(h(x), c(h(x),3)) =0
filggvényegyenletrendszernek a h(x) =0 egyenlet kovetkezménye (mert az elsd hat egyen-
letének csak az fi(x,y)==x+y, fo(x, ¥)==xy €és
s 0, ha x = »

CCN N ha X<y

8*
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Egy R fiiggvényegyenletrendszerr6l azt mondjuk, hogy valamely benne
szerepld, azaz valamely R-ben el6forduld f funktorral jelolt, fiiggvény értékeit
meg/zbta’rozza, ha ftetszbleges n,, ns,...,n. nemnegativ egész szamokhoz
(azaz 0”---' alaka kifejezésekhez), ahol r az f funktor argumentumszama,
egy és csak egy olyan m nemnegativ egész szam van, hogy az f(n,, n,,...,n,)=m
egyenlet trividlis kovetkezménye R-nek.

Pl. az
Sfl(x, 0)=x,
'. fl(x1 y,) :fl(x’ J))’

fiiggvényegyenletrendszer az f; fiiggvény értékeit egyértelmiien meghatarozza.
Valéban, legyen & és n két tetszbleges nemnegativ egész szam. Mindenek-
elétt bebizonyitjuk, hogy van olyan m nemnegativ egész szam, hogy az
fi(k, n)=m egyenlet trividlis kovetkezménye az S egyenletrendszernek. Valo-
ban, ez &ll, ha n--0; ugyanis S elsd egyenletében x helyébe k-t helyettesitve
adddik, hogy az f,(k, 0) ==k egyenlet trividlis kovetkezménye S-nek. Ha alli-
tasunk valamely n nemnegativ egész szdmra igaz, akkor igaz n’-re is. Ugyanis
S masodik egyenletében x helyébe k-t, y helyébe n-et helyettesitve adodik,
hogy az fi(k, 'Y= f.(k, n)’ egyenlet trividlis kovetkezménye S-nek; ebbdl az
egyenletbdl, az f,(k,n)=m egyenletet alkalmazva, amely az indukcios fel-
tevés szerint trividlis kovetkezménye S-nek, adodik, hogy az fi(k,n)=m’
egyenlet is trivialis kovetkezménye S-nek. Az, hogy adott k és n nemnegativ
egész szdmokhoz csak egy olyan m nemnegativ egész szdm lehet, ti. k és n
osszege, hogy az f,(k, n) = m egyenlet trividlis kovetkezménye S-nek, pl. abbol
adodik, hogy az fi(x,y)=x-y fiiggvény kiclégiti az S fiiggvényegyenlet-
rendszert. Valoban, ha fi(x, y)-=x-+1y, akkor tetszbleges x nemnegativ egész
szam esetén fi(x,0)==x+0=x és tetszbleges x és y nemnegativ egész
szamok esetén f,(x, ) =x-4y =x-+y-+ 1==f(x,y). Ennélfogva az f,(x,y) ==
=x-y fiiggvény Kkielégiti az S fliggvényegyenletrendszer barmely (trividlis
vagy nem trividlis) kovetkezményét; igy, ha az fi(k, n)=—m egyenlet kovet-
kezménye S-nek, akkor™ m—k+n. llyen értelemben tehdt az S egyenlet-

S

fliggvények tesznek eleget és igy a hetedik egyenlete azt mondja ki, hogy (barmely x-re
és y-ra) vagy h(x)=-0, vagy h(x) =y; minthogy az utobbi nem allhat adott x esetén bar-
mely y-ra, tehat csak a h(x) -0 figgvény tesz eleget az egész fiiggvényegyenletrendszer-
nek) ; azonban kdénnyen meg lehet mutatni, hogy nem ftrividlis koévetkezménye (ennek az az
oka, hogy a hetedik egyenletbdl y helyébe véges szami szam helyettesitésével csupa olyan
egyenlet keletkezik, amelynek még mas h fiiggvény is eleget tesz, pl. barmely olyan kons-
tans, amely nagyobb, vagy ugyanakkora, mint a helyettesitett véges szdmd szdm bar-
melyike). — A fenti példa nem a legegyszeriibb példa valamely fiiggvényegyenletrendszer
nem trivialis kovetkezményére, azonban médot ad arra, hogy az olvasd elére megismerje
a SchuroTer-féle probléma megoldasanak alapgondolatat.

12 1t természetesen m azt a kifejezést jeloli, amely a k -+ n nemnegativ egész sza-
mot allitja eld 0=+’ alakban (tehat O-t annyi vesszével, amennyi a k és az n kifejezések-
ben egyiittvéve van a 0 utan). Hasonlo értelemben beszéliink késébb majd (k > n esetén).
k—n—1-r6l, ill. (k < n esetén) n—k—1-rol.
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rendszer az fi(x, y)==x-+y fliggvény értékeit hatidrozza meg. Hasonléan latni,
hogy a

g f1(x, 0)=x,
j2) fl(x! y/) :fl(x’ y)’;
2 fi(x, 0)=0,
f(6 ¥) =fi(x, H(x, )
egyenletrendszer meghatarozza az f,(x,y)=x-+y €s fi(x, y) = xy fliggvények
értékeit, a

fi(x, 0)=x,
] LG y)=Hh(x ),

Q- f2(x,0)=0,
f‘l(x’ y’):fl(x’fl(xr y));
fs(x,0) =0,
fo(x,¥) = fo(x, fi(x, )

egyenletrendszer pedig a fi(x, y)=x-y, foi(x, y)—xy és fi(x, y)=xv fiigg-
vények értékeit.

Az S, P, Q egyenletrendszerek példat szolgaltatnak tin. primitiv rekurzio-
val valé definiciéra. Altalaban primitiv rekurzidval valé definicionak neveziink
minden

.
(0,0, .00, %,01,0 =K,
fi(x, X0, o0y X1, x7)=0L,,
(%0, X950y Xpye1, 0) = K,
R fa(xy, %oy o0, X1, X)) =L,
f.(x, %, .. % -1,0) =K,
f.(x, %, .. X0 1, x0) =L,

alaku fiiggvényegyenletrendszert, ahol i=1,2,...,n esetén r; az f; funktor
argumentumszama, K; olyan kifejezés, amelyben nem fordul el6 mas szam-
valtozo, mint x;, x,, ..., X,,-1 és nem fordul el6 mas funktor, mint f,, f,,..., fi_1
(tehat K,-ben egydltalaban nem fordul el6 funktor), L; pedig olyan kifejezés,
amelyben nem fordul el6 mds szamvéltozé, mint x,, X,,...,X,, és nem fordul
el6 mas funktor, mint f,, f,,...,f;, de f; is csak az f:(x;, x5, ..., x,,-1, X, kifeje-
zésben fordul el6 L-ben; tovdbbd minden olyan fiiggvényegyenletrendszert,
amely R-b6l egy
f(x, %, 0, ) =K

alaku egyenlet hozzdvételével keletkezik, ahol r az f funktor argumentum-
szama, K pedig olyan kifejezés, amelyben nem fordul eld mas szamvaltozo,
mint x;, X,,...,X, és nem fordul el6 mdas funktor, mint f,f,,...,f.. (Meg
van engedve n =0 is; ez esetben a primitiv rekurzi6 egyediil az f(x,, x,,..., x,) =
= K egyenletbdl all és itt K-ban egydltalaban nem fordul elo funktor.) PL.
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az az egyenletrendszer, amely egyediil az f(x) =0" egyenletbél all, tovabbd az

ya(0) =0
A la(x')=0,

egyenletrendszer és a P-bol a

d(x> Y Z) :f-’(f-’(xr y)’ Z)
egyenlet hozzavételével keletkez6 P° fliggvényegyenletrendszer is primitiv
rekurzidval valo definicio; hasonldan a @Q-bol az

ﬂ(x’ O) =0,
i, ¥) = £ fi(x, )
egyenletek hozzavételével keletkezd6 Q fiiggvényegyenletrendszer is.

Meg lehet mutatni, hogy minden primitiv rekurzidval valé definicié
meghatdrozza minden benne szerepld (funktorral jelolt) fiiggvény értékeit.
Az olyan aritmetikai fiiggvényt, amelyhez van olyan primitiv rekurzioval
valo definicid, amely (tobbek kozott) a kérdéses fiiggvény értékeit meghata-
rozza, primitiv rekurziv fiiggvénynek nevezziik®. Pl. a fentiek szerint x-y,
xy, x¥, 07, tovabbd az A egyenletrendszer altal definialt a fuggvény (amely-
nek értéke a O helyen 1, a pozitiv egész helyeken pedig 0), a P’ egyenlet-
rendszer altal (az f(x,y)—=x+y és fu(x,y)=xy figgvényekkel egyiitt)
definidlt d(x, y, z)=xyz figgvény, valamint a @ egyenletrendszer altal (az
[, y) =x+y, fi(x,y)==xy és fi(x,y)=2x fiiggvényekkel egyiitt) definialt

fixy) =%
fiiggvény, ahol az x-ek szama y (és y==0 esetén f,(x, y) =1), primitiv rekur-
ziv figgvények. »

Azonban a primitiv rekurzidval valo definiciokon kiviil még mas olyan
fiiggvényegyenletrendszerek is vannak, amelyek meghatarozzdk a benniik
szerepld fiiggvények értékeit. llyen pl. a

fl(xl 0) = X,
S, Y)=f(x),
B ’l b(x,x)=0,

b(£(%,¥), x) =0,
bx, (%, ¥) =0

fliggvényegyenletrendszer, amely .nyilvan nem primitiv rekurzidval valé defi-
nicié. Valoban, azt mar lattuk, hogy a B egyenletrendszer els6 két egyenle-
tébol allo S fiiggvényegyenletrendszer meghatarozza az fi(x,y)=x+y fiigg-
vény értékeit; tehat nyilvan csak azt kell megmutatni, hogy B meghatirozza

13 Koénnyen lathatd, hogy ez a definicid ekvivalens a primitiv rekurziv fiiggvény
fogalmanak szokdsos definici6javal, pl. azzal, amely Ptrer Rozsa [2] kényvének 25. oldalan
szerepel. (A nevek utan szogletes zardjelbe tett szamok a dolgozat végén taldlhatd iro-
dalomra utalnak.)
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a b figgvény értékeit is, vagyis, hogy tetszbleges k és n nemnegativ egész
szamokhoz egy ¢és csak egy olyan m nemnegativ egész szam van, hogy a
b(k, n)=— m egyenlet trividlis kovetkezménye B-nek. Valdban, ilyen m van,
ha n ugyanaz a szam, mint &, mert akkor a b(k, k)= 0 egyenlet a B egyen-
letrendszer harmadik egyenletébdl specializaldssal keletkezik. Ellenkezd eset-
ben van olyan p nemnegativ egész szam (ti. k> n esetén p=k—n—1, k<n
esetén pedig p=n—k—1), hogy vagy k=n-+p’, vagy n=Fk-+p'. Az elsd
esetben az f,(n, p')==k, a masodikban az f,(k, p’) = n egyenlet trivialis kovet-
kezménye B-nek (mert a B egyenletrendszer meghatdrozza az f,(x,y)=x-+y
fiiggvény értékeit). Ugyancsak trividlis kovetkezményei B-nek a

b(f](ﬂ,p,), )‘1) — O’;
bk, fik, p')) =0

egyenletek is, amelyek B két utolsO egyenletébdl specializalassal keletkeznek.
Ennelfogva a b(k, n) =0 egyenlet is trividlis kovetkezménye B-nek, hiszen
ez akar a b(f,(n, p"), n)=0" egyenletbél az f(n, p’y=~Fk egyenlet alkalmaza-
saval, akar a b(k, fi(k,p")) = 0" egyenletbdl az fi(k,p’)==n egyenlet alkalma-
zasaval megkaphato és, mint lattuk, az f,(n,p’) =k és fi(k, p’) == n egyenletek
koziil valamelyik trividlis kovetkezménye B-nek. Eszerint minden esetben van
olyan m nemnegativ egész szdm, ti. n—=k esetben O, kiilonben (', hogy a
b(k,n)=m egyenlet trividlis kovetkezménye B-nek. Hogy csak egy ilyen
szam lehet, az az S fiiggvényrendszerrel kapcsolatban mondottakhoz hasonld
modon adodik abbdl, hogy az fi(x,y)—=x+y és a

V0, ha x=y,
b(x’y)"‘l, ha x==y

fiiggvények kielégitik a B fliggvényegyenletrendszert. Eszerint a B egyenlet-
rendszer az fi(x,y)=x-y és a fenti b(x,y) fiiggvények értékeit hatarozza
meg.

Hasonl6 moédon adodik, hogy a

fi(x,0) = x,
L) =[x, ),
c(fi(x, ), x) =0,
C(xxfl(x:y’)) =

figgvényegyenletrendszer, amely szintén nem primitiv rekurzioval valé defi-
nicid, meghatirozza az f(x,y)=x-+y és a '

oy Y0, ha x=y,
c(x,y)—_( 1, ha x<y
fiiggvény értékeit.

Konnyen meg lehet mutatni, hogy a B, ill. C fiiggvényegyenletrendszer
altal definialt b és ¢ fiiggvények primitiv rekurziv fiiggvények, azaz van pri-
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mitiv rekurzioval vald definiciojuk is'*. Meg lehet azonban mutatni, hogy van
olyan fiiggvényegyenletrendszer is, amely meghatdrozza a benne szerepl
fiiggvények értékeit, bar azok nem mind primitiv rekurziv fiiggvények. lyen
pl. a
j di(x,y,0)=x+y,
d,(x,0,0") =0,
Q" 4 di(x,0,07) =0,
] di(x,0,27)=x,
di(x,y,2) - di(x,di(x,9,2),2)

fiiggvényegyenletrendszer, amely egy olyan d, fiiggvény™ értékeit hatarozza
meg, amelyrdl ACKERMANN [1] bebizonyitotta, hogy nem primitiv rekurziv fiigg-
vény. (Késébb PETER Rozsa [1] egy hasonlo, de egyszerlibb egyenletrend-
szerrel definialt fiiggvényr6l mutatta ki, hogy nem primitiv rekurziv fiiggvény.)

A Q7 (és a ™ labjegyzetben szerepld Q'”) egyenletrendszer két valtozo
(y és 2) szerint halado, un. kétszeres rekurzioval vald definicio. Az ilyen
definicié a primitiv rekurzioval valo definicio legegyszeriibb olyan altalanosi-
tasa, amely mar nem minden esetben potolhatd primitiv rekurzidval vald defi-
nicioval. A primitiv rekurzioval valé definicionak még tobb, bonyolultabb
altaldnositisa ismeretes'®; ezek mind olyan egyenletrendszerek, amelyek a
definidlandé fiiggvény (és a definiciojahoz sziikséges esetleges ,segédfiigg-
vények“) értékeit meghatarozzdk. Ez a koriilmény indokolja a kovetkezd defi-
niciot :

Altaldnos rekurziéval valo definicién (roviden: dltaldnos rekurziv defi-
nicion) bdrmely olyan fiiggvényegyenleirendszert értiink, amely minden benne
szerepld fiiggvény értékeit meghatdrozza. Az olyan aritmetikai fiiggvényeket,

i Ez adodik pl. abbél, hogy (Péter Rozsa [2] miivének jelSléseivel) b(x,y)=
=sg(|x—y|), c(x,y)=sg (y~x) és hogy y+x, sg(x) és |x—y| primitiv rekurziv fiigg-
vények; lasd Perer Rozsa [2], 6., 7. és 12. oldal. :

15 Konnyen lathato, hogy d,(x,»,0)-- fi(x,y)==x+y, d/(x,y,1)=/fa(x,y)—xY,

di(x, 3, 2y =fs(x, ) = xv, dy (%, ¥, 3)=fi(x,y=-1) —x% (az x-ek szama y--1) és altala-
ban d,(x, y, 2) jelentése: a z - 1-edik direkt ,alapmiivelet® az x ,alapon® és y ,kitevn®
elvégezve. Az Ackermann ltal valasztott d,(x,0, 2) = x definici6 (z = 3 esetén) Onkényes,

logikusabb volna a definici6t ugy médositani, hogy z=3 esetén d;(x,0,2)= 1 legyen
T

(mint z=-2 esetén is). Ez esetben d,(x, y,3) = f,(x,y) == x" volna, ahol az x-ek szama
y és a (médositott) d,(x, y, 2) fiiggvényt az egyszeriibb
! dl(xv »,0)=x+4-y,
ror s dl(xv Ov 0') :Or
Q | 645,027 =0,
d\(x, ¥, 2") ==d(x, d\(x, , z'), 2)
egyenletrendszerrel lehetne definidlni, amely ugyancsak meghatarozza a d, fiiggvény értekeit.
16 Ezeket az altalanositdsokat meg lehet ismerni PeTer Rozsa [2] miivébo! ; ott tovabbi
irodalmi utalasokat is talal az e kérdések irant érdeki6dd olvaso. ‘
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amelyekhez van olyan dltaldnos rekurziv definicio, amely (t0bbek kdz26tt) a kérdéses
fiiggvény értékeit meghatdrozza, dltaldnos rekurziv fiiggvenyeknek nevezziik™.

2. Schriter problémdja. Az altaldnos rekurzidval vald definicié fogalma
merész altalanositast tartalmaz, amennyiben a definicié gyanant szolgalo fiigg-
vényegyenletrendszer alakjarél semmit sem kot ki, ellentétben a primitiv
rekurzidval valé definicioval és annak egyéb altalanositasaival, amelyeknek
éppen az alakjuk adja meg a jellegiiket. Ennek a merész édltalanositasnak
koszonhet6, hogy a tapasztalat szerint minden olyan fiiggvénydefinicio, amely-
nek alapjan a definialt aritmetikai fliggvény értékét barmely adott helyen
véges szami lépésben ki lehet szamitani, atalakithatd altaldnos rekurzigval
valé definiciévd (amennyiben eredetileg nem az), ugy, hogy az altala definialt
fuggvény altalanos rekurziv fiiggvénynek bizonyul.

Azt a tényt, hogy ez valoban mindig igy van, természetesen addig nem
lehet szabatosan bebizonyitani, amig szabatosan nem definidljuk, mit értiink
olyan aritmetikai fiiggvényen, amelynek értékét barmely adott helyen, a fiigg-
vény definicidja alapjan, véges szamu Iépésben ki lehet szamitani, roviden:
»kiszdmithato“ fiiggvényen. A kiszdmithato fiiggvény fogalmanak tobben is
javasoltdk egy-egy definicidjat (l. pl. CHURCH [1], TURING [1], MARKOV [1]);
e definiciok barmelyike alapjan valdban sikeriilt is megmutatni, hogy a kér-
. déses definicio értelmében kiszamithatd fiiggvények osztdlya azonos az alta-
ldnos rekurziv fiiggvények osztalyaval (I. KLEENE [2], ill. TURING [2]; MARKOV
szobeli kozlése szerint ez az 6 definicidjara is all). E definiciok mindegyike
olyan, hogy lerbgziti az aritmetikai fiiggvények definidlasdnak egy modjat;
mindegyik esetén vilagos, hogy a kérdéses modon definialt fuggvenyek érté-
két barmely adott helyen véges szamii lépésben ki lehet szamitani. Azonban
a kiszamithato fiiggvény fogalmdnak egyik definicidja esetén sem olel fel a
lerogzitett fliggvénydefinidlas-mod minden olyan fiiggvénydefiniciot, amelynek
alapjan a definialt fiiggvény értékét barmely adott helyen véges szamu lépés-
ben ki lehet szdmitani, gy, hogy a kiszamithato fiiggvény fogalmanak mind-
egyik definicidja azon a sejtésen alapul, hogy minden olyan fiiggvénydefinicio,
amelynek alapjan a definidlt fiiggvény értékét barmely adott helyen véges
szamu lépésben ki lehet szdmitani, visszavezethetd egy, a kérdéses fiiggvény-
definidlas-mod ald tartozé definiciéra. E sejtések egyike sem plauzibilisebb,
mint az a sejtés, hogy minden olyan fiiggvénydefinicio, amelynek alapjan a
definialt fiiggvény értékét barmely adott helyen ki lehet szamitani, visszave-
zethet6 altalanos rekurzidval vald definicidra; legegyszeriibb tehdt a kisza-
mithaté fiiggvény fogaimat ugy definidini, hogy éppen az altalanos rekurziv
fiiggvényeket értjiik kiszamithato fiiggvényeken.

Természetesen ez esetben is, éppugy, mint a kiszamithato fiiggvény
fogalméanak tobbi javasolt definicidja esetében, fennall az a kétely, vajon nem

17 Lasd pl. Kieene [1], Definition 25, 731. oldal.
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sikeriil-e egyszer majd olyan fiiggvénydefiniciét talalni, amelyrdl nyilvanvalo,
hogy az é&itala definialt fiiggvény értékét barmely adott helyen véges szamu
1épésben . ki lehet szamitani, de amelyet mégsem lehet 4ltalanos rekurzidval
valé definiciora (vagy a kiszamithatd fiiggvény fogalmanak tobbi javasolt
definiciéjaban szerepld megfeleld fiiggvénydefinidlas-modra) visszavezetni, mert
az altala definialt fiiggvény nem 4&italdnos rekurziv fliggvény. Ezt a kételyt a
kiszamithato fliggvény fogalmanak semmiféle tujabb- definicidja sem tudna
eloszlatni, hiszen minden definicio elhatarolas, marpedig a kiszamithato fligg-
vény fogalmanak a lényegéhez tartozik hozzd, hogy nem tiir semmiféle elha-
tarolast: akarmilyen figgvénydefinicidt, amelynek alapjan az 4altala definialt
fiiggvény értékét barmely adott helyen véges szamu lépésben ki lehet szami-
tani, kiszamithato fiiggvény definicidjanak kell tekinteniink, akar kozé esik az
elhatarolt fiiggvénydefiniciok kozé, akar nem. Igy a kiszamithato fiiggvény
fogalménak barmely szabatosan definidlt fogalmat csak tobbé- kevesbe plauzi-
bilisnak tarthatjuk, de véglegesnek nem.

Annak a definicionak plauzibilitisa, amely szerint az &ltalanos rekurziv
fiiggvényeket értjiik kiszdmithato fiiggvényeken, mas szdéval annak a sejtésnek
a plauzibilitisa, hogy minden oiyan fiiggvénydefinicio, amelynek alapjan az
altala definialt fiiggvény értékét barmely adott helyen véges szamu lépésben
ki lehet szamitani, visszavezethetd ltaldnos rekurzidval valo definiciora, éppen
az altalanos rekurzidval valo definicio fogalmanak fentemlitett merészen alta-
lanos voltan alapul s igy csak emelkedik, ha meg tudjuk mutatni, hogy e fogalom
még tovabbi kinalkozé altalanositasai sem vezetnek bovebb fiiggvényosztalyhoz.

igy pl. mindenekel6tt arra lehet gondolni, hogy felesleges kikotés az
ditalanos rekurziv definicié fogalmédnak definiciéjdban, hogy a fiiggvényegyen-
letrendszer minden benne szerepld fiiggvény értékeit meghatarozza, hiszen ha
csak egyes benne szerepld fiiggvények értékeit hatarozza meg egy fiiggvény-
egyenletrendszer, a tobbiét nem™, akkor is ki lehet azon fiiggvények értékét

18 PL az

rd (0) o
a(0) 0,
? h(O). 0,
h(x’) ah(x)),

fiiggvényegyenletrendszer egydltaldban nem hatarozza meg a(2) értékét (azaz nincs a(0") =-m
alaku trivialis kdvetkezménye (nem {rivialis sincs), ahol m nemnegativ egész szam); az

a©) -0,
] a@©) - 0
}a©)- 0
(1(0,,):;0’)
h(0) -~ 0,
h(x)=a(h(x)),

fiiggvényegyenletrendszer pedig nem hatirozza meg a(2) értékét egyértelmiien (mert a(0") = 0
is, a(0”) =- 0 is trividlis kovetkezménye). A h fiiggvény értékeit azonban mégis mindkét
egyenletrendszer (egyértelmiien) meghatdrozza: a h(0)==0, 7(0")== 0, 1 (0")= 0, R (0")=0O
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barmely adott helyen véges szamu lépésben szamitani a fliggvényegyenlet-
rendszer alapjan, amelyeknek értékeit a fiiggvényegyenletrendszer meghatdrozza.
Konnyen meg lehet azonban mutatni, hogy azon aritmetikai fiiggvények osz-
talya, amelyekhez van olyan fiiggvényegyenietrendszer, amely a kérdéses fiigg-
vény értékeit meghatdrozza, a tobbi benne szerepld fliggvényét esetleg nem,
azonos az altaldnos rekurziv fiiggvények osztalyaval™.

Masrészt arra lehet gondolni, hogy amilyen merészen altalanos az alta-
lanos rekurziv definicid fogalma abbdl a szempontbol, hogy nem kivin meg
semmit sem a fliggvényegyenletrendszer alakjardl, annyira specidlis abbol a.
szempontbdl, hogy azt kivdnja meg, hogy a fliggvényegyenletrendszer a benne
szerepld fuggvényeknek (vagy egy résziiknek) értékeit olyan értelemben hata-
rozza meg, hogy azok az egyenletek, amelyek megmondjak, hogy egy-egy
helyen mi e fiiggvények értéke, a fent definidlt értelemben legyenek a fiigg-
vényegyenletrendszer trividlis kovetkezményei. Valoban, mint mér radmutattunk,
valamely fiiggvényegyenletrendszernek ugyanolyan joggal még mas kovetkez-
ményeit is nevezhetndk trividlis kovetkezményeinek. Pl. a specializdldson és
valamely egyenlet alkalmazasdn kiviil még megengedhetnék a kovetkezd
Hrividlis® l1épéseket is a ftrividlis kovetkezmény fogalmanak definiciojaban :
K- K alaka egyenlet felirdsat; szamvaltozok helyébe tetszOleges kifejezések
helyettesitését; valamely egyeniet bal- és jobboldaldnak felcserélését®, Meg

h(©"") -0, 0"y =0, ... egyenletek mind trividlis kovetkezményei mindkét egyenletrend-
szernek, mas h(n) = m alaku egyenlet azonban, ahol n ¢s m szamok, nem. Az igy definiait
_50, ha x paros '

h(x) =~ | 1, ha x paratlan

fiiggvény primitiv rekurziv fiiggvény ; azonban konnyli olyan fiiggvényegyenletrendszert is.
megadni, amely valamely altaldnos rekurziv, de nem primitiv rekurziv fiiggvény értékeit
hatarozza meg, de mas, benne szerepl6 fiiggvény értékeit nem.

14 PeTer Roézsa [2] konyvének 130—131. oldalan igy definidlja az aitalanos rekurziv
fiiggvény fogalmat. ]

20 Ez azt jelenti, hogy a trividlis kovetkezmény fogalmanak definici6jat a kovetkez6-
képpen modosithatnok. Valamely R fiiggvényegyenletrendszer O-adrenddl trivialis kivetkez-
ményein ertjiilk R egyenleteit, tovabba barmely K-~ K alaki egyenletet, ahol K tetszéGleges
kifejezés. Ha mar tudjuk, mit jelent az, hogy egy fiiggvényegyenlet valamely fiiggvény-
egyenletrendszernek n-edrendd vagy alacsonyabbrendii trividlis kovetkezménye, akkor vala-
mely R fliggvényegyenletrendszer n -i-1-edrendii trivialis kovetkezményein az olyan fiigg-
vényegyenleteket értjiik, amelyek vagy R valamely n-edrendii trividlis kovetkezményébol
ugy keletkeznek, hogy bizonyos benne szereplé szamvaltozok helyébe, mindeniitt, ahol
eldfordulnak, tetszbleges kifejezéseket (nem feltétleniil szamokat) helyettesitiink, azonban
ugyanazon szamvaltozd helyébe mindeniitt, ahol eldfordul, ugyanezt a kifejezést, vagy R
valamely n-edrendii trividlis kovetkezményéb6l bal- és jobboldalanak felcserélésével kelet-
keznek, vagy pedig R két legfeljebb n-edrendil trivialis kovetkezményébdl, amelyek koziil
legalabb az egyik pentosan n-edrendd trividlis kovetkesménye R-nek, 1gy keletkeznek,
hogy az egyikre alkalmazzuk a masikat. Egy fiiggvényegyenletet akkor neveziink valamely
R fiiggvényegyenletrendszer trividlis kovetkezményének, ha van olyan n nemnegativ egész.
szam, hogy a kérdéses fiiggvényegyenlet R-nek n-edrendil trivialis kivetkezménye.
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lehet azonban mutatni, hogy ha az altalanos rekurziv fiiggvény fogalmat
-szoszerint gy definidlndk, mint fentebb, azonban a definiciéban azon, hogy
egy-egy fiiggvényegyenletrendszer valamely fiiggvény értékeit meghatarozza,
annyiban értenénk mast, hogy e fogalom definiciéjaban a trividlis kovetkez-
mény fogalmat a fent emlitett modositott értelemben értendk, akkor sem jut-
nank az altaldnos rekurziv fiiggvény mas (bdvebb) fogalmahoz.

Ez igaz a trividlis kovetkezmény fogalmdnak emlitett (kozelfekvd) alta-
lanositasaira, de’ még mindig fennmarad az a kétely, nem lehet-e a trividlis
kovetkezmény fogalmat (értelmes modon) dgy altaldnositani, hogy ezaltal mar
megvaltozzék (kiboviiljon) az Aaltalanos rekurziv fiiggvény fogalma. Ezt a
kételyt eloszlatna, ha meg lehetne mutatni, hogy az é&ltalanos rekurziv fiigg-
vény fogalma akkor sem béviil, ha annak definiciojaban, hogy mit értiink
azon, hogy egy fiiggvényegyenletrendszer valamely fliggvény értékeit megha-
tirozza, a trividlis kovetkezmény fogalmat a kovetkezmény altalanos fogalma-
val pétolndk, vagyis akkor mondandk, hogy valamely fiiggvényegyenletrend-
szer valamely benne szerepld f fliggvény értékeit meghatarozza, ha tetszole-
ges ny, ny, ..., n, nemnegativ egész szamokhoz, ahol r az f funktor argumen-
tumszama, egy és csak egy olyan m nemnegativ egész szam van, hogy az
f(n,, ny, ..., n,)=m egyenlet kovetkezménye R-nek. Ez (adott ny,n,,...,n, és
m esetén) azt jelenti, hogy minden olyan aritmetikai fliggvény, amely f he-
lyébe téve (bizonyos, az R-ben el6forduld esetleges tovabbi funktorok helyébe
teend6 aritmetikai fiiggvényekkel egyiitt) kielégiti az R fliggvényegyenletrend-
szert, az (ny, n,, ..., n.) helyen az m értéket veszi fel”. Az, hogy ny,n,,...,n,
barmely értékére van olyan m, amelyre ez all, azt jelenti, hogy csak egy
olyan aritmetikai fiiggvény létezhetik, amely f helyébe téve (bizonyos esetle- '
ges tovabbi aritmetikai fliggvényekkel egyiitt) kielégiti az R fiiggvényegyen-
letrendszert (mert barmely két olyan fiiggvény, amely kielégiti, barmely helyen
ugyanazt az értéket veszi fel). Ennélfogva az a kérdés, hogy a trivialis kovet-
kezmény fogalmat a kovetkezmény dltaldnos fogalmdval potolva nem boviil-e
az altalanos rekurziv fiiggvény fogalma, a kovetkez6képpen is fogalmazhato.

Tegyiik fel, hogy valamely R fiiggvényegyenletrendszernek van megol-
ddsa, tovdbbd, hogy bdrmely megolddsrendszerében valamely, az R-ben eld-
fordulo t funktor helyébe egy és ugyanaz az aritmetikai fiiggvény keriil.
Igaz-e, hogy akkor ez a fiiggvény dltaldnos rekurziv fiiggvény ?

Ez az a probléma, amelyet SCHROTER felvetett. Meg fogom mutatni,
hogy e problémdra negativ a vilasz, mégpedig azért, mert van olyan fiigg-

21 Ha az R fiiggvényegyenletrendszernek egyaltalaban van megolddsa, akkor vildgos,
hogy adott ny, n,, ..., n, szdmokhoz legfeljebb egy ilyen m szam létezhetik. Forditva, ha
adott ny, n, ..., n. szdmokhoz csak egy ilyen m van, akkor van az R fiiggvényegyenlet-
rendszernek megoldasa, mert ha nem volna, akkor megallapodasunk szerint barmely fiigg-
vényegyenletet, igy pl. az f(n, ns, ..., n,)-=0 és az f(n, ny,...,n)==0 egyenletet is, R
kovetkezményének tekintenodk.
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vényegyenletrendszer, amelynek egy és csak egy megolddsrendszere van, de e
megolddsrendszerben szerepld fiiggvények koziil az egyik nem dltaldnos rekur-
ziv fiiggvény.

3. Néhdny tétel dltaldnos rekurziv fiiggvényekrél. A kimondott télel
bizonyitdsdhoz sziikségem lesz arra, hogy bizonyos aritmetikai fiiggvények
dltalanos rekurziv fuggvények. Ennek bizonyitdsira természetesen nem elég
megmutatni, hogy e fiiggvények értékét barmely adott helyen véges szamu
lépésben ki lehet szamitani, hanem meg kellene adni egy-egy altaldnos rekur-
ziv definiciojukat. Ahol ez konnyen lehetséges, ott meg is teszem; ahol azon-
ban nehéz meggondolasokat igényelne, ott megelégszem annak belattatasaval,
hogy a kérdéses fiiggvények értéke barmely adott helyen a definidlatlan,
heurisztikus értelemben véges szdmu Iépésben kiszdmithatd; altaldnos rekur--
ziv voltuk KLEENE [1] cikkében szabatosan be van bizonyitva.

fgy pl. az
X _ V1, ha x=0,
a )_fO, ha x==0,
i 7§0, ha x=1y,
b('\’y)ill, ha x=y,

_ 40, ha x=y,
c(x,y)—( 1, ha x<y,

d(x,y,2)=Xxyz

fiiggvényekrél minden tpvabbi nélkiil evidens, hogy barmely adott helyen
véges szamu lépésben ki tudjuk szdmitani az értékiiket (hiszen barmely adott
nemnegativ egész szamrdl véges szama Iépésben el tudjuk donteni, O-e vagy
nem; béarmely két adott nemnegativ egész szdmrol véges szamui 1épésben el
tudjuk donteni, egyenldk-e vagy nem, vagy pedig, hogy az els6 nagyobb vagy
egyenl6-e, mint a masodik, vagy kisebb; hdrom adott nemnegativ egész szamnak
véges szamu lépésben ki tudjuk szdmitani a szorzatdt). Ahhoz azonban, hogy
szabatosan bcebizonyitsuk, hogy ezek ditalanos rekurziv fiiggvények, meg kell
adni egy-egy altaldnos rekurziv definici6jukat, mint ahogy fentebb meg is
adtuk (ti. az A, B, C ill. P’ fiiggvényegyenletrendszereket).

Vilagos az is, hogy ha f kétvaltozos altalanos rekurziv fiiggvény, akkor
az f fiiggvénnyel egyiitt a

g0 )= L 1(x 2)

egyenlettel definialt g fiiggvény értékét is barmely adott helyen ki tudjuk
szamitani véges szamu lépésben. Ahhoz azonban, hogy bebizonyitsuk, hogy
J-fel egyiitt g is altalanos rekurziv fiiggvény, meg kell adni g egy altaldnos
rekurziv definiciéjat (f egy altalanos rekurziv definicioja segitségével). Ez
konnyen lehetséges; ha ugyanis R olyan fiiggvényegyenletrendszer, amely a
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benne szereplo fiiggvényeknek, tobbek kozott az f fiiggvény;xek értékeit meg-
hatdrozza, s amelyben az f,, f; és g funktorok nem fordulnak el6*, akkor az -
az R’ egyenletrendszer, amely R-b6l a P egyenletrendszer egyenleteinek,
valamint a
g(x,0)=0, ‘
g(x» J’,) :f'_'(g(x’ y)’ f(xr }’))

fiiggvényegyenleteknek hozzavételével keletkezik, meghatarozza g értékeit. Valo-
ban, mint mar tudjuk, a P egyenletrendszer meghatarozza az fi(x,y)=x-y
és fo(x, y) = xy fiiggvények értékeit. Legyen k és n két tetszOleges nemnegativ
egész szam; akkor van olyan m nemnegativ egész szam, hogy a g(k, n)—=m
egyenlet trivialis kovetkezménye R'-nek. Ez ll, ha n = 0; ugyanis a g(k, 0) = O
egyenlet R’ utolso eldtti egyenletébdl specializalassal keletkezik. Ha mar n-re
all az allitdsunk, akkor all n’-re is. Ugyanis a

g(k’ "’) L:f‘_’(g(k: n)’f(k’ ll))
egyenlet R” utolsé egyenletébdl specializalassal keletkezik. Ha mar most m,
my; és m, olyan nemnegativ egész szamok, hogy a g(k, n)=m, f(k,n)—=m,
és fu(m, m))y=m, egyenletek R’ trividlis kovetkezményei (marpedig ilyen m
szam az indukcios feltevés, ilyen m, ill. m, szam pedig amiatt létezik, mert
az R ill. P egyenletrendszer meghatdrozza az f ill. f, fliggvény értékeit),
akkor a g(k, ') =f.(g(k, n), f(k, n)) egyenletbdl a g(k, n) -— m egyenlet alkal-
mazasaval a g(k, n'y = f,(m, f(k, n)) egyenlet, ebbdl az f(k, n)=m, egyenlet
alkalmazasaval a g(k, n")=f.(in, m,) egyenlet, végiil ebbdl az f,(m, m)—m,
egyenlet alkalmazasaval a g(k, n") = m, egyenlet adodik. Az, hogy adott k ¢€s -
n szamokhoz csak egy olyan m szam van, amelyre a g(k, n)=—m egyenlet
trivialis kovetkezménye R’-nek, adodik abbol, hogy az f, fi(x,y)=x+y,

filx, ) =xy és g(x, )= 11 f(x, 2) fiiggvények Kkielégitik az R’ fiiggvény-
egyenletrendszert®. ‘

A 2. pont végén kimondott allitds azt is magaban foglalja, hogy van
olyan aritmetikai fiiggvény, amely nem altaldnos rekurziv fiiggvény. Ez isme-
retes és konnyen Dbelathatd. Ugyanis az Osszes fliggvényegyenletek halmaza
megszamladlhatd; hiszen minden fiiggvényegyenlet — alakjat tekintve — a O
konstansbol, a szamvaltozokbdl, a * jelbdl, a funktorokbdl, az = jelbdl és a

2 Ezt konnyli elérni: ha az f}, f> vagy a g funktor elofordul benne, akkor ezt mds
(ugyancsak 2 argumentumszamil) funktorra valtoztatjuk.

23 A bizonyitds azt is mutatja, hogy ha f primitiv rekurziv fiiggvény, akkor g is az
(tasd pl. PEter Rozsa [2], 7. oldal); mert ha R primitiv rekurziéval valé definicié, akkor
R’ is nyilvan az. Hasin(')an adédik, hogy ha f altaldnos, ill. primitiv rekurziv fiiggvény,
akkor a g(x, y) = 2, f(x, y) egyenlettel definidlt g, fiiggvény is az (primitiv rekurziv f ese-

@y
tén lasd pl. Perer Rozsa [2], 6. oldal).
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(,) és , irasjelekbdl allo véges sorozat, marpedig megszdmlalhatéan végtelen
sok elembdl megszamlalhatdéan végtelen sok véges sorozat képezhetd. Ebbol
kovetkezik az is, hogy az Osszes fiiggvényegyenletrendszerek (azaz fiiggvény-
egyenletekbdl &llo véges halmazok) halmaza is megszamlalhaté; ugyanis meg-
szamlalhatéan végtelen halmaznak megszdmlalhatéan végtelen sok véges rész-
halmaza van. Ennélfogva altalanos rekurziv definicio is legfeijebb megszam-
lalhatoan végtelen sok van; hogy van végtelen sok, azt kdnnyli megmutatni.
Egy-egy altaldnos rekurziv definicio tobb altalanos rekurziv fiiggvényt is
definidlhat, de mindenesetre csak véges szamut (mert csak véges szamu funk-
tor fordulhat el6 benne); ennéifogva legfeljebb megszamlaihatéan végtelen
sok (és, mint konnyii latni, valoban megszamlalhatéan végtelen sok) altalanos
rekurziv fliggvény van. Ezzel szemben az Osszes aritmetikai fiiggvények hal-
maza nem megszamlalhato; tehat van olyan aritmetikai fliggvény, amely nem
altalanos rekurziv fiiggvény.

Ha sikeriilne az Osszes altalanos rekurziv fiiggvények halmazat effektive
megszamlalni, azaz 1gy rendezni sorozatba, hogy bdarmely n természetes
szamhoz véges szdmu lépésben meg lehessen dllapitani, melyik a sorozat
n-edik tagja (plL. ugy, hogy megadjuk, melyik fliggvényegyenletrendszer defi-
nidlja és abban melyik funktorral van jelslve), akkor az atlés modszer segit-
ségével maris lehetne ellenpéldat taldlni arra a sejtésre, hogy minden olyan
aritmetikai fiiggvény, amelynek értékét barmely adott helyen véges szamu
1épésben ki lehet szamitani, altalanos rekurziv fliggvény. Ez esetben ugyanis
konnyen (ti. a tobbvaltozos altalanos rekurziv fiiggvények elhagyasaval) meg-
kaphatnok az osszes egyvdltozos altalanos rekurziv fliggvények egy

hoy hyy By
effektiv megszamlaldsat. De ekkor a
ho(x)- - h(x)+1

egyenlettel definialt A, fliggvény értékét barmely adott n helyen véges szami
lépésben ki tudndk szamitani (mert véges szdmu lépésben meg tudnok alla-
pitani, melyik a /1, fiiggvény; minthogy ez altalanos rekurziv fiiggvény, tovabbi
véges szamu lépésben ki lehetne szdmitani értékét az n helyen, vagyis a
hy(n) szadmot és igy a h,(n) = h,(n)-+1 é€rtéket is véges szamu lépésben ki
lehetne szamitani). Mégsem lehet f, altalanos rekurziv fiiggvény, kiilonben
azonos volna valamelyik A,-nel, holott az n helyen mdas (ti. 1-gyel nagyobb)
értéket vesz fel, mint az.

Azonban a fenti meggondolds alapjan nem sikeriil az dsszes altalanos
rekurziv fiiggvények halmazat effektive megszamlalni®*. Az osszes fiiggvény-

21 Ha igaz az a sejtés, hogy az olyan aritmetikai fiiggvények osztalya, amelyek érteke
barmely adott helyen véges szamu lépésben kiszamithatd, azonos az altalanos rekurziv
fiiggvények osztalyaval, akkor, mint éppen bebizonyitottuk, nem is lehet effektive megszam-
lalni az altalanos rekurziv fiiggvények halmazat.
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egyenletek halmazat még sikeriil: ehhez nem kell mast tenni, mint az 6sz-
szes, a fent felsorolt jelekbdl ailo véges sorozatok halmazat valamelyik, a
halmazelméletben szokdsos mddon effektive megszamlaini, majd az igy kapott
sorozatnak elhagyni azokat a tagjait, amelyek nem fiiggvényegyenletek. (Hogy
egy adott, a fent felsorolt jelekbdl all6 véges sorozat fiiggvényegyenlet-e, azt
konnyii véges szamu lépésben eldonteni.) Legyen E, E,,..., E,,... az 0sszes
fiiggvényegyenletek igy kapott sorozatbarendezése. Ebbdél, a halmazelméletben
szokasos modok barmelyike segitségével megkaphatjuk az {Ey, Ey,..., E., ...}
halmaz Osszes véges részhalmazai, vagyis az Osszes fiiggvényegyenietrend-
szerek valamely R,, Ry,..., R.,... effektiv megszamldlasat. Ahhoz azonban,
hogy ebbdl megkapjuk az osszes Aaltalanos rekurziv fiiggvények halmazénak
egy effektiv megszamlalasat, mindenekeldtt el kellene hagyni Ry, Ry, ..., Ry,...
koziil azokat, amelyek nem Altalanos rekurziv definiciok (aztdn a megmaradt
altalanos rekurziv definiciok mindegyikét az altala definidit altalanos rekurziv
fiiggvények (véges) sorozataval pétolni). lly moédon azonban nem jutunk az
Osszes altalanos rekurziv definicidk (és veliik az 0sszes &ltalanos rekurziv fiigg-
vények) effektiv megszamlaladsdhoz, mert nem ismeretes olyan modszer, amely-
nek segitségével véges szamu lépésben el lehetne donteni egy fiiggvényegyenlet-
rendszerrdl, hogy altaldnos rekurziv definicio-e®. Mar pedig ahhoz, hogy az
Ry, R:,....R,,... sorozatbdl az olyan fiiggvényegyenletrendszerek elhagyasa-
val keletkez6 sorozat n-edik tagjat meghatdrozzuk, amelyek nem altalanos
rekurziv definiciok, sorra el kellene dontentink R,-rél, R,-rdl, R,-rdl,... hogy
altaldnos rekurziv definicio-e, mig az els6 n olyant meg nem talaljuk koziiliik,
amelyik az.

Ezen ugy probathatunk segiteni, hogy az Ro, R.,..., R.,... sorozatbol
nem vdlogatjuk ki azokat a fiiggvényegyenletrendszereket, amelyek altalanos
rekurziv fliggvény definicioi, hanem e sorozat mindegyik tagjat, tehat minden
fiiggvényegyenletrendszert, egy vagy tobb fiiggvény definiciojanak tekintjiik
(annyiénak, ahany funktor el6fordul benne). Csakhogy ezek a fiiggvények
altalaban nem minden helyen vannak értelmezve és &ltalaban tobbértékiiek.
Ti. ha R valamely tetszéleges fiiggvényegyenletrendszer és f valamely R-ben
elofordulé funktor, akkor R-et gy tekinthetjiik, mint (esetleges egyéb, az R-ben
el6forduld tobbi funktornak megfeleld fiiggvénnyel egyiitt) annak a fliggvény-
nek a definicidjat, amely azokon és csak azokon az (n,, ns,..., n,) helyeken
van értelmezve, amelyekhez van olyan m nemnegativ egész szam, hogy az
f(n,, ny,...,n)==m egyenlet trividlis kovetkezménye R-nek (itt természetesen
r az f funktor argumentumszama, n,, n,,...,n, pedig tetszdleges nemnegativ
egész szdmok); éspedig ugy, hogy minden ilyen (n,, ny, ..., n,) helyen mind-
ezeket az m értékeket vegye fel és csak ezeket. Egyszeriiség kedvéért célszerit

2% Ez a meggondolas azt is mutatja, hogy ha igaz az el06z0 labjegyzetben emlitett
sejtés, akkor nincs is ilyen mddszer.
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minden egyes fliggvényegyenletet e fiiggvények koziil egyetlen egy fiiggvény
definiciojdnak tekinteni, pl. azénak, amely az R-ben eldéforduld funktorok
koziil azzal van jelolve, amely a funktorok valamely rogzitett, pl. az f, g, A,
a,b,e,d fi,g,h,a,b,c,d, 1, 80,0, a,, by, 05, d,, ... effektiv sorozatbaren-
dezésében a legkésobbi. (Ez nem megszoritas, hiszen ha valamely fiiggvényt |
valamely fiiggvényegyenlettel akarunk definidini, akkor mindig jeldlhetjiikk a
kérdéses sorozatbarendezésben késébbi funktorral, mint a tobbi, a fiiggvény-
egyenletrendszerben el6forduld funktor.) A tovabbiakban tehat, ha valamely
R fiiggvényegyenletrendszer altal definidlt fiiggvényrdl beszéliink, azt a fiigg-
vényt értjiik rajta, amelynek értéke barmely (n,, n,, ..., n,) helyen minden olyan
m szam, hogy az f(ny, ny, ..., n,)=m egyenlet trivialis kovetkezménye R-nek,
ha pedig nincs ilyen m, akkor nincs értelmezve az (n,, n,, ..., n,) helyen; itt
f az R-ben el6forduld funktorok koziit a legkés6bbi (a funktorok rogzitett
sorozatbarendezésében), r pedig az f funktor argumentumszama.

Az 4tlos modszer szempontjabdl csak azok a fiiggvényegyenletrendszerek
érdekelnek benniinket, amelyek egyvdlfozés fiiggvényt definidlnak, tehat a
benniik el6forduld funktorok koziil a legkésdbbinek argumentumszdma 1.
Minthogy barmely fiiggvényegyenletrendszerrol véges szamu lépésben el tudjuk
donteni, melyik a benne el6forduld funktorok koziil a legkésébbi és mi annak az
argumentumszama, ezért az 6sszes fliggvényegyenletrendszerek Ry, R,..., Ra,...
effektiv megszamlalasabdl azon fiiggvényegyenletrendszerek elhagyasaval, ame-
lyek tobbvaltozds fiiggvényt definidlnak, az egyvaltozds fiiggvényt definialo
fiiggvényegyenletrendszerek R, Ry, ..., R., ... effektiv megszamlalasahoz jutunk.
Ha az ezek altal sorra definidlt egyvaltozos fiiggvényekre alkalmaznok az
atlos modszert, olyan fiiggvényhez jutnank, amely ugyan nem fordul eld
kozottitkk, de nincs mindeniitt értelmezve és tobbértékii. (Az atlos modszert
kissé modositva kellene alkalmaznunk, mert az, hogy egy tobbértékit fligg-
vény valamely helyen két kiilonboz6 értéket vesz fel, nem ellentmondas.)
Hogy az atlds mddszerrel mindeniitt értelmezett és egyértékii aritmetikai fiigg-
vényhez jussunk, az R4, Ri,..., R;,... fiiggvényegyenletrendszerek mindegyi-
kéhez hozzd kell rendelniink egy-egy mindeniitt értelmezett egyértékii egyval-
tozds aritmetikai fiiggvényt. Evégett az R¢, Ri,..., R;,... fiiggvényegyenlet-
rendszerek altal definialt fiiggvényeket ugy kell mddositanunk, hogy az azo-
kon a helyeken felvett értékeik koziil, ahol tobb értéket vesznek fel, egy-egy
hatarozott értéket kivalasztunk, azokon a helyeken pedig, ahol nincsenek
értelmezve, valahogyan értelmezziik 8ket. Az igy kapott fiiggvényekre alkal-
mazva az atlds modszert, nem jutunk ugyan ellenpéldahoz arra a sejtésre,
hogy minden olyan aritmetikai fliggvény, amelynek barmely adott helyen
véges szamu lépésben ki lehet szamitani az értékét, altaldnos rekurziv fiigg-
vény, de péidat kapunk olyan aritmetikai fiiggvényre, amely nem &ltalanos
rekurziv fiiggvény, bar nagyon egyszerii modon keletkezik egy altalanos re-
kurziv fliggvénybol.

9 Matematikai és Fizikai Osztaly Kizleményei
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Az R, fiiggvényegyenletrendszer altal definiait tobbértékii, nem minde-
niitt értelmezett fiiggvénynek egyértékiivé tételére a legegyszeriibb modnak az
kinalkozik, hogy olyan x helyen, ahol e fiiggvény tébb m értéket vesz fel,
valasszuk ki ezen értékek koziil a legkisebbiket. Azonban egyszeriibb (vala-
mely altalanos rekurziv fiiggvénybdl egyszeriibb modon keletkezé) példahoz
jutunk nem altalanos rekurziv fiiggvényre,. ha ezen m eértékek koziil nem a
legkisebbiket valasztjuk ki, hanem azt, amelyre nézve az f(x)=m egyenlet,
ahol f a megfelel6 funktor, a legelsé helyen fordul el6 az K fiiggvényegyen-
letrendszer trividlis kovetkezményei kozott e trividlis kovetkezmények valamely
megszamldlasaban. A tovabbiak szempontjdbol dontd lesz, hogy ez a meg-
szamlalas is valaszthatd effektivnek (ez biztositja majd, hogy az atlds
modszer szolgaltatta fiiggvény, ha nem is lesz minden adott helyen véges
szamu lépésben kiszamithato az értéke, egyszerii modon keletkezik valamely
altalanos rekurziv fiiggvénybol).

Valamely adott R fiiggvényegyenletrendszer 0Osszes trividlis kovetkezmé-
nyeit legegyszeriibben 1ugy lehetne megszamlalni, hogy az Osszes fiiggvény-
egyenletek E,, E;, ..., E,,... sorozatdbol elhagyjuk azokat a fiiggvényegyen-
leteket, amelyek nem trividlis kovetkezményei R-nek. Igy azonban nem kap-
nank effektiv megszamlalast, mert nem ismeretes olyan mddszer, amellyel
barmely adott fliggvényegyenletrdl véges szamd Iépésben el lehetne donteni,
trividlis kovetkezménye-e R-nek vagy nem®. Mégis lehetséges az R fiiggvény-
egyenletrendszer Osszes trividlis kovetkezményeinek effektiv megszdmlalasa,
pl. a kovetkezOképpen. Mindenekel6tt sorra effektive megszamlaljuk az R-nek
O-adrendii, elsérendii, masodrendt, ... trividlis kovetkezményeit; ha valamely
n-re csak véges szdmu n-edrendil trividlis kovetkezménye van, mint pl. n =0
esetén biztosan, akkor ez ugy értendd, hogy olyan végtelen sorozatot allitunk
eld, (amelyiknek barmely tagjat véges szamu lépésben meg tudjuk hatarozni,
ha adva van, hanyadik tagrol van sz6 és) amelyben R barmelyik n-edrendii
trivialis kovetkezménye legaldbb egyszer eldfordul és mas fiiggvényegyenlet
nem fordul eld. A O-adrendii trividlis kovetkezmények effektiv megszamlalasa
konnyii, hiszen csak véges szamu van bel6liik. Ha mar az R fiiggvényegyen-
letrendszer n-edrendit és alacsonyabbrendii trividlis kovetkezményeinek effektiv
megszdmlaldsa megtortént, akkor az n--1-edrendii trividlis kovetkezményei-
nek effektiv megszamldlasa a halmazelméletbdl ismert médon annak felhasz-
naldséval torténhetik, hogy R minden n-edrendii trividlis kovetkezményébdl
legfeljebb megszdmlalhatoan végtelen sok* n--1-edrendii trividlis kovetkez-
ménye keletkezik specializdlassal, mert véges szdmu szdmvaltozo fordul el
benne és mindegyik helyébe megszamlalhatéan végtelen sok szamot helyette-

26 Meg lehet mutatni, hogy ha a mar tobbszor emlitett sejtés igaz, akkor nincs is
minden R fiiggvényegyenletrendszerhez ilyen médszer.
% Ha nem fordul el6 benne szdmvaltozd, akkor egy sem.
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sithetiink, tovdbba barmely, R-nek két legfeljebb n-edrendii trividlis kovetkez-
ményébdl allé rendezett parbol R-nek csak véges szamu n - 1-edrendii tri-
vidlis kovetkezménye keletkezik alkalmazdssal®, mert a par mdasodik kompo-
nensének baloldala csak véges szamu helyen fordulhat el a par elsé kom-
ponensében, és minden helyen csak kétféle dolog torténhetik vele: vagy val-
tozatlan marad, vagy a par mdsodik komponensének jobboldalaval pétoljuk.
Végiil az R fiiggvényegyenletrendszer O-adrendii, elsérenddi, masodrendi, ...
trividlis kovetkezményeinek igy kapott effektiv megszamlalasabol a haimaz-
elméletbdl ismert modon elballithatjuk R Osszes trividlis kovetkezményeinek
egy To(R), Ti(R), ..., Tu(R),... effektiv megszamlalasat.

Rendeljiik mar most bdrmely olyan R fiiggvényegyenletrendszerhez,
amelyben el6forduld legkésébbi h funktor argumentumszdma 1, a kovetkezd
egyvaltozds, mindeniitt értelmezett, egyértékii aritmetikai figgvényt. Ha az R
fliggvényegyenletrendszer altal definialt fiiggvény értelmezve van valamely
nemnegativ egész k helyen, azaz van olyan m szam, hogy a h(k) == m egyenlet
trivialis kovetkezménye R-nek, akkor értsiik az R-hez hozzarendelt fiiggvény-
nek a k helyen felvett értékén ezen m-ek koziil azt, amelyre a h(k)=m
egyenlet a legelsé helyen fordul el6 az R ftrividlis kovetkezményei kozott
ezeknek Ty(R), Ti(R),..., T.(R),... sorozatbarendezésében. Ha az R fiigg-
vényegyenletrendszer 4ltal definidlt fiiggvény nincs értelmezve a k& helyen,
azaz nincs olyan m szam, hogy a h(k)=rm egyenlet trividlis kovetkezménye
R-nek, akkor értsiikk az R-hez hozzarendelt fiiggvénynek a k helyen felvett
értékén a O szamot. Ha R Aaltaldnos rekurziv definicié, akkor az ily modon
az R-hez rendelt fiiggvény éppen az R altal definialt (altalanos rekurziv)
fliggvény; ez utobbi ugyanis barmely k helyen értelmezve van és R barmely
h(k)=m alaku trividlis kovetkezményének, ahol m szam, tehat a T,(R), T,(R),...,
T.(R), ... sorozatbarendezésben a legelsének is, ugyanaz a jobboldala, még-
pedig éppen az R éaltal definidlt fiiggvény értéke a & helyen.

Legyen mar most az Ry, Ri,..., Rs,... fliggvényegyenletrendszerhez ily
modon hozzarendelt fliggvény sorra hy, hy, ..., fa,... €és legyen ismét

ha(x) = ha(x)+ 1.

Akkor h, nem fordulhat el6 #,,h,...,H,,... kozott, hiszen n=0,1,2,...
esetén mas (ti. 1-gyel nagyobb) értéket vesz fel az n helyen, mint A,. Ennél-
fogva h, nem lehet Aaltalanos rekurziv fiiggvény, mert ha az volna, akkor
volna olyan R altalanos rekurziv definicidja, amelyben h, (a funktorok rogzi-
tett sorozatbarendezésében) kés6ébbi funktorral van jelolve, mint az R-ben
el6forduld tobbi funktor, és ez elofordulna KRG, Ri, ..., Ra, ... kozott; de akkor
h, az el6zd bekezdés végén tett megjegyzés szerint az ehhez hozzarendelt fligg-
vény volna, tehat eléfordulna hy, hy, ..., K., ... kozott.

2 Ha a par egyik komponense sem n-edrendii trividlis kovetkezménye R-nek, akkor
€egy sem.

9%
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Az igy kapott h, nem éaltaldnos rekurziv fiiggvény definiciojat réviden
igy irhatjuk fel:

m-+1, ha To(R:), Ti(Ry),. .., Tu(Rz),... koziil az els6 olyan
egyenletnek, amelynek baloldaldn h(x) all, ahol h az
R; figgvényegyenletrendszerben el6forduld funktorok ko-
ziil a legkésdbbi, jobboldaldn pedig valamely szam,
amennyiben van koztiik ilyen egyenlet, éppen m all a
jobboldaldn,

1, ha To(R:), Ti(R:), ..., Tu(R:),... koOzott nincs olyan
egyenlet, amelynek baloldaldn h(x) all, jobboldalan pedig
valamely szam, ahol h az R; fiiggvényegyenletrendszer-
ben eléforduld funktorok koziil a legkésodbbi.

hy(x) =

Ezt a bonyolult definiciot a kovetkezd modon tagolva attekinthetébb alakra
hozhatjuk. Legyen

0, ha a T,(R;) fiiggvényegyenlet baloldalan h(x) all, ahol h az
g 78 R; fliggvényegyenletrendszerben el6forduld funktorok koziil a
Jx3) e legkésobbi, jobboldalan pedig valamely szam all,
1 kiilénben;
m-+1, ha f(x,y)=0 és a T,(R:) fiiggvényegyenlet jobbolda-

a1(x, y)=§ lan az m szam all,
1, ha f(x,y)==0;

( a legkisebb olyan y nemnegativ egész szam, amelyre f(x, ) =0,
Iz(x)=§ ha van ilyen y,
0, ha nincs olyan y, amelyre f(x,y)=0.
Akkor

ho(x) = g1(x, h(x)).

Legyen ugyanis h az R; fiiggvényegyenletrendszerben eléforduld legkés6bbi
funktor. Ha To(R:), T1(R:), To(R:),. .. koziil valamelyiknek a baloldaldn h(x)
all, a jobboldalan pedig valamely szam, akkor legyen T,(R:) az elsd ilyen
és alljon T,(R;) jobboldalan m. Akkor f(x,y)—0 és y a legkisebb olyan
nemnegativ egész szam, amelyre ez all, tehdt y=/h(x); és g.(x, h(x))=
=g(x,y)=m-+1. Ha pedig T,(Rz), T:(R:), T:(R:),... koziil egyik sem
olyan, hogy a baloldalan h(x) all, jobboldalan pedig valamely szam, akkor a
definicid szerint barmely y-ra f(x, y)=1, tehat g,(x, y)=1, tovabba h(x)=0;
tehat tobbek kozott g,(x, f(x)) = g,(x,0)=1.

Mar most vilagos, hogy az f és g, fiiggvények értékét barmely adott
(k, n) helyen véges szamu lépésben ki lehet szamitani. Ha ugyanis k és n
adva vannak, akkor véges szamu Iépésben meg tudjuk &llapitani, melyik az
Ry fiiggvényegyenletrendszer, melyik az utolso, benne el6forduld h funktor;
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tovabba, hogy melyik a T.(R:) fiiggvényegyenlet, vajon h(k) all-e a balol-
daldn, a jobboldaldn pedig szdm-e €s ha igen, melyik ez a szam. Ebbdl
sejthetd, de mint mar emlitettem, szabatosan be is bizonyithatd, hogy f és g
altalanos rekurziv fiiggvények®.

Azt viszont mar tudjuk, hogy 4, nem altaldnos rekurziv fiiggvény. Ebbol
kovetkezik, hogy A sem lehet az. Valoban, ha az lenne, legyen R, és R, egy-
egy olyan altalanos rekurziv definicio, amely (tobbek kozott) g, ill. i értékeit
meghatdrozza, mégpedig olyan, hogy R.-ben a h funktor, R,-ben a g, funktor
ne forduljon el6. Legyen h most valamely olyan 1 argumentumszamu funktor,
amely sem R-ben, sem R,-ben nem fordul elé. Akkor az az R; fiiggvény-
egyenletrendszer, amely R, és R, egyenleteibdl és a

h(x) = gi(x, h(x))

egyenletbdl &all, nyilvan meghatdroznd a benne szerepld fliggvények értékeit,
tehat altalanos rekurziv definicié lenne; és pedig (tobbek kozott) a h = A,
fiiggvény értékeit hatarozza meg, ami lehetetlen, mert /., nem altalanos rekur-
ziv fiiggvény.

Ebb6l nemcsak az addodik, hogy van olyan aritmetikai fiiggvény, amely
nem &ltalanos rekurziv fiiggvény, hanem a kovetkez6, a tovabbiak szempont-
jabol fontos tény is: Van olyan kéfvdltozés f dltaldnos rekurziv fiiggvény,
hogy a kivetkezoképpen definidlt h fiiggvény :

- a legkisebb olyan y nemnegativ egész szam, amelyre f(x, y) = 0,
fi(x) == ha van ilyen y,
? 0, ha nincs ilyen y,

nem dltaldnos rekurziv fiiggvény®.

2 Lasd Kieene [1], 734—738. oldal. (Kieene jelolései szerint — a h funktor valasz-
tasat illetd lényegtelen eltéréstdl eltekintve — f(x,y) a Ty(x, x,y) relacid karakterisztikus
fiiggvénye, g((x, y) = (1—f(x, y)) Val(H(x, y}) + 1)

80 Lasd Kieene [1], 741. oldal (XIV. tétel). — A h fiiggvény nem szolgaltat ellen-
példat arra a sejtésre, hogy minden olyan aritmetikai fiiggvény, amelynek értékét barmely
adott helyen véges szamu lépésben ki lehet szamitani a definicija alapjan, altaldnos rekur-
ziv fiiggvény. Ugyanis a h fiiggvény definicioja nem ad médot arra, hogy barmely adott n
nemnegativ egész helyen véges szamu I¢pésben kiszamitsuk a h(n) értéket. Ehhez ugyanis
mindenekel6tt el kellene donteni, van-e olyan y nemnegativ egész szam, amelyre f(n, y)= 0.
Ha van ilyen, az véges szamu lépésben kideriil (pl. ugy, hogy sorra kiprobaljuk, y=:0, 1, 2,...
ilyen szam-e, amig ilyen szamot nem taldlunk); de ha nincs ilyen, akkor ez aitaldban csak
végtelen sok lépés utan (ti. valamenny{ y nemnegativ egész szam kiprobalasa utén) deriil ki,
hacsak nem tudjuk bebizonyitani, hogy nincs ilyen y szam. Amennyiben igaz az a sejtés,
hogy minden olyan aritmetikai fiiggvény, amelynek értékeit barmely adott helyen véges
szamu lépésben ki lehet szamitani, altalanos rekurziv fiiggvény, akkor kell lennie olyan n
nemnegativ egész szamnak, amelyre nincs olyan y nemnegativ egész szam, amelyre f(n, y) =0,
de azt, hogy nincs ilyen, nem lehet (véges szamu lépésben) bebizonyitani. Ez a tény nagyon
valdsziniitlenné teszi a szobanforgd sejtés igazsagat.
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4. Schroter problémdjdnak megolddsa. Ennek alapjan bebizonyithatjuk a
2. pont végén kimondott allitast®. Legyen ugyanis R az f fiiggvény valamely
altaldnos rekurziv definicioja; sziikség esetén jelolésvaltozassal elérhetjiik,
hogy az a,b,¢,d, fi, f,, g és h funktorok egyike se forduljon el6 benne. Ve-
gyiik hozza R-hez mindenekel6tt az A, B, C és P’ fiiggvényegyenletrendszerek
egyenleteit; az igy kapott R’ fiiggvényegyenletrendszernek egy és csak egy
megoldasrendszere van, mégpedig az, amely a fenti f,a,b,¢,d, f, és f, figg-
vényekbdl all (az esetleges tobbi, az R fiiggvényegyenletrendszerben eléfor-
dulé funktoroknak megfeleld bizonyos tovabbi altaldnos rekurziv fiiggvények-
kel egyiitt).

Mar most a h fiiggvénynek az f fliggvény segitségével valo fenti defini-
ciojat atalakithatjuk ugy, hogy az a, b, ¢, d és f, fliggvények segitségével fiigg-
vényegyenletrendszer alakjaban lehessen irni. Valoban, legyen x és y két tet-
szbleges nemnegativ egész szam. Akkor vagy van olyan y-nal kisebb x nem-

negativ egész szam, hogy f(x,2)= 0, vagyis J[f(x,2)=0, vagy ha nincs,
LA

akkor vagy h(x) =y, mégpedig, amennyiben f(x,y)=0, akkor A(x)=y,
vagy pedig f(x) =0 (ti. ha z=y esetén is f(x, z) == 0). Jeloljiik most a [ [ f(x, 2)
<Y

altalanos rekurziv fiiggvényt g(x, y)-nal; akkor tehat egyrészt vagy g(x,y)=0,
vagy (amennyiben g(x, y) = 0,) f(x, ¥) == 0, vagy pedig (amennyiben g(x,y)+0
és f(x, y) =0,) h(x) =y, masrészt vagy g(x, y) =0, vagy (amennyiben g(x, y) -+
=+0,) h(x) =y, vagy pedig h(x)=0. Az f(x,y)==0 egyenlbtienség az
a(f(x,y))==0, a h(x)=y egyenldség a b(h(x),y)==0, a h(x) =y egyenltt-
lenség pedig a c(h(x), y) =0 egyenlet alakjaban irhato; tehat egyrészt g(x, ),
a(f(x,y)) és b(h(x),y) koziil, masrészt g(x,y), c(h(x),y) és h(x) koziil vala-
melyik biztosan 0. Vagyis x és y minden értékére

g(x, y)a(f(x,y)) b(h(x), y) =0

_ g(x, y) c(h(x), y) h(x) = 0.
Mas szoval, a g(x,y)= [[f(x,z) és a h fiiggvények az f,a,b,c,d és fa
z< Y

és

fiiggvényekkel egylitt kielégitik a )
(1) £(x,0)=0,

(2) - g(x, ¥)=f(g(x,y), f(x, ),

(3) d(g(x, y),a(f(x, y)): b(/‘l(X), y))=0
és

4) d(g(x,y), c(h(x),y), h(x))=0

fiiggvényegyenleteket is.

81 E bizonyitast egyidejiileg bekiildtem kozlés végett a berlini Zeitschrift fiir mathe~
matische Logik und Grundlagen der Mathematik c. folydiratnak.
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Vegyiik hozzd ezeket az R’ fiiggvényegyenletrendszerhez; megmutatjuk,
hogy az igy kapott R” fiiggvényegyenletrendszernek csak egy megoldasrend-
szere van. Valéban, az R’ fiiggvényegyenletrendszernek, mint mar mondtuk,
nem tesznek eleget mas fiiggvények, mint a fenti f, q, b, ¢, d, f,, f. fiiggvények
(és- az esetleges tobbi, az R fiiggvényegyenletrendszerben szerepld fiiggvé-
nyek). Azt is lattuk, hogy az K’ fiiggvényegyenletrendszer az (1) és (2)
egyenletekkel egyiitt altalanos rekurziv definiciot alkot és igy a g fliggvényt
is egyértelmiien meghatdrozza. Tehat csak azt kell még megmutatnunk, hogy
a (3) és (4) egyenletek a h fiiggvényt is egyértelmiien definidljak. Valdban,
ha (3) és (4) teljesiil, akkor x és y barmely (nemnegativ egész) értékére egy-
részt vagy g(x,y)=0, vagy a(f(x,y))=0, vagy b(h(x),y)=0, mdasrészt
vagy g(x,y)==0, vagy c(h(x),y)=0, vagy h(x)=0. Ha mar most valamely
x szamhoz van olyan 2z nemnegativ egész szam, hogy f(x,2)=0, akkor
legyen y a legkisebb ilyen szdm; akkor f(x, ) =0, de z < y esetén f(x,2) =0,
tehat sem g(x,y) = [ [ f(x, 2) =0 nem alihat, sem a(f(x, y)) = 0; tehat akkor

2y

b(h(x), y)=0, vagyis h(x)=y. Ha pedig nincs olyan 2, hogy f(x,2)=0,
akkor barmely y-ra g(x,y)= [/ f(x,2)==0; tehat akkor barmely y-ra vagy
2y

c(h(x), y)=0, vagyis h(x) =y, vagy h(x)=0. De h(x) =y nem ailhat bar-
mely y-ra, tehat ebben az esetben h(x)=0; mds szoval, #(x) mindkét eset-
ben csak a fent definidlt & fiiggvénynek az x helyen felvett értéke lehet.
Minthogy ez a h fiiggvény nem altalanos rekurziv fiiggvény, ezért ezzel a 2.
pont végén kimondott &llitds be van bizonyitva.

Szegedi Tudomdnyegyetem Bolyai Intézete. .
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