A VALOSZINUSEGSZAMITAS NEHANY UJ EREDMENYEROL
JORDAN KAROLY lev. tag

L*

Poisson formuldja (m, x)={g-:e*'”, melyben egy rendelkezésre &llo

paraméter van m és amelyben az x valtozo O, 1,2, 3,... értékeket vehet fel,
alkalmas nem folytonos valtozéju fiiggvények megkozelitésére (egyenld kozok
esetén), de tekintettel arra, hogy csak egy paramétert tartalmaz ritkan ad ele-
gend0 pontossdgot. Ez késztetett arra 1926-ban, hogy a formuldt dltaldnosit-
sam, ugy hogy benne tetszéleges szdmt paraméter lehessen és ennek folytan
a kivant pontossdgot megadhassa, tovdbbd, hogy a paraméterek konnyen
kiszamithaték legyenek.
Az altalanositott formula a kovetkezd volt

f(x) = [aOGO + a Gl(x) + a2Gz(x) + e + a, Gn(x)] 'l/}(m, X),
ahol G,(x) oly s-edfoktt polinom, amely ortogonalis oly értelemben, hogy

Z;G,,GH’QIDZO ha v p.
st & ami (x
Gs(x) =ﬁ@% (=1 7T (s—i) )
tovabba
& 2 s!
2 G =

Ez értekezésben a differenciaszamitisnak megfelelden, az 6sszegekbe az
also hatar be van értve, a fels6 nem.

Ha az f(x) fiiggvénnyel kivanunk megkozeliteni adoft észleléseket a
momentumok elve szerint, akkor az ortogonalitds révén az a, paramétereket
legegyszeriibben a megkozelitend6 y(x) észlelési adatok faktoralis momentu-
mai segélyével az alabbi szimbolikus formula adja

1 ) \s
Qs == H(ﬂ)c—m) ,
amelyben” a binom kifejtésénél n helyett 3i; irandd, i-=0 esetén is; tovabba

M= x(x—1)...(x—i+1)-p(x), és m=Dy'M, az x valtozo atlaga.

L=}

* Az L. rész képezte az 1954 szeptember 27-iki J6svafon tartott eldadast.
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A G, polinomoknak érdekes matematikai tulajdonsagaik vannak, pl.

£ Gi(x) = 735 Gi-1 (%)

kovetkezOleg
- m )
::’__‘,1 Gs(x) - S"{'——l [Gs+1 (b)—- Gs+1 (a)]
tovabba _
TAN Gs(x) y(m, x) == — G (x - 1) Y (m,x-+1)
és ebbol .

i Gs(x)y(m, x) = Gs1(a—1)yp(m,a—1)—G,.1(b—1)yw(m, b—1).

Ez a képlet megadja az f(x) fiiggvény Osszegét, példaul F(x < x;)-et:
n+l )

F(x < x)) = a,[1—1(&, p)]— gas_las-l(xl—l)w(xl—l)

E formulaban /(u, p) a nem-teljes gamma fiiggvény viszonya a teljes
fiiggvényhez, tovabba & =m/)x, és p=x,—1.

Ezek utan felmeriilt az a probléma, hogy hasonloan jarjunk el folytonos
valtozds fiiggvény, PoIssON formulajaval valé megkozelitésénél is; altaldno-
sitva a formulat, melyet most

- xre=
¢ = ¢(p, X) = ToED

alakban irunk. Legyen az aitaianositoit fiiggvény a kovetkezd:
) J)=10Q+a Qi+ - +a.Q]e(p, ),
melyben Q;= Q.(x) s-edfoki polinom, mely gy van meghatarozva, hogy

e polinomok ortogonalisak legyenek ¢(p, x)-re vonatkoztatva a 0, o< kozben,
vagyis, ha »==p akkor

|@Qugax—o.
0

Ebbél kiindulva a @, polinomok meghatarozdsa a kovetkezd eredményre
vezetett

@w=§ewffﬂ§§ﬁ*

»=0

* Utdlag Takacs Lajos figyeimeztetett a Q,(x) polinomok és a Laguerre polinomok
kozotti Osszefiiggésre. Ha a Q,(x) polinomot megszorozzuk —s!-sal és ha benne a p para-
métert nullaval tessziik egyenldové, megkapjuk a Lacuerre- polinomot. (J. Lense: Reihen-
entwicklungen der mathematischen Physik. Berlin W. 1953.) '
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Partikularis értékek:
x* 2
Q=1, Q=x—(p+1), Q=p—@+2e+["$?

P

Q=31 SN Y

2t
és
Ry p+s
| Q"(fdx:(ps }
)
Az a, paramétereket a momentumok elvének megfeleléen hatdrozzuk

meg az y(x) fiiggvény momentumai segélyével; a szamitds az ortogonalitas
kovetkeztében egyszerii. Legyen M; az i-edfoki momentuma y(x)-nek

M= [x"y(x)dx
0

A szamitds eredményét, miutdn s és » nem negativ egész szamok, a
kovetkez6képp irhatjuk :

s+l p%:s M,_, s+1 (—1)" $
a=2, 1 (p(js—)%&%l(wg )»+1) o)

Az a, paraméterek meghatdrozdsa utan célszerii a (2) képletet x hatva-
nyai szerint atrendezni, ekkor

2n+1 n+l

M) =2 Cun s N (P, x) — -2, c,.s

ahol

)¢(p+s x),

d—
V-

n-s+1 ,
Cos= > ("i)1,(p+i+l)as+r
g(p+s, x) értékét pedig tablazatbol vessziik ki.

Ezaltal foloslegessé valik tablazatok szerkesztése a polinomok értékeire,
ami nagy munkaval jar és kiilonben is célszeriitlen, a (2) formuldban példaul
n interpolaciora volna sziikség. 1921-ben én is kozoltem hasonld esetben
tiblazatokat a Proceedings of the London Mathematical Society-ben. Azért
tartom ezt sziikségesnek folemliteni, mert példaul FiSHER, Statisztikai Tébla-
zataiban még ma is kozol mdsféle ortogonalis polinomokra tablazatokat. Ha
a paramétereket meghataroztuk, akkor az eredményt atrendezziik folytonos
valtozd esetén x hatvanyai szerint, mint a jelen esetben vagy pl. Hermite

polinomoknal ; nem folytonos valtozo esetén pedig (:J szerint, mint példaul

ortogonalis polinomoknal vagy az emlitett G, polinomoknal.
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A (3) fiiggvénybdl konnyen megkapjuk annak integraljat x=0-td!
x = X,-ig, ugyanis

ES!

.rrp(p—l—s, x)dx=I(u,p+s), ahol T=x)p+s+1.
; _ ,

Kovetkezdleg

n+l1

F(x < x)) =S§0 o lp:rS) 1@, p1s).

Az I(u, p+s) értékét a nem-teljes gamma fiiggvény tablazata adja.

IL*

Dacéra annak, hogy PAsCAL, FERMAT és HUYGENS szép eredményeket
értek el a valosziniiségszamitds terén, annak igazi megalapitojaul mégis
JacoBus BERNOULLI-t kell tekinteni.

NicoLAs STRUYCK, 1716-ban megjelent valoszinliségszamitasi konyvének
eldszavaban azt mondja: ,Nem sziikséges bizonyitani e szamitisok hasznos-
sagat és elbnyOsségét; de azért nem meriink azoknak oly nagy jelentoséget
tulajdonitani mint azt JacoB BERNOULLI tette, hanem jobbnak latjuk, csatla-

“kozni HUYGENS szavaihoz, melyek szerint ha valaki kissé elmélyed a dolgokba,
latni fogja, hogy nem csupdn jatékrol van sz6, hanem mély és érdekes elvek-
r6l.“ LEIBNITZ még tovabb ment, kétségbe vonva BERNOULLI okoskoddsanak
helyességét.

Az utokor azonban BERNOULLI-nak adott igazat, még magasabbra be-
csiilve eredményeit, melyeket hiisz évi munkaval ért el, mint 6 maga. BER-
NouLLt formulaja, mely » kedvezd eset valdsziniliségét adja n észielésnél, ha
a tiinemény valosziniisége minden észlelésnél p marad, és amelybdl a nagy-
szamok torvényét allapitotta meg, a kovetkezo:

. n
4) P(ry= (,,)p"q" », ahol g¢g=1—p.

Ezt a tovabbiakban Bernoulli fiiggvényének fogjuk nevezni. Ebbol kovetkezik,
hogy annak a valdsziniisége, hogy a kedvezd eset kevesebbszer forduljon
elé mint 4

3) Plr<i)y= Z_A; P(r)

]
Ez a formula is BERNOULLI-t6l szarmazik. A (4) képlet numerikus szé-
mitasra igen alkalmas; ma mdr nagy n esetén is, ugyanis vannak téblazatok
log x!-ra x=3000-ig.**

* A Il targyat a Magyar Tudomanyos Akadémian 1954. november 26-an tartott
eldadas képezi.
#* F. ]. Duarte, Nouvelles tables de log n! a 33 décimales. Geneve, 1927.
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Ellenben az (5) formula, ha 4 nagy, szamitasra igen hosszadalmas. Ki
lehet ugyan mutatni, hogy

q .

RS [‘ =t P

(6) = P(r) :d' m‘”z (n+1—4,72),
vagyis ki lehet fejezni az (5) valosziniiséget egy nem-teljes beta fiiggvény és
a megfelelo teljes fiiggvény viszonydval. A nehézség abban all, hogy a nem-
teljes beta fiiggvény tablazata, tekintve hogy harom vaitozos tablazat sziikség-
képp csak kis szdmokig terjedhet. Ha Z és n—4 kisebbek mint 51, akkor a
tablazat megadja a (6) valosziniiséget. Ellenkezd esetben ki kellene szamitani
a nem-teljes beta fiiggvényt; miutan azonban azt csak X'P(»)-hoz hasonld
Osszegezéssel tudjuk kiszamitani, tehdt a (6) formuldnak ily esetekben gya-
korlati jelent6sége nincsen. Tulajdonképpen, egész szdmi argumentumok esetén
a nem-teljes beta fliggvényt BERNOULLI (5) formuldja adja. Régen toreksze-
nek az (5) valdsziniiséget valamely zart formulaval kifejezni, mert az egy-
uttal a nem-teljes beta fiiggvény kiszdmitasara is szolgalna.

BERNOULLI fiiggvényének valamely s-edfoku polinomra f,(¥) vonatkoz-
tatott teljes momentumat

n+tl

2 AOPC)

kénnyen megtudjuk hatdrozni; a legegyszeriibb eljards a polinomot binomi-
alis egytitthatok soraba, NEwWTON sorba rendezni, amid6n a fiiggvény mo-
mentumat kifejezhetjiik a BERNouLLI fiiggvény binomidlis momentumaival

B.—(3)p

Az f(v) momentumok kozott a legfontosabbak a binomialisokon kiviil
a v kedvezb esetek, tovibbd a E=r—np eltérések hatviny momentumai.
Ezéket a binomidlis momentumok segélyével hatdrozhatjuk meg; de van egy
masik jo eljards is; ugyanis kifejezhetjiik, ugy a kedvezd esetek, mint az
eltérések hatviny momentumait a THIELE féle félinvaridnsokkal. A BERNOULLI
fiiggvény e félinvariansaira az alabbi egyszerii formuldt vezettem le; az s-ed-
foku félinvarians:

$

W i i+1 ~it+1
Ao=n X (—1Ditpt e,
=0

~i+l
=

ahol ;7 a mésodfajii STIRLING féle szdm. Végeredményben a BERNOULLI
fiiggvény teljes momentumainak kiszdmitdsanadl semmi nehézség sincsen. A
Stirling szamok a val6szinliség szamitdsban nagy szerepet jatszanak: Példaul
a BERNOULLI probléma egyik altalanositdsanal, ha minden észlelésnél m ese-
mény egyike fordulhat eld, 1’'m valdsziniiséggel, akkor annak a valdsziniisége
hogy n észlelésnél minden esemény legaldbb egyszer forduljon el6 (POINCARE
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tételének egy Altalanositasa)
1!
p="cer.

Azonban gyakran sziikség van a nem-teljes momenfumokra is. A BER-
NouLLl fiiggvény nulladrendii nem-teljes momentumat (5), mar targyaltuk.
RAGNAR FriscH-nek sikeriilt 1924-ben a BERNouLLI fiiggvénynek &= r—np
eltérésekre vonatkoztatott nem-teljes momentumat meghatarozni: '

] | 2 (r—np)P(1) =—qAP().

RAGNAR FRriscH fontos eredménye utan felmeriilt az a gondolat, hogy
meg kellene hatdrozni a BERNOULL! fiiggvénynek egy magasabb fokti nem-
teljes momentumét, mert az modot nyujthatna a fiiggvény tobbi nem-teljes
momentumanak meghatarozdsira. Tudtommal ez eddig nem sikeriilt. Ennek
folytan valoszinliségszamitasi konyvem kéziratdnak revididldsanal elhataroztam,
hogy e kérdést a differenciaszamitds szempontjabol vizsgdlom meg.

A (7) formuldbol kovetkezik, hogy EP(¥) inverz differencidgja —qvP(r)

tehat
8) A (v—np)P(r) = —qrP().
Ennélfogva ha a hatdrokat a jobboldali mennyiségbe behelyettesitjiik, meg-
kapjuk a baloldali mennyiségek oOsszegét az also hatartol a felsbig, az utdbbi
nincsen az Osszegbe beleértve. E formula értelmében, ha BERNOULLI fiiggvé-
nyét (v-np)-vel szorozzuk, akkor a szorzat inverz differencidja egyenld BER-
NOULLI fiiggvényének egy mdsik els6foki, polinomali szorzatdval. Megvizsga-
lando, hogy magasafbb fokii polinomok esetén fenn all e hasonld relacié,
tovabba, hogy milyen polinomok kozott.

Legyen ¢(») egy tetszéleges polinom, melynek konstans tagja hidnyzik.

Rendezziik a polinomot NEWTON sorba és hatdrozzuk meg a (V}P(w) tag

inverz differenciajat, a szorzatok inverz differencidjanak képletével. Ha a szor-
zatot a kovetkez6 modon irjuk,

1 a(r—1 ~

—S_J l(s_]’) - VP(I’)

egyszerii szamitds a kovetkezd eredményre vezet:
| ' (n—s)p »
4 '[(s+1)”<">]:—q(s+1)1’( N+t l(sJP(V)].

Ha bevezetjiik a kovetkezd jelolést f(s)——-zl’l( )P(V), akkor az

© fist )= EZ9 sy = —q [ 1] PO)

elsbrendii, valtozds koefficiensii, teljes differencia egyenletre jutunk, melyet
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pozitiv egész szdmu s-ekre a klasszikus modon megoldunk. Az eredmény,
ha f(s) és f(0) helyett ismét visszatériink az el6z6 jelolésre

a0y 1 |[{)=(5) o] por——apen S 7)) ).
Miutan az egyenlet jobb oldala zérus =0 és r=n+1 esetén tehit a bal-
oldali mennyiség teljes momentuma nulla.

Ha a miiveletet a NEwWTON sor minden tagjdn elvegezziik, arra a kovet-
keztetésre jutunk, hogy csak ha a 47 jel alatti mennyiség teljes momentuma
nulla, csak akkor fejezhetjiik ki annak inverz differenciajat és ennélfogva nem-
teljes momentumat, a BERNOULLI fiiggvény egy polinommal valé szorzataval.
Ez a polinom ugyanolyan fokszami lesz, mint a 4 jel alatti. fly médon
hosszii sorozatat kapjuk a BERNOULLI fiiggvény nem-teljes momentumainak,
melyeket a BERNOULLI fiiggvénynek egy polinommal valo szorzata ad. RAGNAR
FriscH eredménye is ezek kozé tartozik.

Ha y.-vel jeloljiik a kedvezd esetek s-edrendii binomidlis fiiggvényének
eltérését aritmetikai varhatosiguktol, 7:(;)—(3 p* akkor a (10) formula
egyszeriien megadja azok nem-teljes momentumat a

A
> P
p:—=f)

Osszeget; de a (;) P(») mennyiség inverz differenciajat mar nem fejezhetjiik

ki ily médon; ekkor ugyanis a (10) formuldban a jobb oldalra keriil

(gJPSJ”IP(”) = (?J pl(n+1—r, ).

Leggyakrabban a &=vr—np eltérések, tovabbad a » kedvezd esetek
szdma hatvanyainak nem-teljes momentumaira van sziikség. Ezeket is meg-

kaphatjuk a (10) képlettel, ha a & illetve »* hatvdnyokat kifejezziik a (7)
egyiitthatokkal i=0, 1, 2,..., k-ra.

De ha alacsony fokszamrdl van sz6, akkor azokat egyszeriibb kozvet-
leniil meghatarozni. Példaul ha & esetén a ™' £-EP(v) szorzaton végeziink
parcidlis Osszegezést, végiil a

A [E—npqlP() =qv(p—E P()
eredményt érjiik el. Hasonloan kapjuk :

47 —npg(g—p)IP()=—qv[(p—5+@n—1)pqgl P(»).

Ezek utdn mar csak a BERNoOuLLI fiiggvény inverz differencidjanak mas,
szamitasra alkalmasabb mddon vald kifejezése volna hatra. Ennek a lehetd-
sége megmaradt, csupan az van kizirva, hogy azt a BERNOULLI fiiggvénynek
valamely polinommal valé szorzatdval érjitk el. E kérdéssel valé foglalkozas
melegen ajanlhatd. '
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