REKURRENS FOLYAMATOK ALTAL SZARMAZTATOTT
MASODLAGOS SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOKROL

TAKACS LAJOS
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Bevezetés

Tekintsiik a 0 < ¢ id6pontokra értelmezett
1) n)= 2 ft—t, 1)
0<th=t

valosziniiségi fiiggvényt, ahol a {f.} (n==1,2,...) id6pontok valamilyen
véletlen torvénynek aldvetett valdsziniiségi véltozok és a {y.} (n=1,2,...)
paraméterek egymastdl és a f,-ektdl is fiiggetlen, egyforma eloszldst valo-
szinliségi valtozok. A y,. valtozok koz0s eloszlasfiiggvényét jelolje

P(p.=x)=H(x) (n=1,2,..)).

Legyen tovdbba f(u, x) egy elére megadott kétvaltozds fiiggvény.

A fenti tipusit sztochasztikus folyamatokkal mar kordbbi [1] és [2] dol-
gozatunkban is foglalkoztunk. Az {1] dolgozatban azt a specidlis esetet vizs-
galtuk, mid6én a {{,} iddpontok Poisson-folyamatban ei6fordulé események
idépontjaival egyeznek meg. A [2] dolgozatban pedig ezt a folyamatot abban
az esetben tettiikk vizsgalat targyava, midén a {f.} iddpontok an. rekurrens
sztochasztikus folyamatot alkotnak. Ez alatt azt értjitk, hogy a {#.} sorozatban
a=t—t, (n=1,2,...;t=0) idokiilonbségek egyforma eloszlasy, fiig-
getlen, pozitiv valdsziniiségi valtozok. A [2] dolgozatban azonban csupdn arra
a specidlis esetre szoritkoztunk, midén

O ha u <0 vagy x<0,
2 f(u, x) = :

xe ™ ha uz=0 és x=0,
€s « pozitiv allando. .

Jelenlegi dolgozatunk a [2] dolgozat tovabbfejlesztése "arra az esetre,
midoén az f(u, x) fiiggvény tetszbleges alaki. Dolgozatunkban mindvégig fel
fogjuk tenni, hogy f(u,x)=0, ha u <0, bar ez nem jelent lényeges meg-
szoritast. Tovabbd [2]-héz hasonléan most is feltessziik, hogy a {f,} idépont-
sorozat rekurrens sztochasztikus folyamatot alkot, azaz a & =t,—f.1 (n=
=1,2,...;f,=0) idokiilonbségek egyforma eloszlasu, fiiggetlen, pozitiv valo-
sziniiségi valtozok. A {&,} valtozoék kozos eloszlasfiiggvényét jeldlje

P(gnéx):G(x) (n:1,2....).
A (&)} viltozok pozitivitisabol kovetkezik, hogy G(0)=0.

13*
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Az emlitett folyamatok kiilondsen fontos szerepet jatszanak a részecske-
szamlalok elméletében, elektroncsdvek anodaramingadozdsénak targyaldsanal,.
~ hiradastechnikaban fellépd atviteli kérdéseknél és egyéb fizikai problémaknal.
A gyakoriati alkalmazasoknal foleg a staciondrius eset bir fontossaggal, azaz
végtelen hossza ideje tartd folyamat esetén kialakult egyensulyi allapot. Ezért
bevezetjiik a kovetkezd valoszinfiségi fiiggvényt is:

® O~ 3 f—tu ),

ahol most az Osszegezés mindazon ¢, id6pontokra ki van terjesztve, amelyek
f idépont el6tt fordultak eldé. Most azt tessziik fel, hogy a & =f,—1fy
(n=0, +1, —2,...) idoékiilonbségek egymastol fiiggetlen, egyforma eloszlasu
pozitiv valOsziniiségi valtozok, kozos G(x) eloszlasfiiggvénnyel. Ki fogjuk
mutatni, hogy az »"(f) folyamat dltalanos feltételek mellett létezik.

Konnyen belathatd, hogy ha az 1(f) felyamat t— oo esetén meghataro-
zott sztochasztikus viselkedést mutat, ugy ilyen esetekben az #*(f) folyamat
- minden véges f idopontban ugyanazt a sztochasztikus viselkedést mutatja.

A kovetkezokben el6szor 2(¢) eloszlasanak és momentumainak megha-
tarozasaval foglalkozunk. Feltételeket adunk arra vonatkozolag, hogy a momen-
tumok hatarértékei t —-o esetén mikor léteznek és megadjuk a hatarértéke-
ket. Ezutan az 15;*(¢) folyamat Iétezésének kérdésével foglalkozunk és meg-
adjuk az »(f) folyamat korrelacios fiiggvényét, amelynek ismeretében A. Ja.
HiNcsIN [3] munkdja alapjan konnyen elvégezhetd az 15”°(¢) folyamat harmo-
nikus analizise. Megjegyezziik, hogy [2] dolgozatunkban a (2) alatti fligg-
vényre sem tudtuk elvégezni-a megfelel6 »*(f) folyamat harmonikus analizisét,
ugyanis ehhez sziikséges lett volna az »*(f) folyamat viselkedését (2)-nél alta-
lanosabb jelek esetén is ismerni. Most ezt poétidlag elvégezziik.

Bevezetjitk a kovetkezd jeloléseket: Az 1, (f) valdszinliségi valtozo elosz-
lasfiggvényét jelolje
€)) o P(ri(t)y=x)= F(t,x).

Ha létezik t]im F(t, x)=F"(x) hatareloszlasfiiggvény, ugy »"(¢)-nek minden
t-re létezik eloszlasfiiggvénye, éspedig fennall, hogy -

(5) : : PGt (t)y=x) — F*(x).

Legyen tovabba #(¢) valtozd karakterisztikus fiiggvénye

©®) : D(t, ) = j?e"‘” d_r F(t,x)

-®

és amennyiben F*(x) hatdreloszlds létezik,

8

M D () = | e d F*(x).

ey,

8
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Jelolje tovabba az »(t) véltozo k-adik momentumat M,(¢), azaz legyen

(®) Mi(t)y=M{(i ()} = | x*d. F(t, x).
Specidlisan, az r(¢) valtozd varhato értékét M(t)-vel és szorasnégyzetét D*(f)-
vel fogjuk jelolni, azaz M(t) = M,(t) és D*(t)= M,(t)—[M.(¢)]. Legyen
tovabba M, = lim M, (t) és specidlisan M= lim M(t) és D*= lim D*(¢).

. t>o : >0

t>w ot

1. §. Az () folyamat vizsgalata
'.1._TETEL: Tegyiik fel, hogy majdnem minden t-re léfezik
© | g (t, ) = |e 1:9) dt H(x)
integrdl. Ekkor ®(t;w) meghatdrozdsdra a kivetkezd integrdlegyenlet szolgdl:
(10) D(t, ) == { D(t—x, ) p(t—x, )d G(x) —{— 1—G(1).
0 .

BizonyiTAs: A (9) integral mindenesetre létezik, ha f(¢, x), x-ben Borel-
mérhetd. A (10) integralegyenlet fennalldsa ugy lathato be, hogy 7(f) (1) ki-
fejezésében kiilonvalasztjuk a ¢, id6pontnak megfeleld tagot. Ekkor azon fel-
tétel mellett, hogy #, = x fennall:

Vf(E—x, 7))+ T5(t—x) ha x=t
—o ’

(n k i(tit =) ha x>t

Itt 7;(t—x) valdsziniiségi valtozo fiiggetlen f(t—x, y,)-tol és eloszldsa meg-
egyezik 1(t—x) eloszlasdval. Ennek figyelembevételével 1 (t|f,=x) karak-
terisztikus fliggvénye: ‘

y PE—x,m)g(t—x,m) ha x=t
(12) : 1 ha x>t

és a feltétel nélkiili «(f) karakterisztikus fiiggvényét @(t, w)-t gy nyerjiik,

hogy ezt d G(x) szerint integraljuk 0 =x < oo értékekre. :
Megijegyezziik, hogy ha lim @(f, ») = @*(») hatarérték létezik és @*(w)

t>m
az =0 helyen folytonos, ugy lim F(f, x) = F*(x) hatéreloszlas is létezik és
t>w
F*(x) karakterisztikus fiiggvénye @'(w), melynek ismeretében F*(x) egyértel-
miien meghatdrozhaté (P. LEvy és H. CRAMER tétele). ' '

A (10) integralegyenlet megoldasdra sokszor célszerii W¥(t, )=
= @(t, w) ¢(t, w) fiiggvényt bevezetni. Erre vonatkozoan a kovetkezd integral-
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egyenlet lesz érvényes:
1

(13) B(t, )= (t,) u B(t—x, 0yd G(x)+1—G() |-

A (10) illetve (13) egyenlet sajnos altalanos esetben nem oldhaté meg. és
igy minden specidlis eset kiilon targyalast igényel.

Mivel F(t, x) altalanos meghatdrozdsa nem vihet6 véghez, ezért egyelbre
beérjitk #(f) varhato ertekenek szorasnegyzetenek és momentumainak meg-
hatarozasaval.

Bevezetjiik a kovetkez6 ]eloleseket Legyen a (0,¢) iddintervallumban
eléforduld {¢.} események varhaté szama m(¢), azaz
(14) m(t)= 2>, Gn(f)

ahol G.(t) jeloli a G(t)'eloszlésfijggveny Onmagaval valo n-szeres konvolu-
ciojat. Legyenek tovabba

(15) O |GV aHE,  (=0,1,2,..)

amennyiben ezek léteznek.
Most a kovetkezd tételeket bizonyitjuk be:

2. TETEL: Az M ‘)I(t)}—M (t) vdrhato értékre fenndll, hogy
(16) M(t) = | Ja(t—x) d m(x).
Tovdbbd, ha G(x) nem rdcsos eloszlasfuggvény, dtlaga
(17) ) =“TxdG(x)

véges és lim tA,(t)=:0, dgy fenndll
t—>co

@

(18) o ImM() =4 ‘/‘.I(z‘)dt,

t—+>o

feltéve, hogy a jobboldal létezik.

BizoNyiTAs: Mint ismeretes, valdsziniiségi valtozok Osszegének a var-
hato értéke egyenlO az egyes tagok varhatd értékeinek osszegével, igy tehat

(19) M3 () — \‘Mff(t—fn,y.o}
és it "=
(20) MU=t )} = J';.l(r—x)da,(x).

A (16) kifejezés innen (14) tekintetbevételével adddik.
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A tétel masodik felének bizonyitasara hivatkozunk D. BLACKWELL [4] és
J. L. DooB [5] dolgozataira, amelyben kimutattdk, hogy ha G(x) nem racsos
eloszlas, gy tetszbéleges h > 0-ra fenndll a kovetkezd hatarérték:

(21) lim [m(t+ h)—m(t)] = 1
t-» . ¢
Ha M(¢)-t a kovetkezd alakban irjuk fel:

f)

(22) COM() = | Ao (t—x) dm(x) + | Ay (t—x) a’m(x)
ugy a (21) felhasznaldsaval kimutathato, hogy
f @
23 limJ A (f—x) dm(x) — J/ (x) dx,
- >

12

tovabba feltételiink kovetkeztében tetszéleges kicsiny & >0 mellett elegendd
nagy t-re fennall, hogy [t4,(f)|<¢, ugy, hogy ¢t elegendd nagyra valasztasaval
elérhetd, hogy

3

(24) . H A (t—X) a’m(x)I mt(t22) .
0

Mivel lim m(t) t=1 %, kovetkezoleg (22) jobboldalan az els6 kifejezés zérus-

t—>o

hoz tart, ha t—oc. Igy ezzel allitasunkat igazoltuk.
Megijegyezziik, hogy klmdulhattunk volna az M(¢)-re konnyen belat-
hatoéan fennalld

t
(25) M(t) = | [l (t—X) -+ M(t—x)] dG(x)
0 .
integralegyenletbdl is, amikor is természetesen ugyanazon eredményre jutot-
- tunk volna. :

3. TETEL: A Df{rk(t)}»%Df(t) szordsnégyzetre fenndll, hogy
t
(26) D)= |[a(t—x)+ 24 (t— ) M{t—0)] dm(x)—[M D)}

Tovdbbd, ha G(x) nem rdcsos eloszldsfiiggvény, dtlaga 9 <oe, lim t4,(t)=0
t>w
és lim t4,(t)=0, ugy fenndll, hogy '
t-» oo
27) lim Df(t)_—J () + 24 () M(D)] dz‘~(; ‘}q(z‘)dt),
t—>00 .
0 4} .

amennyiben a szoban forgd infegr&lok léfeznek.
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BizonyiTas: A feltételes szorasnégyzetre vonatkozd ismert tétel szerint
kdnnyen belathato, hogy D‘l(z‘)-re_fennéll a kovetkezd Osszefiiggés:
r )
D’ (z‘)— [D (t—x)dG(x)+
(28) t ’
= l[(M(t——x» +22,(t—X) M(t—) + La(t— )] d GO —[M(DF.

Ez D?(t)-re nézve jol-ismert Volterra-tipust integrdlegyenlet. Célszer(ibb most
D (t)+[M(t)) fiiggvényt tekinteni ismeretlennek. Az erre vonatkozd megol-
das, mint ismeretes:

t

29y DO+ [MO)— 2 J [#a(t—2) + 22, (t—2) M(t—)] d Gu (X).
: .—0
(29)-bol m(¢t) (14) alatti kifejezésének figyelembevételével adodik a bizonyi-
tand6 (26) képlet.
A" (27) hatarérték blzonyltasa pontosan tgy torténik, mint (18) bizo-
nyitasa.

4. TETEL: Az M{(n(t))"} = M..(t), k-adik momentumra fenna'll, hogy

t
k-1

(30) mo—| X (] ] My(t—X)ins (t— %) dm ().

7=/

Tovdbbd, ha G(x) nem rdcsos eloszldsfiiggvény, atlaga P < oo 65 fennall
llm tiit)=0 (J —-1 2,..., k-ra), ugy

(31) lim My (6) =5 S [M(t)m-,(t)dt,

feltéve, hogy a jobboldalon dllo integrdlok leteznek.

BizonyiTAs: Képezziik (10) mindkét oldaldnak k-adik derivaltjat o sze-
rint és tegyiink w =—=0-t, vagy a feltételes momentumokra vonatkozd ismert
formulak szerint felirhatjuk, hogy

L
N (K ,
(32) M= > (5] M=) st =0 4G ().
= .
0 .

Ha mar M(¢), My(t), ..., Mi_1(t) ismeretes, gy (32) M.(t) szdmara
ismert tipusu Volterra-féle integralegyenlet, amelynek megoldasa a (30) expli-
cit alakban irhatd fel. A (31). hatdrérték létezése (21) alapjan mutathato ki.
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2. §. Az 1*(t) folyamat vizsgalata

Mindenekelbtt azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy milyen feltételek
mellett 1étezik 2*(t) sztochasztikus folyamat. Erre vonatkozéan a kovetkezd
tételt bizoryitjuk be:

5. TETEL: Ha G(x) nem rdcsos eloszlds és dtlaga "9 véges, tovdbbd

(33) |1 J1f@ 1 aHE)|d < o,

0
gy az 1*(t) folyamat 1 valdsziniiséggel létezik.
BizonyiTAs: ¢ id6ponttol visszafelé haladva, az id6tengelyt ‘osszuk be /4
hossziisagti szakaszokra. Ekkor »(¢) ugy tekinthetd, mint az egyes '
(t—nh t—(n—1)h) (n=1,2,..)
id6szakaszokban bekovetkezd események éltal [étrehozott jelek £ id6pontban mért

amplituddinak osszege. Jelolje az egyes szakaszok altal szolgdltatott adalé-
kokat rendre 1, (n=-1,2,...) valosziniiségi véltozd, agy r*({) = n,+ 1o+ ---

-+ 4+ n.+---. Arra nézve, hogy ez a sor 1 valdsziniiséggel konvergaljon,
sziikséges és elegendd a kovetkezd feltétel teljestilése:
(34) lim lim lim P{!p,+ - F | <850 —=1,2,...,p} = 1.

>0 n>o pr@

Most bebizonyitjuk, hogy a tett feltevések mellett (34) fennall és igy i']n
sor 1 valoszintiséggel konvergens. Nyilvanvaldan fennall, hogy =
Plint - drami<er=12,...,p}=

P{tnl rwt [ -+ | <2 ).

A jobboldalra MARKOV, pozitiv' valosziniiségi valtozokra vonatkozo, ismert
tételét alkalmazva, a kovetkezd becslést nyerjiik: :

MYt s [+ =+ D}

&

(35)

(36) P{!"In""{_i'lni-l\—{""’+{'1n+p’<t"‘}§1—

Most tovabba felirhatjuk, hogy

@37 My = | | i dH)|an.

(m-Dh -

Ez a kovetkezbképpen lathaté be: Elbszor is a (t—nh,t—(n—1)h) inter-
vallumban kezd6dé jelek ¢ iddpontban felvett értékei osszegének abszolit
értékét nem csokkentjilk, ha a tagok abszolut értékeinek Gsszegét vessziik,
azaz |f(u, x)| id6beli lefolyast jelekkel szamolunk. Masodszor a mondott fel-
tételek mellett D. BLackwELL [4] és J. L. DooB [5] tétele szerint fennall, hogy
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tetsz6leges u hosszlisdgl intervallumban eléfordulo események varhato szdma
u/$. Most, (35), (36) és (37) szerint felirhatd, hogy

{[’11L+)[ﬂ+1+ +lm+1|<8 ":1 2 . ,p}?

(38) . 1 (n+p,h o] -

zl——g | Hlf(u,x)la'H(x)}du.

(n-Dh -

Most ha p—oo, 1—oc és ¢—0, tigy (38) jobboldala (33) véges voltara valo
tekintettel 1-hez tart és definicid szerint (38) baloldala: P{...} =1, azaz (34)
fenndll, amit bizonyitani kivantunk. v

Ha az »*(t) folyamat létezik, ugy P(;*(t) = x)== F*(x) eloszlasfiigg-
vény is létezik és erre nyilvanvaloan fennall, hogy F*(x)= lim F(t, x). Hason-

I6an kaphatok meg »r”(f) momentumai is - F(¢, xX) momentumainak hatirérté-
keként. Igy kimondhatjuk, hogy olyan feltételek mellett, amelyekre (18) és
(27) hatarerték fenndll, »7(¢)-nek létezik varhatd értéke és szordsnégyzete,
éspedig

(39) M= M{p@t))— 9’l(t)dt

40) D= D‘-’{n*(t)}—# | [.(t) -+ 24,(t) M(2)] dt——(?];.“ll(z‘)dt)-.’

tovabbda, ha (31) létezik, gy fennail

k-1
(41) M= oy = 25 )lM(t)nc,a)df

Ezen formulak a fizikai irodalomban jol ismert N. CAMPBELL-féle formu-
lak messzemend altalanositasai. N. CAMPBELL [6] és [7] munkaiban csupdn az
atlagot és a szorast adta meg specidlis esetben. Eredményeit E. N. ROWLAND
[8], A. Ja. Hincsin [9], S. O.RICE [10] és masok altalanositottdk Poisson-
folyamat dltal szdrmaztatott speciaiis folyamatokra. A mostani (41) formula |
ezen képleteket tovabb altalanositja rekurrens folyamatok altal szarmaztatott
masodlagos folyamatokra.

Ha (18) és (27) hatarértékek léteznek, ugy azt mondjuk, hogy az n(t)
folyamat f—oco esetén egyenstilyi allapothoz kozeledik és a hatarfolyamat,
7" (t), tdgabb értelemben stacionarius.

Most az #*(t) folyamat korrelacios fiiggvényét kivanjuk meghatarozm
~ Ezt a kovetkézO8képpen definidljuk:

(42) R(t)— Mo (f)n*(gg—r),‘-w _
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6. TETEL: Ha az 1*(t) folyamat D* szordsnégyzete létezik, ugy minden
v-ra létezik az R(t) korreldcios fiiggvény, amelyre fenndll, hogy
1 Fry
R(t)= LX) f(t—71, X))dH ()| dt4 -
@) =55z ||| 0= dHE)
L T[i (OM{E—1)+ b(t— 1) M) dt— 2L
S " D*

BizonyiTAs: Vezessiink be egy uj folyamatot a kovetkez6képpen: 6*(¢) =
= *(t)+ ' (t—7). Ez a folyamat csupdn abban kiilonbdzik az »*(¢) folya-
mattol, hogy egy jel id6beli lefolydsat nem f(u, x), hanem g(u, x) = f(u, x)+
+f(u—, x) irja le. Itt feltessziik, hogy + >0, bar meggondolasaink vala-
mennyi v értékre érvényesek, ugyanis R(r) paros fiiggvény. Most a valo-
sziniiségi valtozok Osszegére vonatkoz6 szorasnégyzet alapjan felirhatjuk, hogy

(44) D{6°(8)} =D (" ()} + D*{a ‘(f—T)}-FZD’n*(f)}D 1 (t—7)} R(7),
azaz
@5 DO ()} — 2D°[1 + R(2)].

Viszont D*{6*(t)} a (40) formula alapjan meghatarozhatd, ha azt f(u, x)
helyett g(u, x)=f(u, x) + f(u—7, x) alaku jelekre alkalmazzuk. igy végiil (45)
segitségével kiszdmithaté R(r), amelyet (43) képlet allit el6.

MEGJEGYZES: Ha bevezetjitk a kovetkezd fliggvényt:

(46) ta(@)= | nOL(+7) dt,

amely 7-nak péros fiiggvénye, ugy D* kiszamitasdnal sokszor célszerii a kovet~
kezd helyettesitést elvégezni:

(47) - a@MEydt= | i) dm ()
0 I
és R(7) kiszamitasanal pedig
48) |[L@OME—7) +i(t—7)MD]dt = | (I (t-1) + dn(t—D)] dm(t)
o ) 0
helyettesitéssel élni.

Megjegyezziik tovabbd, hogy az m(f) atlagfiiggvény a kovetkezd Vol-
terra-tipusti integralegyenlet segitségével is meghatdrozhato:

(49) mt)=G(@O)+ | mt—xdGx),

amely példaul Laplace—étieltjes transzformacié segitségével konnyen meg-
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oldhato, ugyanis R(s) > O-ra

[o o]

” ¢ (s)
0 Std t — y

60 Je "=y
~ ahol .

Gy 9(s) = e dG()

: 0
PELDA: Legyen :
;xe,w ha u=0,x=0
(52) f(”’x)fko ha u <0 vagy x<0,

_€s M{y.}=u, D*{ .} =0’ tovabbé vezessiik be a kovetkez jelolést:

(53) s=|e=dGv),
1]
gy 7a(6) = iee, £u(8) = (0P 1) 2 &5 Ly(t) = ¢ el Ekkor
(54) |z Bamt)— L= B
R 26! l—p‘

és (40) szerint

2_02—{—y2 o I u?
(55) . D= 2(219’ (119" 1—/3—— (Z219'2 )

R(v)-ra pedig (43) alapjan azt kapjuk, hogy

"l

7 95*[ “"'Je“”dm(“)+
(56) : N 6
N ge-ell 1 _p-alr
.+ellJe dm(x)—l_ﬁ_ — ]

Izl

Itt -most R(7) fiigg m(f) specidlis alakjatol. Ha az alapul vett folyamat
Poisson-féle, azaz m(t)=t'9, ugy
61 . R(t)=eN, <
fiiggetleniil a H(x) eloszlasfiiggvény specidlis alakjatol.

Ha az »*(¢t) folyamat R(wr) korrelacids fiiggvénye ismeretes, agy az
F(w) spektralis eloszlasfiiggvénye is meghatarozhaté A. JA. HINCSIN [3] tétele
alapjan, amely szerint fennall: :

L 4

{58) . ’ R(r)= ‘ cos ot dF(w).
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Ha specialisan R(7)=e /", gy

1
(59) F(w )—';[**(jj}_(u- .

Az F(w) spektralis eloszlasfitggvény fizikai jelentésérél még szdlnunk
kell néhany szot. Ezt legjobban a kivetkezé példan szemléltethetjiik. Ha 1" (£)-t

aramnak tekintjiik és egységnyi ellenallason vezetjiik keresztiil, ugy a leadott
atlagteljesitmény '

(60) | lim M; ] O () dt 5 — M4 D

és ennek a (0, m) frekvenciasavra esd része M’+ D*[F(w)—F(—wo)]. (Itt @
korfrekvencidt jelent, azaz = 2zf, ahol f a kbzonséges frekvenciat jeloli.)

Magyar Tudomdnyos Akadémia
Alkalmazott Matematikai Intézete.
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