KORSZERU TARTOMANYOK KONFORM LEKEPEZESEROL
KOVARI TAMAS

1. FRECHET-t6] szarmazik két gorbe eltérésének kovetkezd definicioja :
legyen C,, C, két zart Jordan gorbe, és Q=¢(P) a C;-nek, a Cyre vald
kolcsonosen egyértelmii, folytonos leképezése. Legyen d, a ¢(P) és P pontok
tavolsdgdnak maximuma, ha P befutja a C, gorbet Tekintsiik az oOsszes fenti
tulajdonsagii ¢(P) leképezéseket. Ekkor a

d(C,, C;) = inf d,,

szdmot a C; és C, gorbék ,eltérésé“-nek nevezziik.

Legyen 2*=g.(2) a C, gorbe belsejét a C$” gorbe belsejére konform
leképezé analitikus fiiggvény, amely egy belsd pontot és egy azon atmend
iranyt fixen hagy. Minthogy nyilvanvaléan

d(Ci, C) = max |, (2) —2

tehat ahhoz, hogy g.(z) a C, gorbe altal hatarolt, zart tartomanyban egyen-
letesen konvergaljon z-hez, sziikséges, hogy

lim d(Ci, C8) =

n=cw

legyen. RADO kimutatta (Acta litterarum ac stientiarum, Szeged 1.), hogy az
el6bbi feltétel egytittal elégséges is.

A jelen cikkben azt vizsgaljuk, hogyan lehet pontos becslesse élesiteni
Rad¢ tételét, ha feltessziik, hogy a C, gorbe analitikus. A kovetkezl tételt
fogjuk bizonyitani :

I. TETEL. Legyen C; egy zdrt analitikus gorbe, C, egy hozzd — Fréchet-
féle értelemben — kizeli zdrt Jordan gorbe. Legyen a két gorbe Fréchet-féle

eltérése : .
d (C] y CQ) = €.

Legyen 2*=g(2) a C, girbe belsejét a C, girbe belsej‘e’re konform leképezd
analitikus fiiggvény, amely egy belsé z, pontot, s egy azon dimend irdnyt
fixen tart. Ekkor

1
g()—z|<Aslog—, | *)
ahol A csak a C, gorbétdl fiiggd dllandé. Ez a becslés nem javithato, tehdt

log% nem helyettesithetd —l—semmilyen lassabban novekvd fiiggvényével.
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A 1. tétel altaldnositja L. BIEBERBACH* €s S. E. WARSHAWSKI** idevagd
eredményeit, bar az utébbi eredményeit nem tartalmazza. Mindketten ugyanis
a C, gorbére tovabbi er6s megszoritdsokat tesznek, amelyek, mint a 1. tétel
mutatja, nem sziikségesek ahhoz, hogy g(z)—=z kicsi legyen.

2. El6szor, szemliéletesség kedvéért a kovetkezd gyengébb tételt bizonyitjuk:

Il. TETEL. Legyen C, egy az origdra cszllagszeru zdrt ]ordan gorbe,

amely az
l—e<|z] <1+

korgyiiriitben fekszik. Legyen z=f() a |{|<1-et a C belsejére konform
leképezd fiiggvény, amely az

f(0)=0; f@©O)>0
-~ mddon van normdlva. Ekkor |§| = 1-ben, ha & elég kicsi

1O _
L

1
| 1 l < 13¢log e
Az eredmény pontos, az dllandotol eltekintve, nem javithato.

BizonyiTAs. Minthogy C Jordan gorbe, ismert tétel alapjan f(£) (illetve
inverze) folytonos a |{| = 1-ben (illetve a C altal hatérolt zart tartomanyban).
A feltevés alapjan |{|=1-en:

1—se< < 14e

fC)
;.

RiEsz M. ismert tétele alapjan, ha u-+iv a |{| = 1-ben regularis, és
u(0)=0,

L X
3 1 f llpd ? 3L f Pd ’
27 ¥y = 2z ) V¥
= I<1=
A tételt alkalmazzuk zlog f (§) azon |{| = 1-ben egyértékii, reguldris agara,

(§)
|¢| = 1-ben nincs ;erushelye). Ekkor nyerjiik, hogy

e

f()

amelyre log =log f’ (0) valos ( f(§) schlichtsége miatt ugyanis =+

lul -

f tog>11)d |

* ,Uber die konforme Kreisabbildung nahezu kreisférmiger Bereiche“ Sitzungsberichte
der Preussischen Akadémie der Wissenschaften, 1924. A cikk egyébként — egy hibas példara
tamaszkodva — azt a téves allitast is tartalmazza, hogy a (*) formula jobboldalan nem all-
hat e-nak 1,,-nél magasabb hatvanya.

** On conformal mapping nearly circular region. Proceedings of American Mathema-
tical Society 1950.
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Tehat arg f(e®) = 3(¢); Yv(r)= F(g)—¢ jeldléssel, figyelembe véve, hogy
& < 80"]‘&
’ —%e<log(l——.a)<log|f(€)|<log(1+€)<8

fennall a ' -

I. LEMMA:

<5ns.

2n jw’”(fp) dco

=1
Minthogy a csillagszeriiség miatt ¢, > ¢, esetén F(q.) = (g,), innen adddik a

II. LEMMA: ¢, < ¢, esetén

Y(g) — (1) Z —(P2—1)-

Végiil fenndll a
IIl. LEMMA :

[y < 126 log%.

Erje el ugyanis {v| a ¢, pontban maximumat. Legyen ¥ (g,) = J > 0 (a ¢(p,) <O
eset hasonldo modon targyalhatd.) A II. lemma alapjan

Y(po+1) > () —t=0d—1.

2n ]

Tehat

d"ln+l
21 2n —1)2n —_ —
_f”b dgo>j¢ dgo>f(d tyPrdt= ST
Po
Tehat a I. lemma alapjan

1
2x(2n41)

2n41 1 1

0 max|y| = VZa@a T 1) 5n-¢ T < e T

P < (5ne)

ha n > n,. Legyeﬁ n———[log %J—l— 1. Ekkor & < g-ra
1 . . .
max || < 7 log% -s-elog?——+~ <T/ee log% < 12¢log %,
2[log?]—{—3 ‘
amivel a lII. lemmat igazoltuk.
- A Ill. lemmébdl azonnal adodik a tételtink, hiszen [C|—~1 en

IO 1= 17y lev—1

és |C]| = 1-re ugyanez, a maximum elvbdl adodik.

<s+]zp|<13slog—8—
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.Hogy a Il tétel (és vele a I. tétel) nem javithatd, azt a kovetkezd
egyszerii példa mutatja: : :
- &l 1
FO=5)1+5 og e | |
"ahol a logaritmus azon agardl van szo, amely 0 <{ < 1-re valds. Ugyanis
|€] = 1-ben

Re( ]}((cc))J Re

g 1 §>
2 148—¢ &l 1 =
1+?10g———1+8_c

>0

1o
2
1— £ {log L7

miatt a |{§]=1 képe csxllagszeru és ezért f(£) a |{| = 1-ben schlicht. Tovabba
|| = 1-re:

=1—

PO =|1+ 5 log i~31+§arg(1+s—§>§'+img‘2@-ﬁ=

:I‘Harg(l+8—§)+?3arg2(1—{—s~—§)—|—10g~ A= %
8"'

V@I—1 =lf@p—1l= T+ % ;(%)2+10g‘~’7€<s, ha e <a
Mésrészt :
|f<1>—11=7log%.

Most ratériink a 1. tétel azon speciadlis esetének Dbizonyitdsara, amikor
a C, gorbe kor. Ugyanis az altaldnos eset erre redukélhato.

AL TETEL: Legyen K az egységkor, C egy hozzd — Fréchet-féle érte-
lemben — kozeli zdrt Jordan gorbe. Legyen

d(K,C)=>5s.
Legyen z=f(5) a Il tételben definidlt fiiggvény. Ekkor a II. tétel dllitdsa
vdltozatlanul érvényes.
A feltevés alapjan egyfeldl a K egységkor pontjai (K':z =), masfel6l

a C pontjai kozott megadhato egy olyan

z—e?—z(f) € C
kolcsonosen egyértelmii, folytonos megfeleltetés, hogy a megfeleld pontok tavol-
sagai kisebbek 1,01 &-ndl, azaz

|2(0)—e?f < 1,01 ¢.
A bizonyitas teljesen hasonloan fut a IL tételéhez, csupan a II. lemmat kell
a gyengitett feltételeknek megfeleléen a kovetkez6vel helyettesiteni :
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¥ LEMMA: ¢, < @y-1e
Y(p)—(p) > —(p2— 1) —9¢.
Legyen ugyanis 2z,=e ill. 2,==e"% a 2z, = f(e'")=r,e’, ill. z,= f(e'") ==
= r,e'*-nek megfeleld pontok (z,=2(6,), 2:=12(6,)). A megfeleltetés kolcso-
nosen egyértelmii és folytonos, tehat monoton és igy 6, > 6,. Masrészt
. E]_zlzeia,_rlew,:(eiel_ewl)_{_eml(]_rl)’
ahonnan
|0, — 3| < 2|et—eth| < 2|2, —2,|+ 2|1 —m;| < 4,04 5.
Ugyanigy
Tehat valdban
Y(p)—p(9) = o~ p— I+ 0 > (—4,18) — (0, +4,1) — (po— ) >
> —(r:—¢)—9¢.

A Ill. lemma ebb6l nehézség nélkiil nyerhet6, hiszen a levezetésében csupan
annyi valtozik, hogy J helyébe 0—9s¢ 1ép.

3. Most mar aranylag egyszeriien bizonyithatjuk a I. tételt. Legyen a
C,, illetve C, gorbe paraméteres egyenlete: 2(f) (0 =1 =1, 2(0) = z(1)),
illetve Z(#). A feltevés alapjan a két gorbe pontjai kozott megadhatd egy
olyan kolcsondsen egyértelmii, folytonos megfeleltetés, hogy a megfelelé pontok
tavolsagai kisebbek 1,01&-nal. A paraméter megvdlaszthatd ugy, hogy a meg-

felel6 pontok azonos paraméter értékhez tartozzanak. Legyen z— f(0); 2 — f(5)
a |f| < 1-et a C,, illetve C, belsejére konform leképez§ fiiggvények, amelyek az

fO =2, [©>0
fO) =z, F©)>0

|6,— | < 4,04¢.

modon vannak normalva.
Minthogy C, analitikus, z= f(£) analitikusan folytathat6 az egységkoron
keresztiil. f'(§)-nak sem |C| < 1-ben nem lehet gyoke, mert itt f(£) schlicht,
sem a |{|—1-en, mert ennek C, képe analitikus. Tehat van egy olyan
|€] =1+n zart korlemez (5 >0), amelyben f'(£)==0 és igy
O<m=If(©) =M. _
Ha ¢ elég kicsi, C, teljesen benne fekszik az f((1--#)e¥) gorbe Aital
hatarolt tartomdnyban. Legyen
E=1"C®), (EO=1); & Ta:l)=f"E®)
gorbe. Ekkor
= — d ~t ‘ & .
|S(H)—L(t)| = |2(t)—2(t)| max Ef (z)| = 1,01 T

Tehat a I1I. tételt a C—I" gorbére alkalmazva:

1, G " & m e 1
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ha s<¢g, ¢€s ]§|<1 :
F©)—7©)] < max|£©) " (FQ)—t|< 150 e tog -

C—f"(2)-t helyettesitve és figyelembe véve, hogy F(f '(2))=g(2), nyerjik,
hogy a C gorbe belsejében:
lg()—=z| < 15—%slog%, ~ha e<g
amivel a [. tételt bebizonyitottuk. .
4. A 1. tételt kiegészitik a kovetkezd tételek:

IV. TETEL: A [I. ftélel érvényben marad, ha C.-tél csak a simasdgof
koveteljiik meg, viszont Cy-rol feltessziik, hogy a C, belsejében van.

V. TETEL: Ha a 1V. tételben C,-rél csak szakaszonként simasdgot téte-
leziink fel, akkor is dllithato, hogy

&()—2| < B&,

ahol B és 0 >0 csak a C-tdl fiiggd dllandok. Ez utobbi két tétel bizonyitdsa
elég természetes, ezért nem részletezziik.
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