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. A MATEMATIKA TARGYA; KAPCSOLATA MAS TUDOMANYOKKAL
: ES A TECHNIKAVAL

A matematika (gorogil wernuatiyn, a petnue — ismeret, tudomdny
sz6bol) a valosagos vilag mennyiségi vonatkozdsainak és térformainak tudo-
manya. ’

»A tiszta matematikdnak targyat a valosdgos vilag térformdi és mennyi-
ségi viszonylatai, tehat nagyon realis anyag alkotja. Hogy ez az anyag felette
elvont alakban jelenik meg, az csak feliiletesen fedheti el a kiils6 vilagbol
vald eredetét. De hogy ezeket az alakokat és viszonylatokat a maguk tiszta-
sagaban vizsgédlhassuk, teljesen el kell 6ket valasztanunk tartalmuktol és ezt,
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mint kdzombost, félre kell tenniink...“ (Engels, Anti-Diihring, Szikra-kiadas,
Budapest, 1950, 39. 0.). A matematika absztrakt volta azonban nem jelenti az
anyagi valésagtol valo elszakadasat. A technika és a természettudomény keér-
déseivel vald szakadatlan kapcsolatban a matematika altal vizsgait mennyiségi
vonatkozasok és térformak kore allanddéan szélesedik, tgyhogy a matematika
fenti definicidja mind gazdagabb tartalmat nyer. (L. errdl alabb, kiilonosen a
III. részt: A modern matematika.)

A matematika és a tobbi tfudomdny. A matematika alkalmazdsai igen
sokfélék. Elvileg a matematikai modszer alkalmazasi kore korlatlan: az anyag
mozgasanak minden formdja vizsgdlhaté matematikailag. A matematikai méd-
szer szerepe és jelentdsége azonban a kiilonb6zé esetekben kiilonb6zd. A va-
16ségos jelenségek teljes konkrétsiagat semmilyen meghatdrozott matematikai
szkéma nem meriti ki teljesen; ennélfogva a konkrét jelenség megismerése
sordn mindig két ellentétes tendencia harcol egymdssal: az egyik a vizsgalt
jelenségek formdjanak elkiilonitése és e forma logikai analizise, a masik a
megallapitott forméba bele nem férd mozzanatok feltarasa és attérés 1j, rugal-
masabb, a jelenséget jobban atfogé formdkra. Ha a jelenségek valamely koré-
nek vizsgdlata alkalmaval minden nehézség a masodik tendencia megvaldsi-
tasaban rejlik, minden lépés a jelenségek egy-egy mindségileg 1j oldalanak
figyelembevételével kapcsolatos, akkor a matematikai modszer hattérbe szorul;
ebben az esetben a matematikai szkematizalds csak elhomadlyosithatja a jelen-
ségnek teljesen konkrét valosagban valo dialektikus elemzését. Ha viszont a
szoban forgo jelenséget annak viszonylag egyszerii és allando alapveté formai
nagy pontossaggal és kielégitd teljességgel leirjik, e rogzitett formak keretén
beliil azonban mar elég nehéz és bonyolult, specidlis matematikai vizsgdlatot,
igy kiilonleges szimbolikus irdsmodot és kiilonleges megoldasi algoritmust
koveteld problémak meriilnek fel, akkor a matematikai mddszer lesz az uralkodé.
nika,' s ezen beliil a bolygok mozgasanak tana. Az altalanos tomegvonzds
matematikailag igen egyszeriien kifejezhet6 torvénye az idevago jelenségeket
majdnem teljesen meghatarozza. Az altalunk végezheté megfigyelések pontos-
sagat tekintve — a Hold mozgasat leird elmélet kivételével — az égitestek
»anyagi pontok“-kal helyettesithetdk, alakjuk és nagysdguk elhanyagolhato.
Az ily médon kapott probléma (n anyagi pontnak a tomegvonzas altal keltett
er6k hatdsa alatt végzett mozgasat leirni) megoldasa mar az n=3 esetben
oridsi nehézségekbe iitkozik. Minden, e szkéma matematikai elemzése Ttjan
kapott eredmény viszont rendkiviili pontossaggal teljesiil a valosagban: a logi-
kailag igen egyszerii szkéma jol tiikrozi a jelenségek adott korét — a ne-
hézségek mind a szkéma matematikai kovetkezményeinek levezetésével kap-
csolatosak.

1 L. az Enciklopédia HeGecnast mexasnura c. cikkét.
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A .mechanikdrdl a fizikdra attérve a matematikai mddszer szerepe még
alig csokken, alkalmazésdnak nehézségei ellenben jelentékenyen megnoveked-
nek. A fizikdnak ngyszOlvan nincs olyan teriilete, amely ne kovetelné meg
igen fejlett matematikai appardtus alkalmazasat; az alapvetd nehézség azonban
itt gyakran nem a matematikai elmélet kidolgozasaban van, hanem az ehhez
kiinduldpontul szolgald alapfeitevések megvalasztisaban és a matematikai tton
kapott eredmények értelmezésében. Ebben az értelemben a modern kvantum-
fizika,® annak ellenére, hogy mélyrehato, sajatos matematikai apparatust hasz-
nal, kevésbé nevezheté6 a matematikai modszer uralkodasi teriiletének, mint a
klasszikus fizika egyes részei (a klasszikus termodinamika, a klasszikus elekt-
romossagtan stb.).

Tobb fizikai elmélet példdjan megfigyelhetd a matematikai modszernek
az a képessége, hogy meg tudja ragadni még magat azt a folyamatot is,
amikor a valésag megismerése egy kovetkez6 magasabb, min6ségileg 1]
szintre emelkedik.

Klasszikus példa erre a diffizid makroszkopikus, a diffundalé anyagot folytonos
eloszlasunak tekintd elméletének a statisztikus difftizidelmélethez vald viszonya, amely a
diffundalé anyag egyes részecskéinek mozgasabdl indul ki. Az elsé elméletben a diffundalo
anyag sfiriisége kielégit egy meghatarozott parcialis differencidlegyenletet. A diffuziéra vonat-
kozo kiilonboz9 problémak megoldasa e difierencidlegyenlet megfeleld perem- és kezdeti
feltételeket kielégitd megoldasainak meghatirozasara vezetédik vissza. A diffuzio folytonos
elmélete igen nagy pontossédggal visszaadja a jelenség valodi lefolyasat, amig a folyamatot
a szamunkra megszokott (makroszkopikus) térbeli és idébeli méretekben tekintjiik. Kis tér-
részekre azonban (olyanokra, amelyek a diffundalé anyagnak csak kevés szami részecskéjét
tartalmazzak) maga a sfirliség fogalma elvesziti hatarozott értelmét. A diffuzio statisztikus
elmélete a diffundald részecskéknek a diffundalé anyag molekulaitdl szarmazo 16kések hatisa
alatti mikroszkopikus véletlen elmozduldsaibol indul ki. E mikroszkopikus elmozdulasok
pontos kvantitativ torvényszeriiségeit nem ismerjilk. A matematikai valdésziniiségszamitas
azonban (azokbdl az altalanos feltevésekbol kiindulva, hogy kicsiny idokdzok alatti elmoz-
dulasok is kicsinyek, és hogy egy részecske két egymasutdni idokoz alatti elmozdulasai
fiiggetienek egymastol) lehetové teszi meghatdrozott kvantitativ kovetkeztetések levonasat
nagy (makroszkopikus) idokozokre (megkozelitdleg) meg tudjuk hatarozni a részecskék
elmozduldsainak valdsziniiségi eloszlasat. Mivel a diffundalé anyag részecskéinek szdma
igen nagy, az egyes részecskék elmozduldsainak valdsziniiségeloszlasai — feltéve, hogy az
egyes részecskék elmozdulasai egymdstol fiiggetlenek — a diffundald anyag egészének
mozgésara vonatkozolag teljesen hatirozott, mar nem véletlen jellegli torvényszerliségekre
vezetnek: ugyanazokra a differencialegyenletekre, amelyeken a folytonos diffuzidelmélet alapul.

Ez a példa elég tipikus abban az értelemben, hogy véletlen jelenségek statisztikaja
segitségével a torvényszeriiségek egyfajta korének (a példaban: a diffunddlé anyag egyes
részecskéi mozgasi torvényeinek) talajan gyakran keletkeznek mads, minbségileg ujfajta tor-
vényszeriiségek (a példaban: a folytonos diffliziéelmélet differencialegyenletei).

A bioldgiai tudomanyokban a matematikai modszer alarendelt szerepet
jatszik. Ha sikeriil is biologiai jelenségek lefolyasat matematikai képletekkel
leirni, e képletek alkalmazhatosagi kore igen korlatozott marad, a megfelel6

2 L. az Enciklopédia KeantoBas mexanuxa és Ksaurosasi anexrpogunamuka c. cikkeit.
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jelenségek valdsagos menetét csak durvan kozeliti meg. Ennek magyarazata
nem az, hogy a biologiai jelenségeket elvileg lehetetlen volna matematikailag
vizsgdlni, hanem az, hogy a bioldgiai jelenségek mindségileg igen sokfélék.

Még inkdbb atadja a helyét a matematikai modszer a jelenségek kozvet-
len, teljes konkrét bonyolultsigukban valé elemzésének a tarsadalomtudoma-
nyokban. ltt kiilonosen nagy annak a veszélye, hogy a jelenségek lefolydsanak
formajat absztrahalva figyelmen kiviil hagyjuk olyan mindségileg aj mozza-
natok felhalmozdédasat, amelyek az egész folyamatnak dontden mas iranyt
adnak. A tarsadalomtudomédnyokban — ugyantigy, mint a biologidban — a
matematikanak, mint segédtudomanynak — matematikai statisztika — lényeges
jelentdsége marad. A tarsadalmi jelenségek végsé elemzésében azonban a
minbségileg sajatos mozzanatok minden egyes -torténelmi korszakban annylra
uralkoddak, hogy a matematikai mddszer hattérbe szorul.

A matematika és a technika. Az aritmetika és a geometria elemei, mint
az az aldbbi torténeti attekintésbol lathatd, kozvetleniil a gyakorlat altal fel-
vetett problémakbol keletkeztek: kés6bb pedig a matematika tij modszereinek
¢és alapvetd gondolatainak keletkezése a matematikai természettudomanyok
(csillagdszat, mechanika, fizika stb.) hatasa alatt torténik,-amelyeknek fej-
16dése viszont ugyancsak a gyakorlat altal felvetett problémékra vezethetd
vissza. A matematikdnak a technikdval valo kdzvetlen kapcsolata leginkdbb
abban &ll, hogy a mar kész matematikai elméleteket alkalmazzdk technikai
problémak megoldasara. Vannak azonban példdk arra is, hogy tj altalanos
matematikai elméletek keletkezése kozvetleniil a technikdban felmeriilt felada-
tokra vezethetd vissza. A legkisebb négyzetek modszere geodéziai munkak
kapcsan keletkezett; sok uj parcidlis differencidlegyenlet-tipust technikai prob-
lémak kapcsan kezdtek el6szor vizsgalni; a differencidlegyenletek megoldasanak
operatoros modszerei az elektrotechnika talajan noéttek ki, és igy tovabb. Leg-
tijabban elektrotechnikai problémdk nyoman a valdsziniiségszamitas 1j fejezete
jott 1étreé: az informacidelmélet. A reguldtorok és digitalis matematikai gépek
konstrukcioproblémai az algebra (j részeinek kifejlodésére vezettek. Foként
~ technikai sziikségletek hatdsara keletkezett az 4brdzol6 geometria és a nomo-
grafia. A differencidlegyenletek kozelitdé megoldasi moddszereinek fejlédésében
az asztronomia sziikségségletei mellett technikai problémak jatszottak dontd -
szerepet. A parcidlis differencidlegyenletek és az integralegyenletek kozelitd
megoldasanak sok mddszere tisztdn a technikdnak koszonheti létrejotiét.
A technikai problémdk bonyolultabbd véaldsa mind élesebben megkoveteli,
“hogy a numerikus megoldasok ténylegesen gyorsan megkaphaték legyenek.
A numerikus szdmitds technikajaval szemben egyébként az elméleti tudoma-
nyok is mind nagyobb kovetelményeket timasztanak; ez még a természettudomany
olyan fiatal agaira is vonatkozik, mint amilyen pl. a geofizika. Ennek kovet-
keztében a matematikai problémak numerikus megoldasanak gépesitése mind
nagyobb jelentdséghez jut. Itt maga a technika siet segitségére a matemati-
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kanak: kozvetleniil a szamologépek, planiméterek és integrafok utin megjelen-
nek a harmonikus analizatorok, a differencidlegyenletek, lineéaris differencidl-
egyenletrendszerek megolddsara szolgdld integratorok €s egyéb, kiilonféle
matematikai problémékat megoldé gépek. Minden ilyen gép csak a problémdk-
szigoruan meghatdrozott korének megolddsara alkalmas; uj feladattipusok
megolddsdra szolgdld uj gépek szerkesztése csak tervszerii tudomanyos mun-
kaval lehetséges. A gépi szamitas technikdja a tudomdnyos kutatds hatalmas
segédeszkoze.

II. A MATEMATIKA TORTENETE A XIX. SZAZADIG

Az, hogy a matematika kiilon ©nallé tudomdany, amelynek megvan a
sajat targya és. modszere, csak megfeleld mennyiségii konkrét anyag fethalmo-
zdddsa utdn vélhatott tudatossa. Ez eldszor az okori Gorogorszdgban, az i. e.
VI—V. szdzadban kovetkezett be. A matematika fejlodésének eddig tarté sza-
kaszat a matematika keletkezési korszakédnak tekintjiik, az i. e.
VI—V. évszazadra tehetjitk az elemi matematika korszakanak kez-
detét. E két idoszak alatt a matematikai kutatds csaknem teljesen annak az
igen csekély szamu alapvetd fogalomnak a teriiletére szoritkozik, amely még
a torténelmi fejlédés igen korai szakaszain keletkezett és a gazdasagi élet
legegyszeriibb fogalmaival kapcsolatos, mint példaul: targyak megszamlalasa,
termékek mennyiségének, folddarabok teriiletének megmérése, épiiletrészek
méreteinek meghatirozdsa, iddmérés, kereskedelmi szamitasok stb. A mecha-
nika és a fizika els® lépései szamara [Archimedes gorog tudds (i. e. IIl. sz.)
egyes, az infinitezimdalis szdmitds elemeinek ismeretét megkoveteld vizsgalatai-
tdl eltekintve] a matematikai alapfogalmak ez a csekély készlete még elegend6
lehetett. Az egyetlen olyan tudomdny, amely hosszti idSvel a természeti jelen-
ségek matematikai vizsgalatinak XVII—XVIII. szdzadbeli nagyaranyt kibonta-
kozdsa elbtt sajatos, igen nagy kovetelményeket tdmasztott a matematikaval
szemben, a csillagdszat volt; ez feltételezi — tobbek kozott — a trigonometria
elbzetes kifejlédését. Az altalanos és kozépiskoldban tanitott ,elemi matema-
tika“ alapjat maig is az a fogalomkészlet alkotja, amellyel a matematika a
XVII. szazad elejéig dolgozott.

A XVII. szdzadban a természettudomany és a technika ujonnan felme-
riilt problémai arra késztetik a matematikusokat, hogy figyelmiiket olyan 1ij
modszerek megalkotdsara Osszpontositsak, amelyeknek segitségével a mozgas,
a mennyiségek valtozasinak folyamatai, a geometriai idomok transzformacioi
(vetités stb. Gitjan) matematikailag vizsgalhatok. A valtozo mennyiségeknek az
analitikus geometridban valé alkalmazasaval (DESCARTES) €s a differencidl- és
integralszamitds megteremtésével kezdetét veszi a valtozdo mennyiseé-
gek matematikdjanak korszaka, amelyet — megallapodasszerii sz6-
hasznalattal — a ,felsébb matematika® korszakanak is nevezhetiink. Egyéb-
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ként természetesen sem ekkor, sem kés6bb nem allt meg az elemi matematika
tovabbfejlddése sem.

A matematika dltal vizsgdlt mennyiségi vonatkozasok és térformdk koré-
nek tovabbi boviilése folytdin a XIX. szdzad elején szitkségessé valt, hogy a
matematikusok tudatositsak ezt a folyamatot és feladatul tiizzék maguk elé
a mennyiségi vonatkozasok és térformak eléggé altalanos szempontbdl tekin-
tett lehetséges tipusainak vizsgélatit. Ennek az irdnynak elsé jelent6s
eredménye LOBACSEVSZKI] orosz matematikus (kés6bb teljesen redlis al-
kalmazéast nyert) ,elképzelt geometrid“-janak a felfedezése volt. Az ilyen
jellegii vizsgélatok a matematika egész felépitésének olyan jelentds aj vona-
sokat adtak, hogy a matematikdban a XIX. és a XX. szdzadot joggal tekinthet-
jilk kiilon korszaknak, a modern matematika korszakanak.

1. A matematika keletkezése

A targyak megszamldlasa kapcsdn a természetes szdmok aritmetikdjanak
alapfogalmait mar a miivelodés legalso fokain megalkotta az emberiség. Csu-
pan a szobeli szdmolds® mdr kidolgozott rendszere alapjan keletkeztek a sza-
molas irdsbeli rendszerei és dolgoztdk ki a természetes szamokkal valo
alapmiiveletek médszerét (az osztas elvégzése itt még sokdig nagy nehézsé-
geket okozott). A mérés (gabona mennyisége, it hosszisaga stb.) sziikségletei
folytan megijelent-a legegyszeriibb tortszamok neve és jelolése és kidolgoztak
a tortekkel valo aritmetikai miiveletek modszereit. fgy halmozodott fel az az
anyag, amelybdl lassanként megsziiletett a legrégibb matematikai tudomany,
az aritmetika.! A teriilet- és térfogatmérés, az épitéstechnika sziikségletei,
kés6bb pedig a csillagészat a geometria® elemeinek megalkotdsara vezetnek.
Mindez sok népnél legnagyobbrészt egymdstol fiiggetleniil, pArhuzamosan tor-
tént. A tovabbi fejlédés szempontjabdl kiilonos jelentdségii volt a matemati-
kai ismereteknek Egyiptomban és Babilonidban vald felhalmozdddsa. Babilo-
nidban az aritmetikai szdmitdsok fejlett technikdjanak alapjan megjelentek az
algebra, a csillagaszat problémai kapcsan pedig a trigonometria elemei is.

Egyiptom. Az 6kori Egyiptombdl fennmaradt matematikai szovegek legnagyobbrészt
kiilonallo feladatok megolddsanak példaibdl, vagy — legjobb esetben — a megoldésra szol-
galo receptekbdl allnak; ezeket neha csak akkor lehet megérteni, ha elemezziik a szove-
gekben eldfordulé numerikus példakat. Azért kell kiilonalld feladattipusok megoldasara
szolgalé receptekrdl beszélniink, mert matematikai elmélet, amely altalanos tételek bizonyi-
tasait tartalmazta volna — ugy latszik, egyaltalan nem volt. Erre mutat példaul az, hogy
a pontos és a kozelitd megoldasok egyforman voltak hasznalatosak, anélkiil, hogy barmi
kiilonbséget tettek volna koztiik. Mindazonaltal az altaluk ismert matematikai tények szama
a magasszinvonalu épitéstechnikanak, a bonyolult foldbirtokviszonyoknak, a pontos naptar

8 L. az Enciklopédia Cuucneune c. cikkét.
4 L. az Enciklopédia Aputmernka c. cikkét.
5 L. az Encikiopédia T'eometpus c. cikkét.
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sziikségletének stb. megfeleldleg elég nagy volt. Az idGszamitdsunk el6tti masodik évezred
els6é felébol fennmaradt papiruszok alapjan az egyiptomi matematika akkori allapota
a kovetkezdkkel jellemezhetd:

Miutan az egész szamokkal valoé miiveletek nehézségein mar tiljutottak (az e célra
hasznalt szdmrendszert a

II RRAAN = 2323+

példa mutatja), a tortekkel valé miiveletekre megalkottak egy sajatsagos, elég bonyo-
lult, specidlis kisegitd tablazatokat igényl6 apparatust. Rendszeresen oldottak meg
ismeretlen szamok meghatdrozasat kivand feladatokat; az ilyeneket ma egyismeretlenes
egyenletek alakjaban irnank fel. A geometria lényegében teriilet- és kobtartalomszamitasi
szabalyokbol allott. Helyesen ki tudtdk szamitani a haromszog €s a trapéz teriiletét, a
parallelepipedon és a négyzetalapt gala kibtartalmat. Az egyiptomiak altalunk ismert leg-
magasabb vivmanya ezen a téren a négyzetalapu csonkagila mai {rasmdddal

vv_—%(a2+ab+ b)

alakban kifejezhetd kobtartalomképletének felfedezése volt. A kor teriiletének és a henger,
valamint a kup kobtartalmdnak kiszamitasara altaluk hasznalt szabalyokban néha az igen
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durvan kozelitdé #= = 3, néha a jéval pontosabb = == (?) =3,16 ... érték szerepel.

Babilonia. Innen 6sszehasonlithatatlanul tobb, a matematikai fejlédés fokara koévet-
keztetni engedd szoveg maradt fenn, mint Egyiptombol. A babiloniai ékirdsi matematikai
szovegek? az iddszamitasunk eldtti masodik évezredtdl (a Hammurapi és a Kasszita-dinasztia
korszaka) a gorog matematika keletkezéséig és kifejlédéséig terjedd iddszakot olelik fel.
De mar a legelsd ilyen sz()\;egek a babiléniai matematika virdgzdsanak korabol valdk;
a késobbiek, néhany uj mozzanat megjelenése ellenére is, egésziikben inkabb pangésrdl
tanuskodnak. A Hammurapi-korszak Babilonidjaban a vegyes tizes-hatvanas szamrendszert
hasznaltak, mely még a sumér korszakban fejlodott ki; ez a szdmrendszer mar felhasznalja
a helyi érték elvét (ugyanazok a szamjegyek ugyanannyi szami kiilonbozd 60-as szam-
rendszerbeli helyi értéket jelentenek). Pl.

<<< \% ‘<< W = 3460 + 25=2065-

Hasonldan jelolték a ,hatvanadostorteket® is. Ennélfogva az egész szamokkal és a ,hatva-
nadostortekkel“ valo miiveleteket egyfajta szabalyok szerint végezhették. Az osztast reciprok
érték-tablazatok segitségével szorzasra vezették vissza. KésObbi szévegekben a reciprok
értékek kiszamitasat nyolc hatvanasszamrendszerbeli szamjegyig végzik el. A reciprok érté-
kek tablazatan kiviil fennmaradtak még szorzotablak, négyzet-, négyzetgyok- és kobgyok-
tablazatok is. Sok gazdasagi irat arrél taniskodik, hogy mindezeket az eszkozoket hasz-
nalték is az udvartartdsok és a templomok bonyolult gazdasagi tigyeiben. Széleskorii fejlo-
désnek indult a szdzalékszamitas is kolcsoniigyletek kapcsan. Fennmaradt a Hammurapi-
dinasztia idejébdl sok olyan feladatok megoldasaval foglalkozé széveg is, amelyek — mai
szempontbdl nézve — elsé-, masod-, s6t harmadfokd egyenletekre vezetnek. Van olyan
feltevés, amely szerint az ilyen elvontabb tudomanyos érdeklddés, amely nem szoritkozott
a gyakorlatban kozvetleniil felhasznalhaté recepturara és a feladatok megoldasa kapcsan

8 L. az Enciklopédia Tlanmpycer martemartuueckume . cikkét.
7 L. az Enciklopédia KauxonucHble Matemaruuyeckue Texcrit ¢. cikkét.

15 Matematikai és Fizikai Osztdly Kozleményei
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altalanos algebrai mddszerek alkotadsara vezetett, az ,irnokiskolakban“ keletkezett, ahol a
tanitvanyokat a gazdasagi életben sziikséges szamolasra, konyvelésre készitették eld. Az ilyen
szbvegek késébb eltiinnek. A tobbjegyii szdmokkal valé szamolas technikaja azonban — a
pontosabb csillagaszati modszereknek az i. e. els6 évezredbeli kifejlddésével kapcsolatban —
tovabbfejlodik. A csillagaszat talajan jonnek létre az empirikus uton kapott Osszefiiggések
elsé nagyobb terjedelmii tablazatai; ezeket a fiiggvényfogalom elsé megjelenési formajanak
tekinthetjiik. A babildniai ékirdsos klasszikus matematikai hagyomanyok tovabbfolytatdnak
Assziriaban, a perzsa allamban, s6t még a hellenisztikus korszakban is egészen az i. e.
1. szazadig. A babiloni matematikdnak a geometria terén az egyiptomiakét tilhalado ered-
ményei kozill meg kell emliteniink a szogmérés kidolgozasat és a trigonometria egyes csirait,
amelyek nyflvén az asztronomia fejlddésével kapcsolatosak. A babiloniaiak mar ismerték
a Pythagoras-tételt.

.

2. Az elemi matematika korszaka

Csupan nagymennyiségii konkrét anyag — kiilonféle aritmetikai szdmi-
tdsi modok, teriilet- és kobtartalomszamitasi szabalyok stb. — felhalmozédasa
utan jon létre a matematika, mint 06nallé tudomany, amelynek sajatos mod-
szere van, s melynek alapfogalmai €s alaptételei kell¢ altalanossadggal, rend-
szeresen targyalandok. Az aritmetikat és algebrat illetben lehetséges, hogy ez
a folyamat mar Babilonidban megkezd6dott. Teljes mértékben azonban az Uj
irdnyzat az Okori Gorogorszagbarr alakult ki, ahol ez a matematikai tudomany
alapjainak rendszeres és logikailag kovetkezetes felépitésében érte el tetd-
pontjat. Az elemi geometria targyaldsdnak az okori gorogok édltal megalkotott
rendszere kétezer évre a matematikai elmélet deduktiv felépitésének minta-
képévé lett. Az aritmetikdbol lassanként kind a szamelmélet® Megalkotjak a
mennyiségek® és a mérés rendszerbe foglalt elméletét. A valoés szam?™
fogalmanak kialakitdsa (a mennyiségek mérésének problémajiaval kapcsola-
tosan), mint azt alabb latni fogjuk, igen hosszadalmas folyamatnak bizonyult.
Ennek oka abban rejlik, hogy az irraciondlis €és a negativ szdm fogalma azok
kozé a bonyolultabb matematikai absztrakciok kozé tartozik, amelyek a ter-
mészetes szdmmal kapcsolatos fogalmaktol eltér6leg — nem gyokereznek
szilardan a tudomanyos fokot még el nem ér6 ltaldnos emberi tapasztalat-
ban. Kezdtk ezeket a fogalmakat még ma is, amikor redlis tartalmuk és
gyakorlati haszndlhatésdguk mdar daltalanosan el van ismerve, sokszor csak
nehézségek aran, rendszeres iskolai oktatds eredményeként sajatitjak el.. Ter-
mészetes tehat, hogy megalkotasuk az emberiségtél nagy erofeszitéseket
kovetelt.

Az algebrdnak™ mint betliszamtannak a megteremtése csak az
emlitett kétezeréves idOszak végén fejezddik be. Az ismeretlenekre specialis

.

8 L. az Enciklopédia Yucen Teopus c. cikkét.
9 L. az Enciklopédia Beanunna c. cikkét.

10 . az Enciklopédia Yucno c. cikkét.

11 L. az Encikiopédia Aare6pa c. cikkét.
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jeloléseket vezetett be mar DiIOPHANTOS gordg matematikus (valdszintileg III.
szazad); rendszeresebben jelenik meg ugyanez Indidban a VII. szdzadban.
Az egyenletek egyititthatéinak betiikkel valé jeldlését azonban csak a XVI.
szazadban vezette be F. VIETE francia matematikus.

A geodézia és a csillagdszat fejlédése mar kordn a frigonometria (mind
a sik-, mind a gombi trigonometria) részletes kidolgozdsara vezetett.

Az elemi matematika korszaka akkor ér véget, amikor (Nyugat-Eur6pa-
ban a XVII. szdzad elején) a matematikai érdeklodés siilypontja atkeriil a val-
tozd6 mennyiségek matematikdjanak teriiletére. Nyilvanvald, hogy ezt az ese-
ményt a matematika megel6z6 fejlodésének kellett elokészitenie. Mar az Okori
vildg matematikdjaban alakuléban volt a fiiggvényfogalom a trigonometrikus
fiiggvények vizsgélata és értéktdblazataik osszedllitdsa kapcsan. De példaul a
0-t6] - oo-ig valtozod szbgargumentum és az ilyen argumentum trigonomet-
rikus fiiggvényeinek fogalma csak a XVI. szazadban jelenik meg (VIETE-nél).
Gorog matematikusok (kiilonosen ARCHIMEDES) mér megkozelitették a végte-
len kis mennyiségek analizisének alapgondolatait, ez a folyamat azonban nem
fejlodik tovabb, az ez irdnyu érdeklédés THOMAS BRADWARDINE angol és
Nicoraus CusaNus német matematikus homalyos kisérletei utan (XIV., illetve
XV. szdzad) csak a XVI. szdzad végén djul meg (S. STEVINUS flamand tudos).
fgy a XVII. szdzadot megel6z6 egész idBszak lényegében az elemi matematika
korszaka.

E korszak kezdete (a gorog, a hellenisztikus és a rémai matematika)
a rabszolgatarsadalom, masodik fele pedig a feudalis. tarsadalom idejére esik
(Kinaban, Indiaban, Kozép-Azsiaban, a Kozelkeleten és Nyugat-Eurdpaban).
A gorog és a hellenisztikus - matematika gyors felvirdgzds utdn a rabszolga-
tarsadalom viszonyai kozt mind jobban elszakad a gyakorlattél, hatdsa ald
keriil az idealista filozofia korlatozé tendencidinak s végiil is teljesen leha-
nyatlik. A kozépkorban a Kelet orszdgaiban a nagy hidrotechnikai épitkezések,
a vilagkereskedelmi centrumok kifejlodése, a nagyszabast geodéziai munkéak
novekedd kisérletei és a kereskeddréteggel szorosan dsszen6tt hivatalnoki réteg
gyakorlatibb torekvései kapcsén kiilonosen nagy fejlodésnek indult a mate-
matika szdmoldssal kapcsolatos része.

Az elemi matematika korszakdnak végén a nyugateurdépai matematika
fejlodésének iitemére hatdssal van a feudalizmus méhében keletkezd tj polgdri
tarsadalom kialakuldsanak folyamata. A reneszdnsz korban (XV—XVI. szdzad)
gyorsan novekednek a mérnokoknek, épitészeknek, mivészeknek, katonaknak,
hajosoknak és geografusoknak a matematikdval szemben tamasztott igényei.
Ugyanakkor az egyetemeken a szabadabb tudomdnyos kritika és a tudoma-
nyos verseny lehetGségei Osztonzést adnak, azel6tt megoldhatatlannak tiind
problémak megoldasara, az elmélet batrabb fejlesztésére.

Az Okori Gdrdgorszdg. Az Okori Gorogorszagban a matematika fejlédése teljesen
mas irdnyt vett, mint Keleten. Noha a szamitds technikija, az algebrai jellegii feladatok

15*
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megolddsaban vald iigyesség és a csillagdszat matematikai segédeszkozeinek kidolgozdsa
terén a gorég matematika szinvonala csak a hellenisztikus korszakban érte utol és mudlta
feliil a babiloniaiét, az Okori (Gorogorszdg matematikdja mar sokkal hamarabb a logikai
fejlodés 1j szakaszdba lépett. Itt taldlkozunk eldszor pontos matematikai bizonyitds igényé-
vel, megtorténnek az elsé kisérletek a matematikai elmélet rendszeres felépitésére. A mate-
matika — ugyanigy, mint minden mas tudomanyos és miivészi tevékenység — tobbé nem
személytelen, mint az 6kori Kelet orszagaiban; most mar n€vszerint ismert matematikusok
miivelik, akik matematikai munkakat hagynak hatra. (Ezek csak sokkal késébbi kommenta-
torok altal meg0rzott téredékekben maradtak fenn.) A matematikai tudomany jellegének ez
a megvaltozasa azzal magyarazhatd, hogy a gorog allamok fejlettebb politikai-tarsadalmi
és kulturalis élete a dialektikat, a vitatkozas miivészetét magas szinvonalra emelte s szo--
kasossa tette a kimondott allitasnak az ellenféllel szemben vald megvédését. A vallastol
fiiggetlen filozofiai gondolkodas létrejotte folytan fellépett a természeti jelenségek ésszerft
magyarazatanak igénye, és ez uj feladatok elé allitotta a matematikat.

Az aritmetika terén a gorogok a foniciaiak tanitvanyainak vallottdk magukat, az ottani
aritmetika magas fejlettségi fokat a foniciaiak kiterjedt kereskedelmével magyarazva; a gorog
geometria kezdetét pedig az elsé gorog geométerek és filozofusok, MiLetos: ThaLes (az i. e.
VIL. szazad végétdl a VI. szadzad kozepéig) és Samosi Pythagoras (i. e. VI. sz.) egyiptomi
utazasaval koti ossze a hagyomany. Pythagoras iskoldjaban az aritmetika a szamolas egy-
szerli mesterségébol szamelméletté nott. Meghataroztak a legegyszeriibb szamtani haladva-
nyok Osszegét [igy az 1 -3+ 5.+ (2n—1) = n? Osszefiiggést is], vizsgaltik a szamok
oszthatdsagat és a kiilonbozo (szamtani, mértani, harmonikus) kozépértékeket. A szamelmé-
let finomabb problémadit (példaul az dn. tokéletes szamok meghatarozasat) Pythagoras isko~
lajdban a szamok kozotti Osszefiiggéseknek tulajdonitott misztikus, magikus jelentoséggel
hoztdk kapcsolatba. Pytnacoras geometriai tételével kapcsolatban megtalaltdk a ,pythago-
rasi szamok“ (az a2 -+ b2 = ¢ Osszefiljggést kielégitd szamharmasok) végtelen sorozatdnak
elééllitz’isi mc')djét A geometria terﬁletén a gt’)rt')g matematikusok az i. e Vl-——V szézadban
a hajozas legegybzerubb problémai kapcsan felmeriild feladatokkal foglalkoztal\ llyenek
példaul a derékszogii haromszog befogdi és atfogdja kozti dsszefiiggés (amelyet a ,Phyta-
goras-tétel“ fejez ki), a hasonié idomok teriiletének Osszefiiggése, a kor négyszogesitése,i2
a szbgharmadolas,’2 a kocka megkétszerezése 2 Uj azonban e feladatok targyalasmoédia;
ezt a targy bonyolultabba valasa tette sziikségessé. A gbrog matematikusok nem elégsze-
nek meg kozelitd, tapasztalati iton talalt megoldasokkal, hanem pontos bizonyitast keresnek,
a probléma logikailag hidnytalan megoldasat. El6 példaja ennek az j iranyzatnak a négy-
zet oldala és atldja sszemérhetetlenségének bizonyitdsa. Az iddszamitdsunk eldtti V. szdzad
kozepén Gérogorszag filozofiai és tudomanyos élete Athénben koncentralodik; ide gytilnek
Ossze a tuddsok a gordg vilag minden részérdl. Itt dolgozik Eviszi HippiAsz €s Kuiosz
"HippokratEsz, Euszt Hipridsz — az elemi médszerek vegxgprobalasa utan — i.e. 420 koriil
megoldja a szbgharmadolis feladatat egy specidlis transzcendens gorbe, a kvadratrix1s
segitségével, amelyet azutin DinosTraTEsz (i. €. 1V. szdzad) a kdrnégyszogesités feladatanak
megoldasara hasznal fel. A geometria elsd rendszeres tankOnyvét Kuioszi HippokraTEsznek -
tulajdonitjdAk (az i. e. V. szazad koézepe). Ebben az id6ben kétségteleniil volt mar olyan
kidolgozott geometriai rendszer, amely nem hagyott figyelmen kiviil bizonyos logikai finom-
sdgokat, mint példaul a haromszogek egybevagosagi eseteinek bizonyitdsa. Az anyag szer-
kezetének ésszerli megmagyarazasara iranyuld elsd — habar teljesen spekulativ — kisér-
leteknek a matematikaban val6 visszatiikrozodése volt az i. e. V. szazad matematikdjanak
minden bizonnyal legjelentésebb eredménye: az 6t szabalyos test felfedezése. Ez a felfede~

2 L. az Enciklopédia Ksappatypa xpyra, Tpucexuust yraa és Yapoenne ky6a c. cikkeit.
13 L. az Enmklopedla Kgapparpuca c. cikkét.
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zés oly médon jott létre, hogy keresték azokat az idealis legegyszeriibb testeket, amelyek
a vilagegyetem épitbkoveiiil szolgdihatnak. Az i.e. V. és IV. szdzad hataran DemokriTosz,
a Kkivald materialista filozofus, atomisztikus elgondoldsokbol kiindulva megalkot egy olyan
kobtartalomszamitdsi modszert, amely késébb ArcHimepes kiindulépontja lesz a végtelen
kicsiny mennyiségek moédszerének kidolgozasaban. Az i. e. IV. szdzadban Athén hatalmanak
hanyatldséval, a politikai reakci6 viszonyai kozepette olyan korszak koszont be, amelyben
a matematika bizonyos mértékig az idealista filozofia korlatai kozé szorul. Ebben az iddben
a szamok tudomanyat szigoruan elkiildnitik a ,szdmolds mesterségétdl”, a geometriat pedig
.2 mérés mesterségétol“. Az 6sszemérhetetlen tavolsagok, teriiletek és kobtartalmak léte-
zésére hivatkozva AriszToTELESz altalaban tiltja az aritmetikanak a geometridra valé alkal-
mazasat. A geometriat szigoriian a korzovel és vonalzdval eldallithato konstrukciokra kor-
latozzak; az ugyanebben az idében felmeriilt delosi problémanak (kocka megkétszerezése)
a megoldasdt a geometrian kiviilallonak nyilvanitjdk, mert ez bonyolultabb szerkesztési
eszkozoket kovetel meg. Az i. e. IV. szdzad matematikusai altal elért konkrét eredmények
koziil a legjelentdsebbeknek Kwnipost Eupoxosz (az i.e. IV. szazad elsd fele) kutatasait
tekinthetjiik, melyek a geometria alapjainak logikai elemzését célzo iranyzattal kapcsolato-
sak. Eupoxosz dolgozta ki az arinyparok elméletét és & bizonyitotta be elsonek a giila
kobtartalmarol szold tételt (melyet az egyiptomiak tapasztalati tényként mar az i.e. I év-
ezred elejétol fogva ismertek, 1. fentebb). E bizonyitassal kapcsolatban & mondotta ki azt
az Archimedes axiomajanak is nevezett altaldnos feltevést, amely az exhausztiés modszer
alapjat-alkotja.¥ A matematika f6aramlatai mellett meg kell még emliteniink az i. e. IV. sza-
zadban Tarentuszi ArkaiToszt (az i. e. V. szazad masodik felétol a IV. szazad elsd feléig),
a mechanika matematikai feldolgozasdnak elso kisérletével. Ugyancsak 6 egyébként a kocka
megkettdzésérol szolo deloszi probléma egyik felvetdje és a megoldds szerzbje is.

A hellénisztikus és a romai korszak. Az i. e. lll. szazadtol kezdve hét évszdzadon at
Alexandria volt a tudomanyos kutatas, kiiléndsen a matematika fo kozpontja. Itt a kiilon-
boz8 vilagkultiraknak egyesiilése, a nagy allami és épitési feladatok és az addig még soha
nem latott méretii allami tdmogatas altal jellemzett viszonyok kdzdtt a gdrdg matematika
legnagyobb felviragzasat érte el. Annak ellenére, hogy a gordg miiveltség és a tudomanyos
érdeklOodés az egész hellenisztikus és rémai vilagban mindeniitt el volt terjedve, Alexandria
»Mmizeum“-aval — az elsé modern értelemben vett tudomanyos kutatdintézettel — és kdnyv-
taraval oly nagy vonzderdt gyakorolt, hogy az 6sszes nagyobb tudodsok itt gyiiltek Ossze.
Az alabb emlitésre keriild tudésok koziil egyediil Arimimepes maradt hii sziilovarosahoz,
Szirakuzdhoz. Kiilonosen kitiinik a matematikai tevékenység intenzitidsaval az alexandriai
korszak elsd szdzada (az i. e. lll. szazad). Ekkor élt és mikodott EukLipEsz,'5 ARCHIMEDES,!S
EratoszTHENEsz és Perceszi AporLoniusz. A bonyolult hidrotechnikai alkotasok (példaul az
archimedesi csavar), a haditechnika kovetelményei (ArcuimMepes hajitogépei), a tengeri
hajozas problémai (Arcrimebes vizsgilatai a hajétestek egyensilydrdl és stabilitasarol),
a geodéia és a kartografia fejlodése (a foldgomb méreteinek meghatarozasa ERATOSZTHENESZ
altal), ugyszintén a pontos asztrondmiai mérések és szamitdsok kidolgozasa (az év tarta-
manak Julianus-féle kozelitd meghatarozasa: 1 év==3651, nap), végiil a mechanika és az
optika fejlddése — mindez egész sereg 1j feladat elé allitotta a matematikat. Az i.e. Il
szazadot az jeliemzi, hogy a matematika e kovetelményeknek megfeleld gyors kiterjedésbeli
bdviilése termékeny modon egyesiilt a mélyenjard teoretikus gondolkodassal. fgy a gyakor-
lat kévetelményei folytan a mennyiségek kozelitd mérése és a kozelitd szamitasok irant
felébredt érdeklodés nem vezetett a matematikai szigorusagrol valé lemondasra. A nagy-
szami kozelitdleg elvégzett gyokvonasnal, s6t az Osszes csillagaszati szamitasokndl is min-

14 L. az Enciklopédia UcuyepnwiBanus metop c. cikkét.
15 L. az Enciklopédia Esxang, ill. Apxumen c. cikkeit.
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dig pontosan megjel6lték a hibahatart, oly médon, mint azt ArcHiMeDEs tette kifogédstala~
nul bebizonyitott

3 10d<l’c<3 ! d
71 7

kettds egyenlotlenségével, ahol k a kor keriilete, d pedig atmérdje. Ez vildgos megértését
jelenti annak, hogy a kozelitd szamitdsok matematikaja nem valamiféle ,nem szigoru“
matematika — ami késdbb hosszit iddre feledésbe ment.

Az ,Elemek“-ben Eukiiptisz 0sszegyiijtotte és végleges logikai formaba ontotte a
geometria teriiletén addig elért eredményeket.16 Ugyanakkor elsdnek fektette le az ,Elemek“-
ben a rendszeres szamelmélet alapjait is: bebizonyitotta, hogy a primszamok sorozata
minden hataron tdl folytatédik és felépitette az oszthatésag Jezart elméletét. Végiil az
»Elemek® masodik, hatodik és tizedik konyvében Euxkuipgsz sajatos moédon geometrizdlja
az algebrat, lehetdvé téve nemcsak masodfokiu egyenletek geometriai megoldasat, hanem
irraciondlis négyzetgyokds kifejezések bonyolult atalakitdsainak geometriai uton valo végre-
hajtasat is. Ugyanennek a ,geometriai algebranak“ a stilusiban fogalmazta meg ArRkHIMEDESZ
a szamtani haladvany tagjainak négyzetdsszegérol szol6 tételét. EukLinésznek az , Elemek“-en
kiviili geometriai munkai és PercEszi ApoLLoNwusz miivel koziil a matematika tovabbi fejlo-
dése szempontjdbol a kupszeletek!? teljes elméletének megalkotisa a legjelentdsebb.
Archimepes f6 érdeme a geometridban a kiilonféle teriiletek, felszinek és kobtartalmak
(igy a parabolaszelet teriiletének, a gémb felszinének és. kobtartalmanak), valamint egyes
stlypontok (igy a gomb- és a paraboloidszelet sitlypontjanak) meghatarozasa; az archime-
desi spirdlis'® csak egy az i e. IIl. szizadban vizsgalt transzcendens.gorbék koziil.
Arcuimepes utdn, noha a tudomanyos ismeretek terjedelme tovabb novekedett, az alexan-
driai tudomany mar nem érte el korabbi teljességét és mélységét. A csillagaszat teriiletén
ez abban fejez0dott ki, hogy — a megfigyelések egyre novekvd pontossaga és a matema-
tikai apparatus tokéletesedése ellenére — elvetették Szimoszi AriszrTarkHosznak (az i. e.
IV. szdzad végétd! a Ill. szdzad kozepéig) a Foldnek a Nap koriil vald mozgasardl és az
allocsillagok tdvolsagardl szolo tanait, amelyet az el6zd nemzedékek legjobb elnéi teljes
mértékben elfogadtak. A matematikdban a végtelen kicsiny mennyiségek analizisének
Arcuimepes  heurisztikus modszereiben talalhaté csirai (Arcmimepesnek ,A modszerr6l“
sz016 specialis munkajaban; itt a szerzé ramutat arra is, hogy a sz¢ban forgd moddszerek
nem pontosak, a végleges targyalasban az exhausztios modszerrel tartja sziikségesnek
helyettesiteni ezeket) nem fejlédtek tovabb.

Az Okor egész matematikajanak Iényeges hianyossaga volt, hogy az irracionalis szam
fogalma nem alakult ki tokéletesen. Mint fentebb mar emlitettiik, ez arra vezetett, hogy az
i.e. IV. szdzad filozofidja egyaltaldban tagadta az aritmetikanak geometriai mennyiségek
vizsgalatira valo alkalmazhatosdgat. A valésdgban az i.e. IV. és Ill. szdzad matematikusai-
nak mindazonaltal kOzvetett médon sikeriilt megvaldsitaniuk ezt az alkalmazast az arany-
parok elméletében és az exhausztios modszerben. A kivetkezd szdzadok nem a probléma
tényleges megoldasat hoztak meg a megfeleld alapvetden 1ij fogalom (az irracionalis szam
fogalmanak) megalkotasaval, hanem lassankénti feledésbe menését, ami a matematikai szi-
gortsag igényének fokozatos elveszése altal valt lehetdvé. A matematikai szigorisagrdl vald
ideiglenes lemondas azonban ebben az id6szakban hasznosnak bizonyult, mert megnyitotta
az utat az algebra akadalytalan fejlodése el6tt, ami az Euklidész ,Elemei“-ben képviselt
szigorit elgondolasok kovetése esetén csak a tavolsagok, teriiletek és kébtartalmak ,geomet-
riai algebra“-janak igen kényelmetlen formajaban lett volna lehetséges.

16 L. az Enciklopédia Hauana c. cikkét.
17 L. az Enciklopédia Konuvecxue ceyennsi c. cikkét.
18 L, az Enciklopédia Apxumenosa cnmpans c. cikkét.
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Ez irdnyban elért eredmények kozill HEron1? (valdsziniileg 1. szdzad) Metrikdjat em-
lithetjiik; e mi szerzdje kiilondsen geodéziai munkairdl hires, amelyek a romai geodétikusok
nagyszabasu gyakorlati tevékenységének alapjat alkottdk. Heéron Mefrikdja nevezetes mi,
a szamitasos geometria modszereinek elsd 6nalld targyalasa. Tartalmazza egyebek kozt az
in. Héron-képletet is, azaz a haromszog teriiletének (egyébként mar Arcuimebes altal is
ismert) .

t=\s(s—a)(s—b)(s—c)

képletét (a gyokjel alatt talalhaté négytényezds szorzatnak nincs geometriai értelme).
A tulajdonképpeni algebrai szamitasok ©nallo és széleskorii kifejtése azonban csak
DiopHanTosz20 Aritmetikdjaban talalhaté meg, amely foként az egyenletek megoldasaval
foglalkozik. Ez a munka tartalmazza azt a szabalyt, hogyan kell atvinni egy tagot az egyenlet
egyik oldalardl a masikra, fethasznalja az egyenlet mindkét oldalanak ugyanazzal a kifeje-
zéssel vald szorzasat, megadja a masodfoku egyenletek megoldasanak altalanos modszereit;
megold benne a szerzd olyan feladatokat is, amelyek harmadfoki egyenletre, valamint t6bb-
ismeretlenes hatarozatlan egyenletre vezetnek. DiopnanTosz mindig pozitiv megoldasokat
keres; az algebrai kifejezések szorzésanal azonban felhasznélja a ,kivont“ szamok szorza-
sanak szabalyat, amely megeldzi a negativ szamokkal valé miiveletekre vonatkozd késébbi
szabalyokat. DiopnanTosz természetesen — HErOn gyakorlatatdl eltéréen — a raciondlis
megoldasokra szoritkozik, és ezzel kizarja annak lehet6ségét, hogy algebraja a geometridra
vagy a mechanikdra alkalmazhatd legyen. A trigonometridt az Okorban altaldban nem a
matematikahoz soroltdk, hanem az asztrondmidhoz. A trigonometridtél ugyantgy, mint
teljes szigoriisagat. Hirhosszisagtablazatot — mely mai sinustablazataink szerepét toltdtte
be — elsének HieparkHosz (i. e. 1l. sz.) készitett. A szférikus trigonometria elemeit MéNeLAOSZ
(I. szazad) és Craupius Proremaeus (II. szdzad) alkotta meg. ProLemaeus kezdeményezte
a hossziisagnak és szélességpek a foldrajzi helymegielolésre vald rendszeres hasznalatat is;
ugy latszik, hogy ez volt a koordinatarendszer hasznalatinak elsd formaja.

A tiszta matematika teriiletén az ékor utolso szadzadaiban €16 tudosok tevékenysége
(DhopuanToszt kivéve) mindinkabb a régi szerzok kommentalaséra Osszpontosult. Pappusnak
(valosziniileg 1ll. szdzad) az Eukuipeész ,Elemei“-hez fiizott terjedelmes kommentérai kozott
sikeriilt felallitania a forgastestek kobtdrtalmar6l azt a tételt, amelyet késobb Guldin-
szabélynak neveztek el. Ennek az id8szaknak a kommentator-tudésai [Pappus, Procrus (V.
szdzad) és masok] minden sokoldalisaguk ellenére, az antik vildg hanyatidsanak koriilmé-
nyei k6zott mar képtelenek voltak a matematika egymastol elszigetelten fejlédé againak:
a Diophantos-féle algebranak, az asztronémia részét alkoto trigonometridnak és a geode-
tikusok kozott népszerd, nyiltan nem-szigorn Hérén-féle szdmitasos geometridnak egyseges,
igazan fejlodésképes, tudomannya vald egyesitésére.

Kina. A gorog-romai vilag végleges felbomlasa utan a tudomdnyos haladas centruma
hosszil idére Keletre helyezOdik at. A matematika tovabbi eurdpai fejlodésére az indiai,
kozépazsiai és kozelkeleti matematikusok miivei voltak a legnagyobb hatassal; az id6beli
elsbség azonban sok probléma tekintetéten a kinai matematikusoké. Mar a Cszsan Can és
Czin Csou-csan altal korabbi forrasok alapjan az i. e. 1I—I. szdzadban dsszeallitott , Aritmetika
kilenc fejezetben® c. kdnyv bizonyitja, hogy a kinai matematikusok magasszinvonali szami-
tasi technikdval rendelkeztek és megvolt benniik az érdeklédés az Altalanos algebrai mod-
szerek .irant. Ez az elsé munka, amely tartalmazza az egész szamokbol valo négyzet- és
kébgydkvonas szabalyat — lényegében ugyanugy, ahogyan ma az iskoldkban tanitjuk.

19 L. az Enciklopédia T'epon c. cikkét.
20 L., az Enciklopédia [noant cimii cikkét.
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Sok feladat tigy van megfogalmazva, hogy azok csak az ismeretleneknek a linearis
egyenletrendszerekb6! valo, altaluk vildgosan lathatélag joI ismert kikiiszobolési modszereit
magyardzé példakként foghatok fel. igy példaul azt az egyenletrendszert, amely a mai
jelolésmoddal felirva a

3x+2y+4+ z=39,
2x+3y4+ z=34,
x+2y+32z=26

alakot Oltené, igy adjdk meg: ,harom csomag gabona az elsé fajtabol, kettd a masodikbol
és egy a harmadikbol Osszesen 39 siilyegységet nyom (a masik két egyenlet tartalmat
ugyanigy fogalmazzak meg). Az egyenletrendszert a kovetkezd tablazat alakjaban irjak fel:

1 2 3 1. fajta

2 3 2 | 2 fajta

3 1.1 3. fajta

26 34 39 stlyegység

A masodik oszlop szamait. megszorozzak a harmadik oszlop ,eisd fajta“ szamaval, azaz
3-mal, és az igy kapott eredményekbdl kivonjak a harmadik oszlop szamainak kétszeresét.
Azutdn a harmadik oszlop szamait kivonjak az elsdé oszlop szdmainak haromszorosabol.
lly médon a kdvetkezd tablazatot kapjak:

4 5 2. fajta

8 1 3. fajta

39 | 24 stlyegység

Ugyanezzel a médszerrel — amelyben nem nehéz felismerni az ,angol modszert* (,az
egyenld egyiitthatok médszerét“) — oldjak meg a kapott kétismeretlenes egyenletrendszert
is, ami a

36 3. fajta

99 stlyegység

. : 99 . . .
tablazatot adja; innen z=§6—=23,’4, stb. Az olyan esetekben, amikor az itt leirt algo-

ritmus — mai terminolégidval kifejezve — negativ szamokra vezet, az ,Aritmetika kilenc
fejezetben® a ,cszsen-fu“ moédszert ajanlja (,cszsen® ,hozzdadandoét®, ,fu“ pedig ,kivonan-
dét® jelent; az ilyen szamokat kiilonbozé szinekkel jel6lték: a ,cszsen“-t pirossal, a ,fu“-t
feketével). Negativ eldjelit megoldasokat kinai forrasokban nem talalunk, a negativ egyiitt-
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hatdkat ellenben.a kinai matematikusok konnyen kezelik. Az ,Aritmetika kilenc fejezetben®
c. konyv legutolsé része tartalmazza Pyruacoras tételét, tisztan aritmetikai megfogalmazas-
ban, és néhany, a tétel alkalmazasara szolgalo feladatot is a megoldassal egyiilt.

A naptarszamitasok kapcsan Kindban érdeklddés tamadt az ilyenféle feladatok irant:
egy szam 3-mal osztva 2-t, 5-tel osztva 3-at, 7-tel osziva 2-t ad maradékul; melyik ez
a szam? Szun Cz1t (a II. és a VI. szazad kozott), majd — teljesebben — Cin Czu Sao
(XM, szdzad) példakon bemutatva leirja az ilyen feladatok megoldasanak szabalyszerii
algoritmusat; Gauss német matematikus ugyanezt sokkal késGbben (1801-ben) fedezte fel.
A geometria terén a kinaiak szamitasi mddszereinek magas fejlettségi fokat Cu Csun-cszsi
{az V. szdzad masodik fele) eredménye bizonyitja: Cu Csun-cszsi megmutatta, hogy a kor

. keriiletének és atmérdjének viszonyara (=)
3,1415926 < = < 3,1415927.

Kiilonosen jelentosek a kinaiak munkai az egyenletek numerikus megoldasa terén. Harmad-
foka egyenletre vezetd geometriai feladatok elsbizben Van Szjad-tunc csillagdsznal és
matematikusnal (a VII. szazad elsé fele) talalhatok. A negyed- és ennél is magasabbfokn
egyenletek megoldasi mddszereirél Cin Czju-sao, L1 Je, Jan Hugy és Cszsu Si-ce XI—XIV.
szazadbeli matematikusok munkai szélnak. Az altaluk hasznalt ,égi elem-mddszer“ lényegé-
ben azonos azzal, amely ma HorNer modszere néven ismeretes (Horner angol matematikus-
rél, aki ujra felfedezte azt 1819-ben). Frdekes kovetkezménye éppen a kozelitd szamitasi
modszerek magas fejlettségi fokanak, hogy Cin Czju-sao ,A matematika kilenc fejezete“ c.
értekezésében altalanosan oldja meg a bikvadratikus egyenletet, és itt a kozbensd szami-
tasokban szerepel teljes negyedfoku egyeniet is.

A kozépkori kinai matematika a XVI. szdzad tijan érte el legmagasabb fejlettségi
fokat. A gorog-romai, indiai, kozépazsiai és a kdzépkori nyugateurépai matematikaval vald
kapcsolatai nincsenek kikutatva; azt azonban, hogy ilyen kapcsolatok voltak, bizonyitja tobb
feladatnak Kkiilonb6z8 orszdgokbdl szdrmazé kéziratokban ugyanazokkal a numerikus ada-
tokkal valo ismétlodése. Igy példaul a fentebb emlitett kinai feladat: az

x =2 (mod 3),
x =3 (mod 5),
x =2 (mod 7),

kongruenciarendszer megolddsa, pontosan megismétlddik Leonarpo pa Pisa olasz matema-
tikus ,Kdnyv az abacusr6l* c. munkajaban (1292).

India. Az indiai matematika viragzasa az V—XII. szazad lde]ere esik [a legismertebb
indiai matematikusok: AriaBuaTa (az V. szdzad végén), Bramacueta (VI szazad), Baaszkara
(XII. szézad)]. Az indiaiaknak a matematika terén két alapvetd érdemiik van. Az egyik a ma
hasznalatos tizes szamrendszer bevezetése és kozhasznalativa tétele, a 0-nak, mint szam-
* jegynek rendszeres alkalmazdsaval a megfeleld helyi értékdi egységek hidnyanak jelolé-
sére (hasonld jelolés a kései babiloniai szévegek hatvanasszamrendszerdi irdsmodjaban csak
helyenként talalhatd), és ennek alapjan tokéletesebb szamolastechnika kidolgozasa, beleértve
ebbe a tobbjegyil szdmok osztisidnak a maihoz kozelalld moédszerét (ez a miivelet terme-
szetesen mar az oOkori matematikusoknak sem okozott elvi nehézségeket, végrehajtisa azon-
ban akkor sokkal bonyolultabb volt). Az Indidban hasznilt — ma ,arab“-oknak nevezett —
szamjegyek eredete nincs teljesen tisztdzva. Az indiai matematikusok masik, még jelentd-
sebb alapvetd érdeme a nem csupan a tortekkel, hanem az irracionalis és a negativ sza-
mokkal is korlatozas nélkiil operdlé algebra megteremtése. A , kivonand6“ szamok (amelye-
ket feliil ponttal jeldltek) az -indiaiaknal — DiopHanTOsszal ellentétben és a kinaiakhoz
hasonléan — 6nall6 létjogosultsagot nyernek. igy példaul a

yava3yal0ru 8§
Bx2 4+ 10x—8=x2+1)
yaralya Orul |
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egyenlet (Bramagupta szerint) a

rud
(—9=—2x2—10x)
ya va 2 ya 10 .

alakra hozhat6. A negativ szamok valosagos értelmérdl az mdxaxaknal csak egyes emlité—
seket taldlunk (a vagyon és az adossag ellentétével kapcsolatban), rendszerint viszont a
feladatok megoldasainak értelmezésénél a negativ megoldasokat értelmetleneknek tartjak.
Altalaban meg kell jegyezniink, hogy mig a tért- és az irracionalis szamok fogalmai kelet-
kezésiik pillanatatél kezdve kapcsolatban allnak a folytonos mennyiségek mérésével, a nega-
tiv szamok fogalma lényegében az algebra belsd sziikségleteibdl ered és csak késobb (teljes.
mértékben a XVII. szdzadban) nyer 6nallo jelentGséget. :

Bramagupta altaldnos szabalyt alkotott a masodfoki egyenletek megolddsara: a nega-
tiv szamok fethasznaldsaval egyesitette azokat az eseteket, amelyeket DiopHanTosz még kiilon

targyalt. Bhaszkara rdmutatott a neégyzetgydk kétértékii voltara, foglalkozott a Va 5
alaku irraciondlis kifejezések vizsgalataval, olyan atalakitasokat végzett el, mint peldaul .

Vio+ 124+ 120+ VB0 =V2+ V3+ 15
birtokaban volt tértek nevezdinek racionalizalasat lehet6vé tevé modszereknek, megoldott
egyes specialis alaki magasabbfoku egyenleteket. Bramacupta €s Buaszkara altalanos mod-
szereket adtak a kétismeretlenes els6foku hatarozatlan egyenletek, valamint az ax2 4+ b =cy*
és xy-=ax + by —+ c alaki egyenletek egész szami megoldasainak meghatarozasara.
A trigonometriaban az indiai matematikusok érdeme volt a sinus-, cosinus- és sinus-
versus-gérbe bevezetése.

Kozép-Azsia és a Kozel-Kelet. Az arab hoditasok — rovid idé alatt hatalmas teriiletek
egyesiiltek az arab kalifdk hatalma alatt — arra vezettek, hogy a IX—XV. szdzadban Kozép-
Azsia, a Kozel-Kelet és a Pireneusi Félsziget tuddsai az arab nyelvet hasznaltak. A tudo-
many a vilagkereskedelmi varosokban a széleskorit nemzetkozi érintkezés és a nagy tudo-
manyos kezdeményezések allami tamogatisa mellett fejlddésnek indul. igy példaul a 1X.
szazad elején AL Mamux kalifa parancsara pontos délkorivmérést végeztek, a XIIl. szazad-
ban Dzsinaisz kan unokaja, Huracu kan Maragdban. obszervatériumot épitett Naszireppin
Tuszt azerbajdzsani tudds szamara, és kdnyvtarakat alapitottak (a cordobai kdnyvtar dllo-
manya a IX. szdzadban hatszazezer kotet volt). Fényes betetozése volt ennek a korszaknak
a XV. szazadban UcuL-Bex iizbég csillagdsz tevékenysége, aki szamarkandi hazaban és
obszervatériumdban tobb mint szaz tudost gyhjtott ossze és csillagaszati megfigyeléseket,
matematikai tablazat-kiszamitasokat stb. szervezett. Tevekenybegenek eredményeit hosszit
idén at nem multdk feliil.

A nyugat-eurdpai tudomdanyban a legutdbbi id6kig az a vélemény uralkodott, hogy az
»arab kultara“ szerepe a matematika teriiletén lényegében csupan az Okori vildg és India
matematikai felfedezéseinek megérzése és Nyugat-Europanak valé atadasa volt. Valoban,
a gorog matematikusok miivei Nyugat-Eurdpaban el0szor arab forditasokbol valtak isme-
retessé. Mind vilagosabba valik azonban, hogy az arab nyelven iré matematikusoknak —
kozottiik azoknak, akik a mai Szovjet-Kozép-Azsia és Szovijet-Kaukazusvidék népeinek
(horezmiek, iizbégek, tadzsikok, azerbajdzsaniak) fiai voltak — a matematika fejlddésében
vitt szerepe ennél Iényegesen tébb volt.

A 1X. szézad elsd felében MuHammeD BEN Musza Chorezmi kdzépazsiai tudos elsdnek
targyalta az algebrat mint 6nallé tudomanyt. Az ,algebra“ sz6 maga is Cuorezmr ,Al-dzsebr®
cimii munkdjanak cimébdl ered; a korai kozépkor eur6pai matematikusai ebb6l a munka-
bdl ismerték meg a masodfoku egyenletek megolddsat. Nem sokkal CHorezmr utdn kezde-
nek eldszor rendszeresen foglalkozni harmadfokii egyenletekre vezetd feladatokkal. Biruni
kozépazsiai tudds (IX. szdzad vége —X. szazad elsd fele) a szabalyos tizszog oldalanak
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meghatarozasat az x3 -+ 1 =3x egyenlet megolddsara vezette vissza és ,hatvanadostortek®
alakjaban kozelitbleg meg is kapta ennek az egyenletnek a megoldasat. A szabalyos hétszog
szerkesztésének feladatat az x3+ 1=2x -+ x® egyenlet megoldasdra vezették vissza.
Ian-aL-Hajram iraki matematikus (X. szazad vége—XI. szdzad eleje) egy geometriai optikai
problémat negyedfokiu egyenletre redukalt; OmAr Kuajjam?!l tadzsik matematikus (XI. szazad
vége — XIl. szazad eleje) rendszeres moédon vizsgalta a harmadfoka egyenleteket, oszta-
lyozta Oket és meghatirozta megoldhatosaguk feltételeit (a megoldhatésagon pozitiv gydk
l1étezését értve). Khajjam algebrai munkajidban megirja, hogy sokat foglalkozott a harmad-
foki egyenletek pontos megoldasara iranyulé vizsgalatokkal. Ebben az iranyban a koézép-
azsiai matematikusok kutatdsait nem koronazta siker, a megoldasnak mind “geometriai
(kupszeletek felhaszndlasan alapuld), mind kozelitd modszereit azonban jél ismerték.
A kozépazsiai és a kozelkeleti matematikusok, bar elsajatitottdk az indusoktdl a tizes szam-
rendszert a zérus hasznalataval egyiitt, a nagyobb tudomanyos szamitasokban szivesebben
alkalmaztak a hatvanas szdmrendszert (nyilvan sszefiiggésben azzal, hogy a csillagaszatban
a szogek hatvanados beosztasa volt hasznalatos). Megalkottak az egész szamok és a
yhatvanadostortek® egységes hatvanasszdmrendszerbeli irdsmodjat is; igy a

43; 0; 16; +8; 37 ‘
jelolés a ~ jel az egész és a tort helyi értékek elvdlasztiasara szolgal) a

8 37
43,602 4 0,60 +- 16 + —
+ + 16 + &0 + 602

szamot jelolte. Apu-L-VEFA irani tudos (X. szdzad) mar hasznalta ezt az irasmddot a har-
madik, negyedik és otodik gyok vonasardl irt munkajaban. Omar Kuajam egy miivében,
amely nem maradt fenn, megirta tetszdleges (természetes szam-) kitevdjii gyok vonasanak
médjat.

A csillagaszati és geodéziai munkak kapcsan nagy fejlodésnek indult a trigonometria..
Sziriec-aL-Batani (IX. szdzad masodik fele-— X. szazad eleje) bevezette a sinus, a tangens.
€s a cotangens, Au-L-VEra pedig mind a hat trigonometrikus fiiggvény hasznalatat. Ugyan-
csak ABu-L-VEFa szavakkal kifejezve megadta a trigonometrikus fiiggvények kozti algebrai
Osszefiiggéseket, sinus- és tangenstablazatot készitett (az eldbbi a szogeket tizpercenként,

1
a fiiggvényértékeket pedig B0+ pontossaggal tartalmazta) és felallitotta a gmbharomszogek

sinustételét. Naszireopin Tuszi azerbajdzséni tudos (XIII. szazad)?? rendszeresen végigvizs-
galta a gdmbharomszogek megolddsanak mind a hat esetét és ezzel kiépitette a szférikus
trigonometriat; a két legnehezebb eset (a szogek meghatarozasa az oldalakbél és az oldalaké
a szogekb6l) megoldasat 6 maga taladlta meg. Naszireppin leforditotta arabra EukLipész
»Elemei“-t és kommentarokat filizott hozza; kommentarokat irt az ,Elemek“-hez mar
Khajjam is. Ezekben fOproblémaként a parhuzamosok posztulatumanak bizonyithatosaga
szerepel. Knajjam €és Naszireppin sajat miiveikben nagy figyelmet forditottak a tetelek exakt
bizonyitasara. Elvi jelent6ségli tény Khajjdmnal és Naszireddinnél az, hogy naluk jelent meg
a (pozitiv) valds szam vildgos fogalma. fgy példaul két tetszBleges (6sszemérhetd vagy nem
Osszemérhet6) mennyiség aranyarél Naszireppin ezt irja: ,barmely ilyen ardnyt szdmnak
nevezhetiink, melyet az egység ugyanugy meghatdroz, mint az arany egyik tagja a
masikat“. :

Kiilon meg kell emliteniink végtil HiLszeppin Dzsemsip 1BN-Maszup aL-Kasit szamarkandi
matematikusnak (XV. szazad eleje), UcuL-Bex munkatarsanak eredményeit.?3 Dzsemsip rend-
szeres targyalasat adta a tizedestortek aritmetikajanak; a tizedestorteket — helyesen — hasz-

21 L. az Enciklopédia Omap Xailsim c. cikkét.
22 L. az Enciklopédia Hacupenaaun c. cikkét. )
28 .. az Enciklopédia Jxemmua u6n-Macyp, ann-Kamn c. cikkét.
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nalhatébbaknak tartotta a hatvanadostorteknél. A tizedestortekkel vald szamolds modszerei-
nek hozzad hasonlo tokéletességét Eurdpaban csak a XVI. szazad végén érte el Stevinus
flamand tudods. A gyokvonassal kapcsolatosan Dzsemsip szavakkal megfogalmazza Newron
binomialis tételét és ramutatott a binomialis egyiitthatok (,';)r(”;n_l) —{—(,':1___11) képzésj
szabalyara. .Ertekezés a kérrél“ c. munkéajaban (1427 koriil) meghatarozza a kérbe és a
kor koré irt 3,228 oldalu szabalyos sokszog keriiletét és ily modon kiszamitja a = értékét
17 tizedesjegynyi pontossaggal. Terjedelmes sinus-tiblazatokat is készit és ezzel kapcso-
latban igen jo iteraciés modszert ad az egyenletek numerikus megoldasara.

Nyugat-Eurépa a XVI. szdzadig. A XII—XV. szdzad Nyugat-Eurépa matematikaja-
ban lényegében az okori és a keleti 6rokség elsajatitisanak idOszaka volt. Az eurdpai
matematikai kultira azonban mar ebben a korban is, amelyben kiilondsebb jelentéségii 1]
matematikai felfedezések nem sziilettek, kitlinik tobb 4ltalanos jellegii haladé vonasaval;
ezek tették lehetOvé a késdbbi szazadokban bekovetkezd gyors fejlédést. Az olasz varosok
gyorsan gazdagodo és politikailag fiiggetlen polgarsagadnak magas igényei olyan tankonyvek
megirasara és széleskorii elterjedésére vezettek, amelyek egyesitették magukban a gyakor-
lati végsd célkitiizést a nagy tudomanyos igénnyel és alapossaggal. Nem egészen 100 évvel
a gbrog és arab matematikai miivek els6 latin forditdsainak megjelenése (XIl sz.) utan
a pisai LEonarpo FiBonacct olasz matematikus megjelenteti ,Koényv az abacusrol“ (1202)
és ,Geometriai praktikum® (1220) cimii, aritmetikaval, kereskedelmi szamtannal, algebraval
és geometridval foglalkozé munkait. Ezeknek a konyveknek nagy sikeriik volt; a - ,Konyv
az abbacusrdl® 1228-ban uj, atdolgozott véltozatban terjedt. Az emlitett korszak végén
(a konyvnyomtatas feltalalasaval) az olyan tankonyvek, mint Lucchr Paceour olasz matema-
tikusnak az aritmetikarol, geometriarol, az aranyokrd! és aranyparokrél szo6lé konyve, még
jobban élterjedtek. E gyakorlati irany mellett az elméleti tudomanyos gondolkodas {6 koz-
pontjai az egyetemek lettek. Az algebranak eclméleti tudomanyként és nem csupan gyakorlati
feladatok megoldasara szolgalo szabalyok gylijteményeként valo fejlddése nyilvanul meg az
irracionalis szamnak — mint két Ossze nem mérhetd mennyiség hanyadosidnak — vilagos
felfogdsaban [Brapwarpine angol (XIV. szazad elsé fele) és Oresme francia matematikus
(XIV. szazad kozepe)], és kiilongsen a tort, valamint a negativ és zérus hatvanykitevd
bevezetésében (az elébbi Oresme, e két utobbi pedig Chuquer francia matematikus nevéhez
flizddik). Ugyanebben az iddben meriilnek fel — a kort megeldzve — a végtelen kicsiny
és a végtelen nagy mennyiségekkel kapcsolatos elsd gondolatok. [BrabpwarpiNe és Nicoraus
Cusanus német matematikus (XV. szazad elsd fele)], a fiiggvényeknek a maximum és a
minimum k&rnyezetében val6 viselkedésérdl (Oresme) stb. A tudomanyos kutatis ez idobeli
nagy fellendiilése nemcsak a gorog és arab szerzo6k miiveinek leforditasdban és kiadasaban
nyilvanul meg, hanem olyan kezdeményezésekben is, mint példaul a RectomonTanus (1. Miiller)
német matematikus altal szamitott terjedelmes trigonometriai tablazatok kiadasa. Ugyancsak

" ReciomonTanus a szerzdje ,Az Osszes lehetséges haromszogek Ot konyve“ c. trigonometriai

munkanak is (1461, k6zzétéve 1533-ban). Nagymértékben tokéletesedik a matematikai iras-
mod; igy Cuuquer jeldlései a XV. szazad végén, bar formailag killonboznek a mai iras-
modtdl, tomorség tekintetében majdnem elérik azt, pl. :

T 1~ - -
B4 p4prpt
A mai irdsmod szerint:
14x® +4x +2x + 1.
Ennél is fontosabb a tudoményos kritika és vita kifejlddése, aminek kovetkeztében példaul

Nicoraus Cusanus pontosként kozolt, valojaban azonban csak kozelitd korrektifikacios mod-
szerét REGIOMONTANUS egyik specialis munkajaban megcafolta Meg kell emliteniink azt is,
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hogy a nehéz feladatok megoldasédra iranyulé koncentralt kutatds kovetkeztében — amit az
ilyen téren szokassa valt nyilvanos verseny is §sztonzott — megjelentek az elsé megoldha-
tatlansagi bizonyitasok. Mar Leonarpo Pisano bebizonyitotta ,Virdg® c. munkajaban (1225
koriil), amelyben a sajat maga altal legszebben megoldott problémakat gytjtotte Ossze,
hogy az x3 4 2x2 4 10x =20 egyenlet nem oldhté6 meg, nemcsak racionalis szamokkal,

hanem egyszeriibb (Va_—{—]/—Fétb. alakt) négyzetgyokos kifejezésekkel sem.

Nyugat-Eurdpa a XVI. szdzadban. A XVI. szazad volt az els6, amikor Nyugat-Eurdpa
folénybe keriilt az 6korral és Kelettel szemben. All ez a csillagaszatra (Kopernixus lengyel
csillagész felfedezése), a mechanikara (a XVI. szdzad végén mar megjelennek GaLiLel olasz
tudds elsd vizsgalatai), és egészben véve a matematikdra is, annak ellenére, hogy az eurdpai
matematika ekkor néhany tekintetben még elmarad a XV. szazadi kozépazsiai matematiku-
sok eredményeitdl, és hogy a valoban nagy uj eszmék, amelyek meghataroztadk az 4j eurd-
pai matematika tovabbi fejlodését, csak a kovetkezd, XVIL szazadban jelennek meg. A XVL
szdzadban ugy latszott, hogy a matematikdban az uj korszak a harmdd- és a negyedfoku
algebrai egyenletek megoldasinak felfedezésével kezdGdik [az eldbbi Ferro (1515 koriil) és
késdbb — tole fiiggetleniil — TartacLia (1530 koriil), ez utobbi Ferrart (1545) nevéhez
fiizédik — mindharman olaszok]; ezeknek az egyenleteknek az aitalanos megoldasat szaza-
dokon at megvaldsithatatlannak tartottak2* Carpano olasz matematikus a harmadfoka
egyenleteket vizsgalva felfedezte az un. irreducibilis esetet, amikor az egyenlet valés gyokei
csak komplex szamok segitségével fejezhetdk ki. Ennek folytan Carpang — habar nagyon
bizonytalanul — felismerte a komplex szamokkal valé szamolds elonyeit. Ugyancsak Carpano
altalanos modszereket alkotott tetszdleges fokiu egyenletek kozelitd megolddsara.” Tovabbi
fejlddését jelentették az algebranak VigTe2 francia matematikus eredményei, aki megmutatta
példaul azt, hogyan lehet egy n-edfokn egyenletet a gyikeibél felirni. Vite nevéhez fiizodik
az algebraban a betiikkel valé szamolas mai formajanak bevezetése (1591). (O el6tte csak

az ismeretlenek jelolésére hasznaltak betiiket) A XVI. szazad egyéb eredményei koziil meg’

kell emliteniink a négyzetgyokok lanctortbe .fejtését (BomseLr olasz matematikus, 1572),
a = elsd pontos analitikus kifejezését, végtelen szorzat alakjaban (Viete, 1593) és a trigo-
nometrikus fiiggvényeknek tetszbleges pozitiv argumentumra vald értelmezését (Vizte, 1594).
A perspektivikus abrazolas elméletét, mely a geometriaban mdar a XVI. szazad el6tt kifejlo-
dott, Durer, a hires német festdmiivész dolgozza ki (1525). Vikre algebrai modszerekkel
- vizsgalta geometriai szerkesztések elvégezhetdségét; ugyanakkor éleselméjli mestere volit a
szintetikus szerkesztési feladatoknak is (1600-ban példaul ujra feifedezte ArorLonius felad-
vanyanak — harom adott kort érintd kor szerkesztése — elveszett megoldasat). StiereL
német matematikus Dzsemsiptdl fiiggetleniil felfedezte a binomialis egyiitthatok képzésének
torvényét (1544), Stevinus flamand tudds pedig kidolgozta a tizedestortekkel valé miiveletek
szabalyait (1585).

Oroszorszdg a XVIII. szdzadig. A matematikai miiveltség Oroszorszagban a IX—XIIL
szazadban a legkulturditabb keleti és nyugat-eurépai orszdgok szinvonalan allott. Ezutan
azonban a mongol betdrés miatt hosszii id6re visszavetédott. A XV—XVI. szazadban az
-orosz allam megerdsoédése €s az orszag gazdasdgi felemelkedése kovetkeztében a tarsa-
dalom kovetelményei a matematikai ismeretek tekintetében jelentds mértékben megnéve-
kedtek. A XVI. szazad végén és kiilondsen a XVII. szazad elején sok kézzel irt szamtani
¢és mértani tankonyv jelent meg; ezek széleskord, a gyakorlati tevékenységhez (kereskede-
lem, adoéiigy, tiizérség, épitészet stb.) sziikséges ismereteket adtak.

2 E felfedezések torténete részletesebben az Enciklépédia Anredpa és Kappano
tdopmyna c. cikkeiben talalhato.
% L. az Enciklopédia Buer c. cikkét.
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O-Oroszorszagban a szlav abe-n alapuld, a gorog-bizancihoz hasonlé szamrendszer
volt elterjedve. Minden egyes betii elhelyezésétol fiiggetleniil mindig ugyanazt a szamot
jelentette; ha a betiit szamnak hasznaltdk, akkor foléje a py jelet tették. A betiik
O-t0] Q-ig az egyeseket jelolték, |-t6l y-ig atizeseket, P -t6l Y-ig a szazasokat. Ugyanezek
a betitk jelenthettek magasabb helyiértékeket is, ekkor azonban ezt kiilén jeldlések mutat-
tak. fgy példaul az ezer jelolésére a megfeleld betii elé a X jelet tették. A szlav szamirds
az orosz matematikai irodalomban egészen a XVIII. szdzad kezdetéig el6fordul, a XVI. sza-
zad vegétdl kezdve azonban mindinkdbb kiszoritja a helyiértékes irasmodi tizes szam-
rendszer.

A legrégibb ismert orosz matematikai munka 1136-bol valo, szerzdje Kirix novgorodi
szerzetes. Ez a munka id6szdmitasi-aritmetikai targyit és mutatja, hogy abban az iddben
Oroszorszagban mar meg tudtik oldani a hisvét meghatdrozasanak bonyolult feladatat
(a hiisvét idOpontjanak barmely évre valé meghatdrozasat), amely matematikai tekintetben
els6fokit hatarozatlan egyenletek egész szamu megoldasat koéveteli meg. A XVI—XVIL sza-
zadbol szdrmazé aritmetikai kéziratok a szlav és az arab szamirdsméd ismertetése mellett
a pozitiv egész szdmokkal val aritmetikai miiveleteket tartalmazzak, valamint a tortekkel
valo miiveletek szabalyainak részietes ismertetését, a harmasszabalyt és az els6fokd egyisme-
retlenes egyenleteknek a regula falsi alkalmazasaval valdé megoldasat. Az altalanos szabalyok
gyakorlati alkalmazasara a kéziratok sok redlis tartalmd példat hoznak fel és ismertetik az
un. deszkaszdmolokésziiléket, az orosz ‘szdmoldkésziilékek 6sét. Ugyanilyen felépitésii
L. F. Maanvickyy hires ,Aritmetikd“-janak els6, szamtani része is (1703). A geometriai kéz-
iratok, amelyek tdbbségiikben szintén gyakorlati célokat kovettek, idomok teriiletének és
testek kdbtartalmdnak meghatarozasat tartalmaztak, gyakran kozelitd modon; felhasznaltik
a hasonlé haromszogek tulajdonsagait és a Pythagoras-tételt.

Meg kell emliteniink, hogy az orosz matematikai kéziratokat mindmaig nem tanui-
manyoztdk még kelldleg. Az utdbbi években (1950) sikeriilt felfedezni tobb fontos okmanyt,

'amelyek mutatjak, hogy a XV—XVII. szazadban Oroszorszagban érdeklédtek a matematika
filozofiai jellegli problémadi irant, mint példaul a geometriai alapfogalmak (pont, egyenes,
gémb stb.) definicidja, a végtelen, a folytonossag fogalmaval kapcsolatos problémdk, stb.

3. A valtozé mennyiségek matematikaja megalkotasanak korszaka

A XVII. szdzadban a matematika fejlédésének alapvetéen 1ij korszaka
kezd6dik. ENGELS ezt irja errdl: ,,A fordulépont a matematikdban DESCARTES
varidbilis (valtozdé) mennyisége volt. Ezzel bevonult a matematikaba a mo z-
gds, és ezzel a dialektika, és ezzel rogton sziikségessé
valt a differencial- és integrdlszamitas is... (ENGELS: A ter-
mészet dialektikaja, teljes magyar kiadas, Szikra, Budapest, 1952, 268. oldal.)
A matematika altal vizsgdlt mennyiségi viszonyok és térformak kore most mar
nem meriil ki a szdmokkal, mennyiségekkel és geometriai idomokkal. Ezt
alapjadban véve a mozgds, a valtozds gondolatinak a matematikdba vilagos
formaban val6 bevezetése tette lehetévé. A mennyiségek kozotti osszefiiggés
gondolata rejtett formdban mar az algebrdban is megtaldlhatd (az Osszeg
értéke fiigg az Osszeadandok értékétdl stb.). A mennyiségi Osszefiiggések-
nek mozgasukban valé megragadasahoz azonban az oOsszefliggést onmagat
kellett a vizsgalat targyava tenni. Igy keriil el6térbe a fiiggvény fogalma, és
€z a tovabbiakban ugyandgy onallo és legfébb kutatdsi targy lesz, mint az-
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€elott a mennyiség vagy a szdm fogalma. A valtozé mennyiségek és fiiggvény-
kapcsolatok vizsgélata elvezet tovabbd a matematikai analizis alapfogalmaihoz,
amelyek vildgos formaban beviszik a matematikdba a végtelen gondolatat: a
hatdrérték, a derivdlt, a differencidl, az integrdl fogalmahoz.” Megteremtik a
végtelen kicsiny mennyiségek analizisét, els6sorban a differencidlszdmitds és
az integrdlszdmitds formdjaban;® ezek lehet6vé teszik a valtozé mennyiségek
véges nagysagli megvaltozdsai és egy-egy értékiik kozvetlen kornyezetében
valo viselkedése kozti Osszefiiggés meghatarozasat. A mechanika és a fizika
alaptorvényeit differencidlegyenletek® alakjaban irjdk fel; az ilyen egyenletek
megoldasa a matematika legfontosabb problémai kozé kertil. Masféle kove-
telményekkel meghatarozott ismeretlen fiiggvények megkeresése a varidcidszd-
mitds targyat alkotja.* Ily modon az olyan egyenletek mellett, amelyekben az
ismeretlenek szamok, megjelennek olyan egyenletek is, amelyekben ismeretlen
fliiggvények meghatdrozdsa a feladat.

A geometria targykore szintén lényegesen kibdviil: helyet kap a geo-
metridban a mozgds és a transzformaci6.® Ugyanazzal a mozgédssal vagy
ugyanazzal a transzformdcioval azonban a legktilonb6zobb idomok helyez-
het6k vagy alakithatok 4t. Ennélfogva a geometria elkezdi a mozgédst és a
transzformaciokat onmagukban vizsgalni. Igy példaul a projekttv geometria™
egyik fo tirgya maguknak a sik- és térbeli projektiv transzformacioknak a
vizsgdlata. Ezeknek a gondolatoknak tudatos kibontakozdsa egyébként csak a
XVIIL szazad végén, a XIX. szdzad elején kovetkezik be. De joval hamarabb,
a XVII. szdzadban az analitikus geometria® megteremtésével elvi véltozds
kovetkezik be a geometridnak a matematika tobbi részéhez vald viszonyédban :
egyetemes modszert fedeztek fel a geometriai problémdknak az algebra és az
analizis nyelvére valo leforditisdra €s tisztan algebrai és analitikus modsze-
rekkel valé megolddsara, masfeldl pedig széles lehet6ség nyilt az algebra és
vénykapcsolatok grafikus dbrdzoldsaval.® Igaz, ezt az utdbbi lehettséget kor-
latozza az a tény, hogy a tér hadromdimenzidés. Mindez arra inditotta a mate-
matikusokat, hogy az aritmetikat, az algebrat és az analizist a fiiggvénytannal
a ,tiszta“ matematika részeinek tekintsék, amely a szamok, az allando, illetve
a valtoz6 mennyiségek kozti osszefiiggések tudomdanya, a geometriat pedig

2 L. az Enciklopédia Ipenen, Npoussoguas, duddepennnan, Uurerpan c. cikkeit.

28 L. az Enciklopédia Auddepenumnansuoe ucuucnenue, VurerpaabHoe ncuucneHue C.
cikkeit.

2 L. az Enciklopédia Tudpdepenunaishsie ypasuenns: c. cikkét.

30 L. az Enciklopédia Bapuaunonsoe ucuucnenue c. cikkét.
31 L. az Enciklopédia [smxenne (8 reomerpun) és [Ipeo6pasopanns (reomeTpuieckue)
<. cikkét. )

32 L. az Enciklopédia IIpoextusHasi reomerpust c. cikkét.

33 L. az Enciklopédia Ananutuueckasi reomerpus C. cikkét.

3t L. az Enciklopédia Koopaunats c. cikkét.




232 MATEMATIKA. A NAGY SZOVJET ENCIKLOPEDIA CIKKE

az ,alkalmazott matematika elsd fejezetének (a masodik fejezet példaul a
mechanikat tartalmazna). A geometria eszerint alkalmazza a ,tiszta* matema-
tika eredményeit és kialakitja sajat modszereit a geometriai alakzatok és transz-
formaciok kiilonleges vizsgalatara. A matematika fejlodésének kovetkez6 sza-
kaszaban a geometridnak ez az aldrendelt helyzete ismét megsziint.

A XVII. és XVIII. szazad algebrdja jorészt az F(x)=0 egyenlet balol-
dalanak, mint az x valtozo fiiggvényének vizsgélatdbol eredd kovetkezmé-
nyekke!l foglalkozott. A problémanak ez a kezelési modja lehetOvé tette a valos
gyokok szamdanak vizsgalatat, modszereket adott a valés gyokok elvalasztasara
és kozelitd meghatarozasara, a komplex szamok korében pedig arra vezetett,
hogy D’ALEMBERT francia matematikus — nem teljesen szigortan, de a XVIII.
szazadbeli matematikusok szamara eléggé meggy06zben — bebizonyitotta ,az
algebra alaptételét“, amely szerint barmely algebrai egyenletnek van legalabb
egy gyoke. A ,tiszta algebra“ — mely nem hasznalja fel a mennyiségek foly-
tonos valtozasanak az analizisb8l kolcsonvett fogalmat — szintén jelentos
eredményeket ért el a XVII—XVIIL. szdzadban. Elegendd a kovetkezé néhany
példara ramutatnunk: a determindnsok segitségével altalanosan eloallitottak
- tetszOleges linedris egyenletrendszer megolddsat; kidolgoztdk a polinomok
oszthatésaganak, az ismeretlenek kikiiszobolésének elméletét, stb. A tulaj-
donképpeni algebra tényeinek és modszereinek a matematikai analizis tényei-
t6l és modszereitol valo tudatos elvdlasztdsa azonban csak a legutobbi idére
jellemzé (XIX. szdzad masodik fele—XX. szdzad). A XVII—XVIIL. szézadban
az algebrat legnagyobbrészt az analizis els0 fejezetének fogtdk fel, amely a
- mennyiségek kozotti tetszOleges Osszefiiggések. vizsgalata és tetszbleges egyen-
letek megoldasa helyett csak algebrai Osszefiiggésekkel és algebrai egyenle-
tekkel foglalkozik. A )

A valtozé mennyiségek 1ij matematikdjanak megteremtése a XVII. sza-
zadban az élenjard nyugateurdpai orszdgok matematikusainak miive volt. A
XVII. szdzadban a pétervari tudomanyos akadémia is a matematikai kutatds
egyik f6 kozpontjava lesz; itt dolgozott az akkori idok egész sor Kkiilfoldi
szarmazasi kivalo matematikusa (L. EULER, D. BERNOULLI), és lassanként kia-
lakult az orosz matematikai iskola, amelynek munkdssdga a XIX. szdzad ele-
jétol kezdve nagyszerii eredményekben bontakozott ki.

XVII. szdzad. A matematika fentebb jellemzett (ij korszakdnak bekovet-
kezése szervesen oOsszefiigg annak az Uj matematikai mddszerli természet-
tudoméanynak XVII. szdzadbeli megteremtésével, amelynek célkitiizése az egyes.
természeti jelenségek lefolydsdnak altaldnos érvényii, matematikailag megfo-
galmazhatd természeti torvényekkel valé magyarazata volt. A XVII. szazadban
igazan mélyrehatd és nagyszabasti matematikai kutatdsok csak a termeszet-
tudomanyok két teriiletén folytak: a mechanikaban [GALILEI olasz tudds fel-
fedezi a testek esésének (1632, 1638), KEPLER német csillagdsz a bolygok
mozgasanak torvényeit (1609, 1619), NEwWTON angol tudos feldllitja az altala-
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nos témegvonzas torvényét (1687)] €s az optikdban [GALILEI (1609) és KEPLER
(1611)] tavesoveket készitenek, NEWTON felépiti a fény korpuszkuldris, HUYGENS
holland és HOOKE angol tudos pedig a hullamelméletét]. A természettudomany
egyéb teriiletein a matematika alkalmazasa egyel6re az elsd, legegyszeriibb
kvantitativ torvényszerliségek megallapitasdra szoritkozik [pl. BOYLE torvénye
a gazok térfogatdnak és nyomdsanak oOsszefiiggésérol (1662), HOOKE rugal-
massagtani torvénye (1660) stb.]. Mindazonaltal a XVII. szdzad racionalista
filozofidja (DESCARTES, SPINOzA, LEIBNIZ) madr felveti a matematikai modszer
egyetemességének gondolatat, amely a matematika e — par excellence filo-
zbfiai jellegli — fejlodési szakaszanak tendenciait kiilonosen vildgossa teszi.

Noha a XVII. szdzadban megjelen6 uj matematikai modszereknek a
technika problémaira valo alkalmazdsa csak a kovetkezd két évszdzadban
bontakozott ki szélesen, ,a gépek szorvanyos alkalmazdsa a XVIIL. szdzadban
valt igen fontossa, mert e korszak nagy matematikusai szdmara gyakorlati
tamaszpontot és Osztonzést jelentett a modern mechanika megteremtésére®.
(MaRrx: A toke, 1. kotet, Szikra Kiadds, Budapest, 1948., 376. oldal.)

Uj, komoly matematikai problémékat vet fel a XVII szdzadban az ora-
gyartas tokéletesedése €s az a tény, hogy hajozési célokra pontos kronomé-
terekre volt sziikség. Az ingadrak egyik feltaldléoja HuYGENS volt (1657).
Tizenhat évvel e taldlmanya utdn, 1673-ban megjelenteti ,,Ingadrdk* c. konyvét,
mely példaképe a technikai konstruktiv gondolkodds és — az akkori id6khoz
képest — finom matematikai kutatomodszerek szerves egyesitésének. Gyakor-
lati feladatokat adott a matematikanak a XVII. szazadban a kartografia, a
ballisztika és a hidraulika is. A XVII. szdzadbeli szerzok megértik és sze-
retik hangstilyozni a matematika gyakorlati jelentdségét. A XVII. szdzadban a
polgari tarsadalom fejlddése lehetdvé tette, hogy évszdzadokra elére adjanak
feladatokat a tudomaénynak, teljes mértékben felismerve e feladatok gyakorlati
értékét. A természettudomdnyokkal szoros kapcsolatot tartva. a matematika a
XVII. szézadban fejlédésének uj szakaszdba lépett. Azokat az uj fogalmakat,
amelyek a matematika régi formadlis logikai kategoridiba nem fértek be, iga-
zoltak a valosagos vilag objektive létezd osszefliggései. Igy példaul a diffe-
rencidlhdnyados fogalmanak realitdsa kovetkezett a sebesség fogalmanak redlis
létezéseébdl a mechanikaban, a kérdés tehat nem tgy vet6dott fel, hogy logi-
kailag igazolhato-e a differencidlhanyados fogalma, hanem tgy, hogy hogyan
igazolhato.

A XVII. szazad matematikai vivmanyainak sordt a logaritmus™ felfede-
zése nyitja meg. NAPIER skot matematikus, mikor tablazatait 1614-ben kozzé-
teszi, ezek megszerkesztésénél nem a szdmtani és a mértani haladvany rég-
ota ismert tulajdonsdgaira hivatkozik, hanem abbol indul ki, hogy a szdmok
véaltozdsakor a logaritmus ,folyamatosan“ valtozik — azaz elsének vezeti be

3 L. az Enciklopédia Jlorapugm c. cikkét.

16 Matematikai és Fizikai Osztdly Kozleményei
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az olyan folytonos fiiggvény fogalmat, amely nincs eldére megadva semmiféle
algebrai kifejezéssel vagy geometriai konstrukcioval. 1637-ben DESCARTES™
francia matematikus ko6zzéteszi ,Geometrid“-jat, amely a koordinatamddszer
alapjait, valamint a gorbék osztalyozésat tartalmazza. A gorbék osztalyozasa-
nal Descartes megkiilonbozteti egymastdl az algebrai é€s transzcendens gorbé-
ket. Az algebrai gorbéket ,fajok“ szerint osztdlyozza (m-edfaju gorbéknek az
akkori terminolégia szerint azokat tekintették, amelyeket ma (2m—1)-ed- és
2m-edrendiieknek neveziink). Az algebraban vizsgaljdk a tetszéleges foku
egyenletek valds gyokeit, szoros kapcsolatban azzal a ténnyel, hogy a P(x) =0
egyenlet valos gyokei elballithatok az y— P(x) gorbének az abszcisszaten-
gellyel valé metszéspontjaival (DESCARTES, NEWTON és ROLLE francia mate-
matikus). FERMAT francia - matematikus .- maximum-minimum-vizsgalatai és
gorbeérintd-meghatarozasai lényegileg mar differencidlszamitasi modszereket
tartalinaznak, noha ezek a modszerek még nincsenek kikristalyosodva, és a
yderivalt, ,differencial“ szavakat még nem ejti ki. A végtelen kicsiny meny-
nyiségek analizisének masik kiindulépontja KEPLER német csillagdsz (1615)
és CAVALIER! olasz matematikus (1635) altal kifejlesztett ,oszthatatlan elemek
mddszere“, amelyet KEPLER €és CAVALIER! forgdstestek kobtartaimanak meg-
hatdrozédsara és tobb mds probléma megolddsaban haszndltak fel. Ebben az
a valodi elvi 1j, amelyet a végtelen kicsiny mennyiségek analizisének alap-
fogalmai jelentenek, misztikus formdban, megoldatlan ellentmondasként jelent-
kezik (igy példaul a test kobtartalma és a kobtartalom nélkiili sikmetszetek
~ kozott, amelyek alapjan a kobtartalom meghatdrozando). Erthetd tehat, ha
KEPLER és CAVALIERI modszereit GULDIN svajci matematikus, aki szivesebben
hasznalta a klasszikus, szigorti exhausztids modszert, kritikdval fogadta. A
végtelen kicsiny mennyiségek -minden tovabbi nélkiili hasznalata azonban
dontd gyozelmet aratott FERMAT és PASCAL francia matematikusoknak, vala-
mint WALLIS angol matematikusnak a teriiletek meghatarozasarél (,kvadratu-
rakrol“) szolo6 munkdival. igy 1ényegében geometrlallag megalapoztadk a diffe-
rencidl- €s integralszamitast.

Ezzel parhuzamosan indul fejlddésnek a végtelen sorok elmélete.” A leg-
egyszerlibb sorok tulajdonsdgait — kezdve a geometriai soron, mely a kozon-
séges torteknek szakaszos tizedestortek alakjaban valo el6allitisa kapcsan

1 —
14+x
=1—x+x—-.. sorfejtés integralasaval megkapja a log (1+4x) fiiggvény
hatvanysorat (1668). NEWTON el6allitja a binomialis formulat tetszéleges kite-
vore, az (1—x%) " fiiggvény sorfejtésének integralisaval megkapja arc sin x
sorfejtését, végiil meghatarozza az y=1log (1 +x) és y=arc sin x fiiggvények

meriilt fel — WALLIS vizsgalta (1685). MERCATOR német tudos az

36 L. az Enciklopédia [exapr c. cikkét.
31 L. az Enciklopédia Psaaur c. cikkét.
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inverzeinek sorfejtését:
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A végtelen sorok elméletének tovabbi fejlesztésében résztvett a XVil. szazad-
nak majdnem minden matematikusa (WALLIS, HUYGHENS, LEIBNiZ, J. BERNOULLI
és masok). Meg kell jegyezniink, hogy a XVII. szazadbeli szerzoknek elég
vildgos fogalmaik voltak a sorozatok hatarértékér6l és a sorok konvergencia-
jarol; sziikségesnek tartottdk, hogy az altaluk hasznalt sorok konvergenciajat
bebizonyitsdk. A koordindtarendszer megalkotasaval és a mechanikai irdnyitott
mennyiségek (sebesség, gyorsulds) fogaimainak elterjedésével a negativ szam
fogalma teljesen szemléletes és vildgos lett. A komplex szamok viszont, ame-
lyek ugyanigy, mint azeldtt, az algebrai apparatus melléktermékei maradtak,
lényegében tovabbra is csak terméketlen vitdk targyat alkottdk. A leghataro-
zottabban A. GIRARD holland matematikus ismerte fel 6ket, aki elsének jelen-
tette ki (1629), hogy minden n-edfoku egyenletnek n gyoke van (ami, mint
ismeretes, csak a komplex szamok korében igaz és csak akkor, ha a tobb-
szbros gyokok multiplicitdsat figyelembe vessziik).

A differencigl- és integrdlszdmitds tulajdonképpeni feifedezése a XVII.
szdzad utolsO harmadaban tortént. A publikdcid szempotjabol e téren az elsé-
ség LEIBNizet® illeti, aki 1682— “86-ban kozzétett cikkeiben részletesen kifej-
tette ennek az Gj diszciplindnak az alapgondolatait. Az alapvetdé eredmények
tényleges elérésének idejét tekintve viszont a differencidl- és integralszamitas
felfedezbjének joggal tekinthetjiik NEwTONt¥, aki 1665—66-ban jutott el az
alapgondolatokhoz. ,Analizis egyenletek segitségével® c. miivét kéziratban
atadta BARROW €és COLLINS angol matematikusoknak; a kézirat tartalma az
angliai matematikusok kozott széles korben ismeretessé valt. ,A fluxiok moéd-
szere“ ¢. miivét, melyben elméletének teljes targyaldsat adja, 1670—T71-ben
irta meg (a mit kiaddsara 1736-ban keriilt sor); LEiBNIZ pedig csak 1673-
ban kezdte meg a végtelen kicsiny mennyiségek analizisére vonatkozd vizs-
galatait. NEWTON és LEIBNIZ voltak az elsdk, akik altalanossdgban tekintették
a fiiggvények differencidlasdnak és integraldsanak — az tj diszciplindban
alapvetd szerepet jatsz6 — miiveletét, felfedezték a két miivelet egymadssal
valo kapcsolatat (azaz a Newton—Leibniz-formulat) és altalanos, egységes
szabalyokat adtak a két miivelet elvégzésére. A probléma megkozelitése azon-
ban mds NEwWTONnal és mas LEiBNiznél. NEwTON a ,fluens® (valtoz6 meny-
nyiség) és a fluens ,fluxidja“ (valtozadsdnak sebessége) fogalmabol indul ki.

38 L. az Enciklopédia Jlei6uny c. cikkét.
3 L. az Enciklopédia Hiotou c. cikkét.
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Az adott fluensek fluxidinak, valamint a fluxidk kozotti Osszefiiggéseknek a
fluensek alapjan torténé meghatarozasédnak direkt feladataval (ez a differen-
cialas és a differencidlegyenietek felallitdsanak problémadja), azt az inverz fel-
adatot allitja szembe, amely a fluxiok kozotti adott dsszefiiggésekbdl a fluen-
sek meghatdrozasat koveteli meg — azaz, rogton felveti a differencidlegyen-
letek integraldsanak altalanos feladatat; a primitiv fiiggvény meghatarozasa

specialis esetként, mint a %-—xf(x) differencidlegyenlet integrdlasa szerepel.
Ez a szenipont NEWTON, a matematikai természettudomany megalkotdja szd-
mara teljesen természetes: az 6 fluxioszamitisa annak a gondolatnak egyszerii
tiikrozb6dése, hogy az elemi természeti torvények differencidlegyenletekkel
fejezhet6k ki, ahhoz pedig, hogy az e differencidlegyenletek altal leirt folya-
matok menetét elére meg tudjuk mondani, a differencidlegyenletek integrala-
sdra van sziikség.* LEIBNIZ szamdra a kozponti kérdés a véges mennyiségek-
kel foglalkozd algebrarol a végtelen kicsiny mennyiségek algebrajara valo
atmenet problémdja; az integralt mindenekeldtt végtelen sok végtelen kicsiny
mennyiség Osszegeként fogja fel, a differencidlszamitds alapfogalma pedig
nala a differencial, azaz a valtoz6 mennyiségek végtelen kicsiny novekményé-
nek fogalma. (Ezzel szemben NEWTON, miutan bevezette az &ltala ,momen-
tum“-nak nevezett megfeleld fogalmat, késobbi munkaiban igyekszik azt
kikiiszobolni.) Attol kezdve, hogy LEBNIz kozzétette munkait, a kontinentdlis
Europaban a differencidl- €s integralszdmitds, a differenciabegyenletek integ-
raldsa és az analizis geometriai alkalmazédsai terén intenziv kozds munka
indul meg, amelyben LEIBNIzen kiviil résztvesznek J. BERNOULLI, I. BERNOULLIL*
L’HospPITAL francia matematikus és mdasok is. Ekkor alakul ki a matematikai
munka mai modszere: az elért eredményeket rovid idén beliil kozlik folyd-
iratokban, és a tobbi matematikusok ezeket vizsgalataikban mindjart fel is
hasznaljak. ‘

Az analitikus geometridn kiviil, szoros kapcsolatban az algebrdval és az
analizissel, kifejlodik a differencidlgeometria* {ennek teriiletén meg kell emli-
teniink a gorbiileti sugar fogalmanak bevezetését KEPLER altal (1604), HUYGHENS.
vizsgdlatait az evolutdkrdl és evolvensekrdl (1673), stb.]; a XVII. szdzadban
megalapozzak a tiszta geometria tovabbi fejl6dését, f6ként a projektiv geo-
metria alapfogalmainak megteremtése irdnydban. DESARGUES francia matema-
tikus a perspektiva elméletével foglalkozva (1636) kifejtette a végtelen tavoli
térelemek fogalmanak egész rendszerét, bevezette az involucié fogalmat stb.
A kupszeletek elméletét projektiv geometriai szemszogb6l DESARGUES (1639),
PascaL (1640) és LAGUERRE (1685) francia matematikusok dolgozzdk ki.
A XVII. szdzad tobbi felfedezése koziil meg kell emliteniink még: a szam-

40 L. az Enciklopédia daykcnit ucuncaenue c. cikkét.
41 L. az Enciklopédia 5. Bepuynnu, ill. U. Bepuyanu c. cikkeit.
42 L. az Enciklopédia dndpeperuuansias reometpnst c. cikkét.
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elmélet terén a teljes indukcié elvének megfogalmazasat (PascaL, 1665) és
FERMAT mélyenjard kutatdsait, amelyek jelentékeny részben meghataroztak
€ tudomanydg tovabbi fejl6dését; a kombinatorika alapfogalmainak kidol-
gozdsat (FERMAT, PascaL, LEIBNIZ); az els6 valosziniiségszamitasi munkakat
(FERMAT, PascaL), amelyek a szdzad végén elvi jelentbségii eredményben
csucsosodtak ki: J. BERNOULLI a legegyszeriibb alakban felfedezte a nagy
szamok torvényét (ennek publikdldsdra 1713-ban keriilt sor); a lanctortek
elméletét [CATALDI olasz (1613), SCHWENTER német matematikus (1617, 1618),
WaLLls (1656), HUYGHENS (1703)]; a hatarozatlan egyiitthatok modszerét
(DESCARTES, 1637); a poliéderekr6l szold un. Euler-tétel megfogalmazdsadt
(DESCARTES, 1620 koriil). Be kell szamolnunk még az elsd szamologépek
PascaL (1641) és LeiBNiz (1673—74) altal valé megkonstrudlasardl is; ez
egyébként sokaig gyakorlati kovetkezmények nélkiil maradt.

XVIII. szdzad. A XVIII. szazad elején még folytatja munkajat az analizis
megteremtdinek nemzedéke (NEWTON, LEIBNIZ). A matematikai kutatasok alta-
lanos stilusa azonban lassanként megvaltozik. A XVII. szdzadban elért, a mod-
szer ujdonsdga altal lehetdvé tett sikerek elsésorban az alapgondolatok merész-
ségének és mélységének voltak koszonhet6k. Ennek kovetkeztében a mate-
matika kozelebb jutott a filozofidhoz. A XVIII. szdzad elején a XVII. szazad-
ban megteremtett matematikai diszciplindk fejlddése elérte azt a szinvonalat,
amelyen a tovabbhaladds mar els6ésorban a matematikai appardtus miivészi
kezelését és a nehéz feladatokra meglepd keriilokon vald megolddsaban meg-
nyilvanulo taldlékonysagot igényelt. A XVIII. szazad két legnagyobb matema-
tikusa koziil EULER* pétervari akadémikus ennek a virtudz tendencianak a
legkiemelked6bb képviseldje; LAGRANGE* francia matematikus, aki a meg-
oldott problémak mennyisége és sokfélesége tekintetében talan elmarad EULER-
tol, abban tiinik ki, hogy a ragyogé technikit szélesen Aaltalanosito koncep-
ciokkal egyesiti, ami jellemz6 vonasa volt a XVIII. szazad masodik felének
a felvildgosodas gondolkozoinak nagy filozéfiai mozgalmaval szoros kapcso-
latban allo francia matematikai iskoldjara. A matematikai analizis apparatu-
sanak szokatlan ereje altal keltett lelkesedés természetszeriileg azt a hitet kelti,
hogy ez az appardtus egészen automatikussa valhat, és hogy a matematikai
szamitasok korrektek akkor is, ha olyan szimbolumokat is tartalmaznak, ame-
lyeknek nincs értelmiik. Mig e végtelen kis mennyiségek analizisének meg-
teremtésekor ‘az volt a probléma, hogy logikailag nem tudtak megbirkozni
olyan fogalmakkal, amelyek pedig szemiéletesen teljesen meggy6zbek voltak,
most nyiltan hirdetik, hogy a kozonséges szabdlyok szerint lehet szdmolni
olyan matematikai kifejezésekkel is, amelyeknek nincs kozvetlen értelmiik,
anélkiil, hogy akar a szemléletre, akar az ilyen miiveletek jogosultsdganak

43 L. az Enciklopédia diizep c. cikkét.
4 L. az Enciklopédia Jlarpawxk c. cikkét.
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valamiféle logikai igazoldsdra tdmaszkodndnak. A régibb nemzedék képviseldi
koziil mind jobban efelé az irdny felé hajlik LEBNIZ, aki 1702-ben a racio-
nalis tortek képzetes kifejezésekre vald bontds utan torténd integraldséval
kapcsolatban ,az idedlis vilag csoddlatos beavatkozasardl“ és ehhez hasonlok-
rél beszél. A redlisabb bedllitottsagti EULER nem beszél csodakrol, ellenben
elfogadja a képzetes szamokkal és a divergens sorokkal val6 szamolds
jogosultsdgat, mint olyan tapasztalati tényt, amelyet megerdsitenek hasonlé
atalakitasok atjan kapott mas eredmények. [Igy példaul EULER szerint
+1—142—64+24—120----- +(—1)"n!+--- = 0,5963475922 . ..]. EULER
és MACLAURIN skét matematikus mindazonaltal megkezdik a végtelen kicsiny
mennyiségek analizisének racionalis megalapozdsira irdnyuld munkat. Ennek
az iranynak a XVIII. szdzad matematikusai kozil a logikai szigorusagra és a
vilagossagra a legkovetkezetesebben torekedd képviseldje D’ALEMBERT *® francia
enciklopédista. Igy az analizis logikai alapjait illetdleg D’ALEMBERT példaul
a végtelen nagy és végtelen kicsiny véaltozO mennyiségek tekintetében, vagy
a differencidlhanyadosrol, mint két végtelen kicsiny mennyiség hanyadosanak
véges hatarért¢kérd] nagy vonasokban egészen modern nézeteket vall. A mate-
matikai analizis megalapozasara iranyulo kiilonboz6 modszerek komoly kriti-
kajarol nevezetes Sz. J. GURJEVICS orosz matematikusnak ,OneiT 06 ycosep-
menun Inementos reometpun (Kisérlet a geometria elemeinek tokéletesebbé
tételére) c. munkdja (1798). Az analizis rendszeres logikai megalapozdsa azon-
ban csak a XIX. szdzadban valosult meg. Ennélfogva LAGRANGE, akit kor-
tarsainak kifogasolhatdé elgondolasai nem elégitettek ki, kisérletet tett arra,
hogy egyszerre kiiszobolje ki az Osszes nehézségeket, mind azokat, amelyek
magéaval a figgvényfogalommal, mind pedig azokat, amelyek a végtelen
kicsiny mennyiségek analizisének megalapozasaval voltak kapcsolatosak, és
tisztan algebrai allaspontra helyezkedett: nem magukat a fiiggveényeket tekin-
tette, hanem Taylor-sorukkal helyettesitette Gket, és ily modon a differencidlast
és integralast, valamint az analizis Osszes egyéb miiveleteit visszavezette a
sorok egyiitthatdival vald algebrai miiveletekre.

Mig a XVII. szazad legkivalobb matematikusai igen gyakran egyuttal
filozofusok vagy kisérleti fizikusok is voltak, a XVIII. szdzadban a matema-
tikai tudoméanyos munka Onallo foglalkozdssd valt. A XVIII. szidzad mate-
matikusai kiilonboz6 tarsadalmi rétegekbdl szarmazo emberek, akik matema-
tikai képességeikkel koran kivaltak és gyors akadémikus karriert futottak be.
(EuLER példaul bazeli lelkészcsaladbdl szarmazott, 20 éves kordban hivtak
meg adjunktusnak a pétervari Tudomanyos Akadémidhoz, 23 éves kordban
ugyanott professzor lett, 37 éves kordban pedig a berlini Tudomanyos Aka-
démia matematika-fizikai szakosztilydnak elntke; LAGRANGE francia tiszt fia
volt, 18 éves koraban professzor Torindban, 30 éves koraban a berlini Tudo-

4 L. az Enciklopédia [’'AaxamGep c. cikkét.
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manyos Akadémia matematika-fizikai szakosztalyanak elndke; LAPLACE francia
paraszt fia, 18 éves koraban a beaumonti katonai iskola el6adé6ja, 20 éves
kordban a pdrizsi katonai iskola professzora, 37 éves kordban pedig a périzsi
tudomanyos akadémia tagja lett.) Emellett azonban a matematikai jellegii
természettudomanyok (mechanika, elméleti fizika), valamint a matematika
technikai alkalmazdsai a matematikusok tevékenységi korében maradnak.
EuLer hajokonstrukcios €s optikai problémakkal foglalkozik, LAGRANGE meg-
teremti az analitikus mechanika alapjait. LAPLACE, aki alapjdban véve mate-
matikusnak tartotta magat, koranak egyik legkivalobb csillagasza és fizikusa
is volt — és igy tovabb.

Térjiink at a XVIII. szdzad matematikai eredményeinek az egyes terii-
letek szerinti felsorolasara. Kezdjiik a szamelmélettel. EULER, LAGRANGE és
LEGENDRE francia matematikus munkainak eredményeként a szdmelmélet veszi
fel els6nek rendszeres tudomdny jellegét. LAGRANGE megadta a masodfoku
hatarozatlan egyenletek altaldnos megoldasat (1769-ben, kozzétéve 1771-ben).
EuLERr felfedezte a kvadratikus maradékok * reciprocitdsi tételét (1772, kozzé-
téve 1783-ban). Ugyand a primszamok vizsgdlataiba bevonta az un. zeta-
fiiggvényt ¥ . és ezzel lerakta az analitikus szameimélet alapkovét.

Lanctortbefejtés segitségével EULER bebizonyitotta (1737, kozzétéve 1744-
ben) e és ¢, LAMBERT német matematikus pedig (1766, kozzétéve 1768-ban)
st irracionalitdsat. Az algebrdban CRAMER svajci matematikus 1750-ben a
linedris egyenletrendszerek -megoldasara bevezette a determindnsokat (ezeket
mar LEIBNIZ is ismerte, de felfedezését nem publikalta). A linearis algebra
tovabbfejlesztésével foglalkozott LAPLACE és VANDERMONDE francia matema-
tikus. NEwTON, EULER és BEzouT francia matematikus kidolgoztdk a poli-
nomok oszthatésaganak és az ismeretlenek kikiiszobolésének elméletét. EULER
tapasztalati ténynek tekintette, hogy minden algebrai egyenletnek van A + B} —1
alaku gyoke. Lassanként gyokeret ver az a meggy6z6dés, hogy altalaban min-
den képzetes kifejezés  (nemcsak az algebrdban, hanem az analizisben is)
A-+BJ—1 alakra hozhat6. D’ALEMBERT bebizonyitotta (1748), hogy polinom
abszolut értékének nem lehet zérustdl kiilonb6z6 minimuma (€ez az un.
D’Alembert-lemma), és ezt az eredményt gy tekintette, mint annak bizonyi-
tasat, hogy minden algebrai egyenletnek van gyoke. MOIVRE angol matema-
tikusnak és EUuLErnek a komplex vdltozo exponencidlis és trigonometrikus
fiiggvényei kozti osszefiiggést megadd formuldi a komplex szdmok analizis-
beli alkalmazasanak- tovabbi boviilésére vezettek. NEWTON, STIRLING skot
matematikus és EULER megvetették a differenciaszamitds alapjat*; LAGRANGE
pedig szimbolikus szamitasi médszert fejlesztett ki a 4 és d operdtorok pozi-
tiv és negativ kitevdjii hatvanyainak bevezetésével ; LAPLACE 4ltaldnos mod-
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szereket talalt a differenciaegyenletek megolddsara. TAYLOR angol matematikus
(1715) felfedezte a rola elnevezett formulat, mely lehetdvé teszi barmely fiigg-
vény hatvanysorba fejiését. A XVIII. szdzadbeli kutatoknal, kiilondsen EULER-
nél, a sorok az analizis egyik leghatékonyabb és legrugaimasabb eszktzévé
vainak. D’ALEMBERT-tel megkezdddik a sorok konvergenciakritériumainak
komoly vizsgélata. EULER, LAGRANGE és foként LEGENDRE megkezdik az ellip-
tikus integralok vizsgalatat; ezek voltak az els® olyan nem elemi fiiggvények,
amelyeket mélyrehatd specialis vizsgalatnak vetettek ala. 1. BERNOULLI, Ric-
CATI olasz matematikus, D. BERNOULLL* EULER és CLAIRAUT francia mate-
matikus els6- és masodrendli kozonséges differencidlegyenletek djabb tipu-
sainak megoldasat talaljdk meg. EULER adta meg az els6 modszert a
tetsz6legesrendii alland6 egyiitthatéji linedris differencidlegyenletek megolda-
sdra (1739, kozzétéve 1743-ban). D’ALEMBERT differencidlegyenlet-rendszereket
vizsgalt. LAGRANGE és LAPLACE kiépitették a tetszleges rendil linearis differen-
cidlegyenletek megoldasanak &ltalanos elméletét; EULER, MONGE francia mate-
matikus és LAGRANGE megvetették az elstrendii, EULER, MONGE és LAPLACE
pedig a masodrendi parcidlis differencidlegyenletek aitalanos elméletének
alapjait. Kiilonos jelentdségii volt itt a rezgd hir egyenlete, valamint a fligg-
vények trigonometrikus sorokba fejtésének ezzel kapcsolatos bevezetése, ezzel
osszefliggésben EULER, D. BERNOULLI, D’ALEMBERT, MONGE ¢és LAGRANGE
kozott vita keletkezett a fiiggvényfogalomrol,” ami el6készitette az analitikus
kifejezés fogalma és az altalanos fiiggvényfogalom kozti viszony tisztdzdsa
terén a XIX. szazadban elért eredményeket. Végiil az analizisnek a XVIII.
szazadban keletkezett fejezete a variacidoszdmitds, amelyet EULER és LAGRANGE
teremtett meg. A. MOIVRE, ]. BERNouLLl, P. LapLACE és T. BAYES angol
matematikus a XVII—XVIII. szdzad specialis eredményei alapjan leraktdk a
valosziniiségszamitas ™ alapjait.

A geometria teriiletén EULER betetdzte az elemi analitikus geometria
rendszerét. NEWTONtO! kezdve rendszeresen vizsgdltdk a harmadrendii gorbé-
ket. WARING angol matematikus felfedezte a tetszdleges rendii algebrai gorbék
tobb tulajdonsagat. EULER, CLAIRAUT, MONGE és MEUSNIER francia matema-
tikus munkaikban leraktdk a térgorbék és a feliiletek differencidlgeometriaja-
nak alapjait. A differencidlgeometria problémai a parcidlis differencidlegyen-
letek elmélete fentebb emlitett fejlodésének egyik f6 forrdsat alkottdk. LAMBERT
kifejleszti a perspektiva elméletét, MONGE pedig vegleges formdba Ontétte az
abrazold geometriat.™

Ebbél az attekintésbdl lathatd, hogy a XVIII. szdzad matematnka]a mely
a XVII. szdzad eszméin alapult, a munka lendiilete tekintetében messze feliil-
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multa az elé6z6 szazadokat. Ez a felvirdgzds foleg az akadémidk tevékeny-
ségével kapcsolatos; az egyetemek kisebb szerepet jatszottak. A legnagyobb
matematikusoknak az egyetemi oktatdstol valo tdvolmaradasa megtériilt azzal,
hogy az igy felszabadulé energiat tankonyvek és terjedelmes specialis vizs-
galatokat is magukban foglald traktitusok megirdsara hasznalhattak. Uj lokeést
adott a tudomany szervezetének a XVIII. szdzad végén a francia polgéri for-
radalom. A legnagyobb matematikusok (LAGRANGE, LAPLACE, LEGENDRE,
MONGE) bekapcsolddnak a mértékek méterrendszerének megalkotdsaba, a dél-
kor hosszuisdganak ezzel kapcsolatos megmérésébe, az dllami eszkdzokkel meg-
szervezett Uj trigonometriai tdblazat-kiszdmitasokba stb. A matematika tovabbi
fejlodésére legjelentdsebbnek bizonyult a parizsi Ecole Polytechnique niegala-
pitasa 1794-ben, MONGE vezetése alatt; a XiIX. szdzad elején ez az iskola
lett a francia matematikai kultura f6 kdzpontja.

1. A MODERN MATEMATIKA

A XIX. és a XX. szdzadban a matematikai analizisnek a XVII. és a XVIIL
szdzadban keletkezett Osszes agai erbteljesen tovabbfejlodtek. Rendkiviil ki-
boviilt a XIX. és a XX. szdzadban a matematikai analizis alkalmazasa a ter-
mészettudomany €s a technika altal felvetett problémak megoldasara. E meny-
nyiségi novekedés mellett azonban a XVIIl. szdzad legvégén és a XIX. szdzad
elején a matematika fejlédésében tobb lényegileg uj vonas is megfigyelhetd.

1. A matematika targyanak boviilése

A XVII. és a XVIHI. szazadban felhalmozodott hatalmas mennyiségii tény-
anyag sziikségessé tette a mélyenszanto logikai elemzést és a matematika anya-
ganak 1j szempontok alapjan vald csoportositdsat. A komplex szdmok geomet-
riai interpretacidjanak megalkotdsa és felhasznalasa [WESSEL din geodéta (1799)
€s ARGAND francia matematikus (1806)], annak bebizonyitdsa, hogy az altalanos
alaku otodfokii egyenletek gyokok segitségével nem oldhatok meg [RUFFINI
olasz (1799) és — szigortibban — ABEL norvég matematikus (1824)], a komp-
lex véltozds fliggvénytan alapjainak lerakdsa CAucCHy francia matematikus
altal, CaucHynak a végtelen kicsiny mennyiségek analizisének szigorid meg-
alapozasara iranyuld munkdi, a nem-euklideszi geometria megteremtése
[N. I. LoBacsevszki) (1826),* kozzétéve 1829—30-ban, és BoLYAl JANOS
magyar matematikus (1832)], Gauss német matematikus munkai a feliiletek
belsé geometridja terén (1827) — ezek a matematika fejlédésében a XVIII. és
a XIX. szdzad hatérdn kikristdlyosodd uj irdnyok legjellemzobb példai.

53 L. az Enciklopédia JloGauesckuit c. cikkét.
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A matematikdnak a természettudomannyal vald kapcsolata lényegében
ugyanolyan szoros marad, mint azel6tt, de most bonyolultabb formakat oltstt.
A nagy, uj elméletek nem csupan a természettudomdnyban és a technikaban
felmeriilt problémak kozvetlen hatasira jelennek meg, hanem maganak a
matematikdnak belsd sziikségletébdl is. Alapjadban véve ilyen jellegii volt a
komplex valtozos figgvénytan kifejlodése, amely a XIX. szdzad elején és
kozepén az egész matematikai analizisben kozponti helyet foglalt el. A fejlo-
dés f6 vonala itt abban ailt, hogy a komplex szdmkorre valo attérés vilago-
sabbakka és attekinthet6bbekké tette a vizsgalt fliggvények tulajdonsagait. A kom-
plex vdltozos fiiggvények kozvetlen redlis (példaul konform &brédzolast elo-
allitd fiiggvényekként valo) alkalmazdsa irdnti széles érdeklddés csak késébb
alakuit ki, noha az ilyen alkalmazasok lehetéségére mar EULER ramutatott.

A matematika belsé fejlodésének eredményeként keletkezd 1j elméletek-
nek még jelentdsebb példdja LOBACSEvszKi) ,elképzelt geometridja“.* LOBA-
CSEVSZKIJ igyekezett tisztazni, hogyan keletkeznek a geometriai alapfogalmak
az anyagi val6sagbol és ennek, valamint a kozonséges euklideszi geometria
logikai analizisének eredményeképpen ismerte fel az 0j geometriai rendszer
lehetOségét. Magdnak LoBacsevszkijnek csak néhdny integral kiszamitdsara
sikeriilt alkalmaznia geometridjat. Késébb felfedezték a Lobacsevszkij-geomet-
ridnak a feliiletelmélettel és a transzformacios csoportok elméletével vald
szoros kapcsolatat, alkalmaztdk ezt a geometriat fontos analitikus fliggvény-
osztalyok vizsgalatira stb. LOBACSEVSzKIjnek az a javaslata, amelyben lehet-
ségesnek tartotta geometriai eszméinek a valosagos fizikai tér vizsgalatira
valé alkalmazdsat, csak a XX. szdzadban, a relativitiselmélet ‘megalkotdsaval
valt valosagga.”

Még egy példat hozhatunk fel arra, hogyan nyert nagyszerii igazolast a
kordbban felfedezett matematikai tényeknek a XVIIl. szazad végén és a XIX.
szazad elején 4ltalanosabb nézdpontokbol tortént feliilvizsgalasa a XIX. szdzad
masodik felében és a XX. szdzadban felmeriilt természettudomanyi problé-
makban. A csoportelmélet™ ugy keletkezett, hogy annak idején LAGRANGE a
magasabbfokii algebrai egyenletek gyokokkel valé megoldhatosdganak prob-
lémajaval kapcsolatban foglalkozott a szubsztitiicids csoportokkal. Eppen ebbdl
indultak ki RuFFiNInak és ABELnek a fentebb emlitett eredményekre vezetd
vizsgélatai, amelyekre valamivel kés6bb GaLois francia matematikus tette fel
a koronat azzal, hogy szubsztiticiés csoportok segitségével véglegesen eldon-
totte azt a problémat, milyen feltételek mellett oldhaté meg tetszéleges foku
algebrai egyenlet gyokokkel (1830—32, kozzétéve 1832-ben és 1846-ban).
A XIX. szazad kozepén A. CAILEY angol matematikus megadta a csoport
fogalmanak 4ltalanos ,absztrakt definicidjat. S. LIE norvég matematikus,
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altalanos geometriai problémakbol kiindulva, kidolgozta a folytonos csoportok *
elméletét. Es csak mindezek utdn allapitotta meg ]. Sz. FJODOROV orosz krisz-
tallografus és geométer (1890), valamint SCHOENFLIESS német matematikus
(1891), hogy a kristilyok szerkezete™ csoportelméleti torvényszeriiségeket
mutat; még késébb igen hatékony "kutatdsi segédeszkdz lett a csoportelmélet
a kvantummechanikdban.

A mechanikai és fizikai problémdk kozvetlenebb és 4allandobbe® hatasara
alakul ki a vektor- és tenzoranalizis. Mindinkdbb megmutatkozott ugyanis,
hogy a mechanika és a fizika szempontjabdl ,skalaris“-nak nevezett mennyi-
ségek, amelyek a valds szamfogalom kialakuldsanak eredeti materiélis alapjat
alkottak, csak specidlis esetei a tobbdimenziés mennyiségeknek. E tobbdimen-
zios mennyiségek kozotti fiiggvénykapcsolatokkal foglalkozik a vektor- és
tenzorszamitds.” A vektor- és tenzorfogalomnak végtelen sok dimenzios meny-
nyiségekre valo kiterjesztését a funkciondlanalizis® hajtja végre, szorosan
kapcsolodva a kvantummechanika kovetelményeihez.

lly modon a matematika altal vizsgalt mennyiségi vonatkozdsok és tér-
formdk kore mind a matematika belsé sziikségleteinek eredményeként, mind
a természettudomdnyban fellépd problémdak igényeinek megfeleléen hatalma-
san kiboviil: kiterjed a tetszbleges csoportok elemei, a vektorok, operatorok,
fiiggvényterek kozti vonatkozdsokra, a tetszdleges dimenzioji terekben eldfor-
dulé formdk egész sokféleségére stb. Ha a ,mennyiségi vonatkozasok“ €s
Stérformak“ kifejezéseket ebben a kibOvitett értelemben tekintjiik, akkor a
matematikdnak cikkiink elején idézett definicidja kiterjesztheté a matematika
uj, modern fejlédési szakaszara is.

A matematika fejlodésének a XIX. szdzadban kezd6ddé legutobbi kor-
szakdban a lényegesen uj vonds az, hogy a vizsgalat tdrgyat alkotd mennyi-
ségi vonatkozdsok és térformak sziikséges kibovitésének problémai a mate-
matikusok tudatos és aktiv érdeklddésének targyava lesznek. Mig azel6tt pél-
daul a negativ és a komplex szamok bevezetése, valamint a veliik valé mii-
veletek szabdlyainak pontos megfogalmazdsa hosszadalmas munkat igényelt,
addig most a matematika fejlédése megkovetelte a felmeriild sziikségletek
szerint 1ij geometriai rendszerek 1j, nem kommutativ, s6t nem asszociativ
»Szorzast* tartalmazo algebrdk stb. tudatos és tervszerii megalkotdsara szol-
galo modszerek kidolgozasat. Ma példaul az, hogy nem kell-e valamilyen
kontakt relékapcsolds-tipus analizise és szintézise kedvéért egy 1j ,algebrat”
felépiteni 1) miiveleti szabalyokkal, a mindennapos technikai-tudomanyos gya-
korlatban semmiféle kiilonosebb csodalkozdst nem keltd kérdés. A matema-
tikai gondolkoddsmdd egész felépitésének azt a XIX. szdzad folyaman tortént
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atalakulasal, amely ide vezetett, fontossag tekintetében alig lehet talbecsiilni.
Ebb6! az elvi szempontbdl a XIX. szdzad elejének matematikai felfedezései
koziil LoBacsevszkiy nem-euklideszi geometridja a legfontosabb. Ennek a
geometridnak a példdjan dolt ugyanis meg az ezeréves fejlddés &ltal szente-
sitett matematikai axioirdk allandoésagaba vetett hit, értették meg azt, hogy
olyan helyesen végrehajtott absztrakcid utjan, mely elveti a belsd logikai
sziikségdzerliség aital nem indokolt korabbi korlatozasokat, tj matematikai
elméletek alkothatok, és bizonyult be az, hogy az ilyen absztrakt elméletek
az id6 folyaman mind szélesebb korii, teljesen konkrét alkalmazasra keriil-
hetnek.

A matematika targyanak definiciojaval kapcsolatos fenti megjegyzésiinkhoz kiegészi-
tésképpen meg kell jegyezniink, hogy ha a . mennyiségi vonatkozasok* kifejezést elég széles
értelemben tekintjitk, akkor a térformak a mennyiségi vonatkozasok specialis eseteinek
tekinthet6k, ugyhogy ebb6l a szempontbdl nézve a dolgot, a ,térformak“ kiilon megemii-
tése a matematika definici6jaban csupan azt a célt szolgdlja, hogy jelezze a matematika
geometriai részeinek viszonylagos ©Onallésigat. A mennyiségi vonatkozasokat (a kifejezés
altalanos filozofiai értelmében) az jellemzi, hogy — a minOségi vonatkozasoktol eltéréleg
— nincs koziik azoknak a dolgoknak a konkrét természetéhez, amelyek kozott fennallnak.
Ezért kiilonithetdk el teljesen a mennyiségi vonatkozasok konkrét tartalmuktol, mint olyan
valamitdl, ami a dolog [ényege szempontjabd! érdektelen (l. Excersnek cikkiink elején idé-
zett mondatait). igy példaul valamely (meghatarozott) szam ugyanaz marad, fiiggetleniil
attol, hogy milyen dolgok szamat fejezi ki; az y==ax - b linearis 6sszefiiggés mindig
ugyanaz marad, fiiggetleniil attdl, hogy x-szel és y-nal mit jeloliink stb. Mondhatjuk, hogy
a mennyiségi vonatkozasok tiszta vonatkozasok, oly moédon értve ezt, hogy a konkrét
valosagbol, amelyb6l absztrahdlddtak, nem tartanak meg egyebet, mint amit definicidjuk
eldir. A mennyiségi vonatkozasoknak ezekbél az altalanos tulajdonsagaibol konnyen meg-
magyarazhatok a matematikinak — mint a mennyiségi vonatkozasok tudomanyanak —
alapvet6 sajatsagai. A matematika tiinyomorészt deduktiv volta kovetkezik abbol, hogy
a tiszta vonatkozdsok Osszes -tulajdonsagainak benne kell lenniiik az illetd vonatkozas defi-
technika legkiildnbozobb konkrét tartalmit teriiletein alkalmazhatd, érthetové valik abbdl,
hogy a matematika csak olyan vonatkozasokkal foglalkozik, amelyek fiiggetlenek azoknak
a targyaknak konkrét természetétdl, melyek kozott a vizsgalt vonatkozasok fennallnak.
A matematika modern korszakat éppen az az elvi tulajdonsag jellemzi, hogy olyan rugal-
mas modszereket alkot, amelyek igen altalanos és kiilonféle mennyiségi vonatkozasok vizs-
galatara alkalmasak (a ,mennyiségi vonatkozasokat® a fentemlitett széles értelemben véve).
Az a ténv, hogy a matematikaban gyakran hasznaljak a , kvalitativ mddszer @ kifejezést,
a fentieknek csak latszélag mond ellent. A matematika altal vizsgalt vonatkozasok a fent-
emlitett tag értelemben mindig mennyiségiek. Amikor azonban a matematika valameiy terii-
letén azok mellett a mennyiségi vonatkozdsok mellett, amelyek mar standard kifejezést
nyertek és meghatarozott szamitasi szabélyol@k vannak alavelve, a vizsgalt jelenségeknek
alapvetden uj oldalat teszik tanulmanyozas targyava, akkor azt mondjak, hogy a kvantitativ
modszerekrd! kvalitativakra térnek at. igy példaul a differencialegyenletek elméletében a kva-
litativ moédszerekhez soroljak az integrdlvonalak ,egésziikben“ vald vizsgalatinak modsze-
reit, amelyek altalanos topologiai meggondolasokon alapulnak és amelyekhez nincs sziikség
a differencialegyenlet integralasara. Fejlett alakjukban azonban ezek a topolégiai modszerek

6 L. az Enciklopédia Kauyectsennnie meroasl c. cikkét.
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is meghatarozott algoritmusnak vannak aldvetve, amelyek bizonyos numerikus karakteriszti-
kak (a leképezés fokszama stb.) kiszamitdsara vezetik vissza a problémat; ez pedig mar
vildgosan mutatja, hogy ezek az tjabb vonatkozasok is mennyisegiek. A (ebben a rela-
tiv értelemben) kvalitativ moddszerek nagy sulya a modern matematikaban a matematika
felépitésének bonyolultsdgaval magyarazhato: az egyes matematikai elméletekbdl allanddan
tjabb és tjabb elméletek nonek ki, amelyek uj objektumokkal foglalkoznak (az egyenletek
gyokokkel valo megoldhatdsaganak problémaja a megfeleld szubsztituciés csoportok szer-
kesztésére vezethetd vissza stb.).

Ami a  térformak“ kifejezést illeti, arra vonatkozdlag, hogy ennek értelmezését milyen
hatarokig ésszerii kiterjeszteni, nincs kialakult allaspont a matematikai filozofiai irodalom-
ban. A kézonséges haromdimenzios euklideszi tér geometridja csupan specialis esete a mo-
dern geometria altal alkotott kiilonféle rendszereknek, és e geometriai rendszereket tavolrél
sem mind éppen (a szo kozvetlen értelmében) valosagos vilag térformdinak vizsgédlata cél-
jabol konstrualtak meg. Eppen ezért a ,Geometria“ c. cikk *1 azt mondja, hogy a geometria
a térbeli vornatkozasok és formak, valamint a val6sdgos vilag egyéb, a tér-
beliekhez hasonlo felépitésii vonatkozasainak és formainak
tudomanya. Ha a tulajdonképpeni térformaknak és a térbeliekhez csupan ,hasonié“ for-
maknak ezt a megkiilonbdztetését kovetkezetesen tovabbvinnénk, akkor magat a ,tér« kife-
jezést is egyediil csupan magara a valdsagos térre volna szabad alkalmazni; ennek minden
tekintetben vald teljes vizsgalata azonban mai fogalmak szerint a fizika targykorébe
tartozik, a matematika ezt csupan egyes kozelitésekben vizsgalja (ilyen kozelités példaul az
euklideszi tér, amely gyakorlati célokra elegendd).

A matematikai irodalomban azonban a&ltaldnosabb a ,tér“ kifejezés tagabb érte-
lemben vald hasznalata.®”2 A | tér“ kifejezésnek ez a tagabb értelmezése természetes mddon
kapcsolodik a ,térformak® kifejezés tagabb értelmezéséhez, amely magaban foglalja
mindazokat a formakat is, amelyeket a ,Geometria“ c. cikk ,térbeliekhez hasonloknak®
nevez. A mechanikaban és a fizikaban alkalmazott tetszbleges dimenziészamu fazisterek 3
példajan lathato, hogy az ilyen tagabb értelemben vett formulak is ugyanigy a valodsa-
gos vilag valosagos formai (és nem a geométerek dnkényes konstrukciéi), mint a szii-
kebb értelemben vett térformak. Az az allitas, hogy a geometria a valdsagos vilag térbeli
vonatkozasainak és formainak tudomanya, ma csak akkor igaz, ha ezeket a kifeje-
zéseket tagabb értelmiikben vessziik.

2. A matematika megalapozasanak problémai
A halmazelmélet és a matematikai logika szerepe

A matematika targydnak XIX. szdzadbeli hatalmas méretit boviilése ero-
sen rdiranyitotta a figyelmet a ,megalapozds“ problémadira, azaz a kiinduld
allitdsok (axiomak) kritikai feliilvizsgalatara, a szigoruan felépitett definicid-
€s bizonyitdsrendszer konstrudidsaval, valamint a bizonyitdsokban alkalmazott
logikai modszerek kritikajaval kapcsolatos problémékra. Az ilyen targyu munka
fontossagat akkor értjilk meg igazan, ha figyelembe vessziik azt, amit a ma-
tematikai elmélet fejlédése és az elméletnek a természettudomany és a tech-

51 L. ott T'eomerpns.

%2 Ennek részletes magyarazatat . az Enciklopédia T'eometpusi c. cikkének III. és
VII. részében.

63 L. az Enciklopédia d>azorbie npocrpanctea c. cikkét.
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nika gyakorlati anyaga altal valo igazolasa kozti kolcsonhatds megvéltozott
jellegérdl mondottunk. Olyan terjedelmes és sokszor igen elvont elméleteknél,
amelyek az elmélet megalkotdsanak alapjaul szolgdld specidlis eseteken kiviil
még tovabbi hatalmas anyagot tartalmaznak, ennek az anyagnak konkrét gya-
korlati alkalmazasaig évtizedek telhetnek el, tehat mar nem vdrhatd, hogy az
elmélet korrektségének esetleges hidnyossagait a gyakorlat regisztralt konkrét
hibdk formdjaban kozvetleniil jelezze. Ehelyett az emberi szellem munkajaval
Osszegyijtott tapasztalatok egészéhez kell folyamodni, amely mintegy ossze-
gezddik a Dbizonyitdsok ,szigorisdgaval“ szemben tdmasztott, a tudomany
altal fokozatosan kidolgozott kovetelményekben. igy tehat a matematika egyes
dgainak szigort megalapozdsara irdnyuld munka joggal foglal el jelentds
helyet a XIX. és a XX. szdzad matematikdjaban. Ennek a munkanak az ana-
lizis alapjaira (a valos szam fogalménak felépitése, a hatarértékek elméliete és
a differencidl- és integralszamitas Osszes modszereinek szigorli megalapozésa)
vonatkozé eredményei ma mdr tobbé-kevésbé teljesen megtalalhatok a tan-
konyvekben (még a tisztdn gyakorlati jellegiiekben. is). Eléfordul azonban
manapsag is, hogy a matematikai elmélet sziikségletei altal gyakorlatilag mar
megkovetelt szigorii megalapozas késik. Igy volt ez hosszii idén at mar a
XIX. és a XX. szdzad forduldjan a mechanikaban és az elektrotechnikdban
széleskorii alkalmazdst nyert operdtorszdmitdssal. * Csak nagy késéssel késziilt
el a valdsziniiségszdmitds® logikailag kifogastalan felépitése. Még ma is hiany-
zik sok, az elméleti fizikaban széles korben alkalmazott matematikai modszer
szigorti megalapozasa; sok fontos elméleti fizikai eredményhez olyan mate-
matikai modszerek alkalmazasaval jutnak el, amelyek nem jogosultak, és a
helyes eredményt néha csak egy nyilvdnvaléan hibds tényez6tol, — ame-
Jyet aztdn a szoban forgd ,matematikai levezetést6l teljesen idegen meg-
gondolasokkal kiiszobolnek ki — ,eltekintve®, vagy végtelenné valo tagoknak
az 0sszegbll valo elhagyasaval adjak meg stb.

A logikai szigorusag kovetelményének az a szabvanya, melyet a matematikusok az
egyes matematikai elméletek felépitésére iranyuld gyakorlati munkajukban mindmaig vezer-
elvként kovetnek, csak a XIX. szazad végén alakult ki. Ez a vezérelv a matematikai disz-
ciplinak halmazelméleti koncepciojan alapszik. % Eszerint minden matematikai elmélet
olyan objektumok egy vagy tobb halmazaval dolgozik, amelyek kozott bizonyos vonatkozasok
allnak fenn. Ezeknek az objektumoknak és vonatkozasoknak minden olyan formalis tulaj-
donsagat, amelyek a szoban forgd elmélet felépitéséhez sziikségesek, axiomak alakjaban
rogzitjiik; az axiomak objektumok és vonatkozasok konkrét természetét nem érintik. Az
elmélet alkalmazhaté objektumoknak és vonatkozisoknak minden olyan rendszerére, amely
az elmélet alapjat alkoté axiémarendszert kielégiti. Ennek megfelelleg az elmélet csak
akkor tekinthetd logikailag szigordan kifogastalannak, ha felépitése folyaman az objektu-

61 L. az Enciklopédia Onepatuonnoe ucuucnenune c. cikkét.

6 L. az Enciklopédia Teopus sepostHocteil c. cikkét.

6 L. az Enciklopédia Muoxercs Teopusi és Axcuoma c. cikkeit, valamint az Aare6pa
«c. cikk Ill. és a Teomerpus c. cikk VII. részét.
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moknak és a koztiik fennalld vonatkozasoknak semmiféle olyan konkrét tulajdonsaga, amely
az axiémakban nem volt megemlitve, nem keriil felhasznalasra, és az elmélet felépitése
kozben bevezetett 0j objektumok és vonatkozdsok az axiomak altal mind formalisan defi-
niathatok.

Ezekbdl a kovetelményekbdl kovetkezik egyebek kozt, hogy ha egy matematikai
elmélet valamely objektumrendszerre érvényes, akkor érvényes minden, a széban forgd izo-
morf* 67 objektumrendszerre is. Megjegyezziik itt, hogy az izomorfia néha igen absztrakt-
nak tiind fogalma pusztan a fizikai ,modellalkotas® [a fizika valamely 4gaba tartozo (pl.
hotani) jelenségnek a fizika valamely mas teriiletérd! valé (pl. elektromos) ., modell“-el tor-
ténd leirasa] gondolatanak matematikai kifejezése. 6®

A matematikai elméletek felépitésének ez a koncepcidja lényegében nem mas, mint
a matematika ama definicidjanak, hogy ,a matematika a mennyiségi vonatkozasok tudoma-
nya® — a ,mennyiségi vonatkozasok“ kifejezést a fentebb kifejtett tdgabb értelemben véve
— bizonyos konkretizaldsa. Az, hogy a mennyiségi vonatkozasoknak ,nincsen koziik“ azok-
nak a targyaknak a konkrét természetéhez, amelyekre vonatkoznak, itt abban fejezédik ki,
hogy barmely objektumrendszérrél minden megszoritds nelkiil at lehet térni tetszdleges,
vele izomorf rendszerre. .

A halmazelméleti felfogds nemcsak a matematikai ,szigorisag® ma altaldanosan eifo-
gadott szabvanyat teremtette meg, hanem lehetové tette a tajékozddast is a kiilonféle lehet-
séges matematikai diszciplindk kozott, tovabba e diszciplinak rendszerezését. igy a tiszta
algebra definialhaté, mint az olyan objektumrendszerek tudomanya, amelyekben véges
szamu, egyenként véges szamu objektumra alkalmazhaté olyan miivelet van értelmezve,
mely a szoban forgd véges szamu objektumhoz a rendszer egy meghatarozott 1j elemét
rendeli hozza. Az algebrai test esetében példaul két miivelet van értelmezve: az dsszeadas
és a szorzas, mindkettd két-két objektumhoz  rendel hozza egy harmadikat. Ezzel a tiszta
algebrat megkiilonboztettilk az analizistd] és a geometriatol (ez utobbit a -szo tulajonkép-
peni értelmében véve, azaz feltételezve a vizsgalt terek bizonyos ,folytonossagat®), amelyek
elengedhetetleniil megkovetelik a végtelen sok objektumra alkalmazott ,hatarértéek“-relaciok
bevezetését. '

Az egyes specialis matematikai diszciplindk (mint pl. a valosziniiségszamitas) axio-
matikus tirgyaldsanal természetesen nem a semmibél indulnak ki, hanem felhasznaljik el6-
z6leg felépitett diszciplinak fogalmait (példaul a természetes vagy a valés szam fogalmat).
Ennek kovetkeztében a matematikai diszciplinak kifogdstalan axiomatikus felépitése ma mar
nem kiilonlegesen nehéz feladat és mind altalanosabba valik. Ez a vizsgalati és targyalasi
moéd az olyan bonyolult és ugyanakkor igen altalanos alakulatok tanulmanyozasanal, mint
pl. a folytonos csoportok, 6 vagy a linedris terek i kiilonféle alakjai, a vildgossidgnak ¢s a
hibak elkeriilésének elengedhetetlen feltétele.

A halmazelméleti szempont helyessége az dsszes konkrét matematikai diszciplinak-
ban, még az igen altalanos jellegliekben is (a valds szamok elméletétdl a topologikus terek
altalanos elméletéig stb.) igazolodott, amennyiben bevezetésével a konkrét matematikai
vizsgalatokbo!l gyakorlatilag eltiintek a definiciok korrektségével és a bizonyitidsok kellben
meggydz06 voltaval kapcsolatos, hosszil id6n at tarté kétségek és nézeteltérések. Azok a ho-
madlyos pontok, sOt egyenest ellentmondasok, amelyek magaban a halmazelméletben meriil-
tek fel, 71 foként ott jelentkeztek, ahol a végtelen halmaz fogaimat tulzottan, a szébajohetd
alkalmazéasok szempontjabdl felesleges altaldnossaggal értelmezték. Elvileg azonban szem

% L. az Enciklopédia Msomoppusm c. cikkét.

68 L, az Enciklopédia Mogenuposaune és Mopenuposanne marematuueckoe c. Cikkeit.
6 L. az Enciklopédia Henpepoisusie rpynnsi c. cikkét.

L. az Enciklopédia Jluneitnnie npoctpancTsa c. cikkeét.

" L. az Enciklopédia [Mapagoxkcst martematudeckue c. cikkét.



248 MATEMATIKA. A NAGY SZOVJET ENCIKLOPEDIA CIKKE

el6tt kell tartanunk, hogy — a természetes és a valos szamok aritmetikajan kezdve — az
Osszes alapvetd matematikai diszciplindk halmazelméleti felépitéséhez sziikség van éppen
a végtelen halmazok elméletére, ez pedig maga is logikai megulapozast igényel, 7
mert a végtelen halmaz fogalmahoz vezetd absztrakcid csak bizonyos feltételek mellett ész-
szerli és jogosult, ezek a feltételek pedig még tavolrol sincsenek tisztazva.

Az osszes matematikai diszciplindk felépitésének mas oldalara vet fényt a matema-
tikai logika. Az axiomarendszer a fenti (halmazelméleti) értelmezésben csupan kiviilr6i hata-
rolja el a szoban forgo matematikai diszciplina alkalmazasi teriiletét, oly modon, hogy meg-
adja a vizsgalt objektum- és vonatkozasrendszer tulajdonsagait, de nem ad semmiféle fel-
vilagositast arrol, hogy a széban forgd diszciplina felépitése milyen logikai eszkozok segit-
ségével torténhetik. igy példaul a természetes szamok rendszerének tulajdonsagai — és
természetesen egyben az ezzel izomorf rendszerekéi — igen egyszerli axiomarendszerrel
megadhatok. Mindazonaltal olyan problémak megoldasa, amelyekre a valasz ennek az
axiomarendszernek az elfogadasaval elvben egyértelmiien meg van hatdrozva, gyakran igen
bonyolultnak bizonyul: éppen a szamelmélet boségesen tartalmaz olyan régen felvetett és
igen egyszerlien megfogalmazhatd problémakat, amelyek mindmaig nincsenek megoldva. Itt
természetesen felmeriil az a kérdés, hogy ez csak azért van-e, mert egyes egyszeriien meg-
fogalmazhaté szamelméleti problémak megoldasdhoz nagyon hossztu gondolatsorozatra van
szitkség, amelynek egyes elemi Gsszetevdi azonban mar ismert €s hasznalatos logikai lépé--
sek, vagy pedig azért, mert vannak olyan szamelméleti problémak, amelyeknek megoldasa-
hoz mindségileg uj, eddig még nem hasznalt logikai modszerek sziikségesek.

A modern matematikai logika 73 hatdrozott valaszt adott erre a kérdésre: dnmagaban
egyetlen deduktiv diszciplina sem tudja kimeriteni a szamelméleti problémak sokféleségét.
Pontosabban: mar a természetes szamok elméletének keretein beliil megadhato olyan
Dy, Pay + oy Pny - problémasorozat, hogy barmely deduktiv diszciplindhoz talalhaté ennek
olyan eleme, (olyan, a p, sorozatbol valo probléma), amely a szdban forgé diszciplina esz-
kozeivel nem oldhaté meg. ,Deduktiv diszciplinan® itt olyan elméletet értiink, amely véges
szamu axidmara épiil és amelynek kifejtésében a levezetések véges szamu, a szoban forgd
diszciplinara jellemzo elére megadott elemi logikai eszkdz felhasznalasaval késziilnek, e
véges szami elemi mddszerbdl azonban tetszolegesen hosszu gondolatsorozatok allithatok
ossze.

Kideriilt tehat, hogy a matematikai diszciplina fogalma — olyan diszciplinat értve
ezen, amelyet egy meghatarozott halmazelméleti tipusi axiomarendszer hatdroz meg -—
lényegesen tagabb, mint a deduktiv diszciplina logikai fogalma: mar a természetes sza-
mok aritmetikajnak felépitésénél végtelen sokszor kell teljesen uj logikai kOvetkeztetési
modszerekhez folyamodni, tigyhogy ezek Osszessége nem fér bele semmiféle véges szamu
megszabott modszerbd! allo rendszerbe.

Mindazok az eredmények, amelyek valamely deduktiv diszciplina keretein beliil meg-
kaphatok, megkaphatok egyszer s mindenkorra megadott szabalyok szerint végrehajthatd
szamitdssal is. Ha a problémak valamely osztdlydnak megoldasara szigorian meg-
hatarozott szamitasrecept adhatd meg, matematikai algoritmusrol ™ beszéliink. Az elég alta-
lanos és ugyanakkor rovid algoritmusok konstrudlasanak problémaja fontos helyet foglal el
a matematika torténetében mindazéta, amidta elegendben kidolgozott matematikai jelrend-
szer ¥ egyaltalan létezik. Az algoritmusok és a matematikai problémak ,algoritmikus meg-
oldhatésaga“ altalanos elméletének megteremtése azonban csak az utolso évtizedekben kez-
dodott meg, a matematikai logika fejlédésének eredményeként. Ennek az elméletnek a gya—
2 L. az Enciklopédia Beckoneunocts c. cikkét.
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korlati perspektivai igen szélesek, kiilonos tekintette! arra, hogy a modern szamitasi tech~
nika lehetové teszi mar bonyolult matematikai algoritmusok gépi munkaval valo helyettesitését.

Azoknak a korlatoknak, amelyek a fentiek szerint barmely régzitett deduktiv rend-
szer lehetségeire. ervényesek, az algoritmusok elméletében olyan tételek felelnek meg,
amelyek szerint matematikai problémak elég széles korének megoldasira alkalmas ,univer-
zalis“ algoritmusok konstrudlasa nem lehetséges. Ezek a tételek a matematika filozofidja
szamara igen érdekes és éles médon konkretizaltak azt az altalanos igazsagot, hogy az élé
gondolkodas elvileg kiilonbdzik barmely szamoléautomata mitkodésétol.

A halmazeimélet, a legtobb matematikai diszciplina sikeres halmazelméleti megala-
pozésa, valamint a matematikai logika (és vele az algoritmuselmélet) eredményei fontos
eldfeltételei a modern matematika sok filozdfiai problémaja megolddsdnak. A matematika
Osszes-againak halmazelméleti alapon valo atdolgozasa kovetkeztében mindazoknak a prob-
lémaknak a megoldasa, amelyek a végtelen matematikai fogalmaval kapcsolatosak, a
végtelen halmaz fogalmanak megalapozasara és kritikai tisztdzdsara vezetddott vissza.
A halmazelméletre tamaszkodd axiomatika, mint mar emlitettiik, megadja az eszkozoket
a matematika altal vizsgalt vonatkozdsok mennyiségi jellegli problematikajanak keil alta-
lanossagit megvilagitasdra. Lehetové teszi az egyes specidlis matematikai diszciplinak
szerkezetének — amelyeknek targyi tartalmat a megfelel6. axidmak rogzitik le — egységes
szempontbdl val6 vizsgalatat, és ily modon bizonyos mértékig mind a matematikai disz-
ciplindk és a valdsag, viszonyanak, mind a matematikai vizsgalati moédszer sajitos jellegé-
nek megvilagitasat is. Lattuk, hogy a matematikai diszciplina ily modon keletkezd fogalma
Iényegesen szélesebb, mint a formdlis logikai értelemben vett deduktiv diszciplina fogalma.
A modern matematikai logika idevonatkozé eredményei lehetdévé teszik szamunkra, hogy
teljes konkrétsaggal nyomon kovethessiik ama deduktiv diszciplindk és algoritmusok meg-
alkotasanak dialektikus folyamatat, amelyek a matematikai diszciplina mind szélesebb
korébe tartozé problémainak megoldasara adjdk meg nekiink a formélis-logikai és szamitasi
eszkozoket. '

A XX. szazadban, amikor ezek az &ltalanos problémak elég szélesen felvetddhettek,
a kapitalista orszagok tudomanyaban mdr elhatalmasodtak a reakcids idealista aramlatok.
A logicizmus™ a halmazelméleti axiomatika eredményeit, amelyek valojdban azt tartak fel,
hogy a matematikai elméletnek szélesebbek az objektiv valésaggal vald kapcsolatai,
mint az korabban varhaté volt (ugyanannak a matematikai diszciplindnak a keretein beliil
a redlis jelenségek sok kiilonbozd kore vizsgalhatd), annak a homlokegyenest. ellenkezd
tézisnek a kikialtdsara hasznaltdk fel, hogy a matematika teljesen fiiggetlen az anyagi vilag
tanulmanyozasanak problémaitol. Késdbbb az intuicionizmus hivei?? a végtelen halmazok
eiméletének megalapozasaval kapcsolatos logikai nehézségeket hasznaltdk fel arra, hogy
a matematikat ne rajtunk kiviil 4116 dolgokat vizsgaldo tudomanynak, hanem olyan sajatos
teremtd ,tevékenység“-nek nyilvanitsak, amely a kiilsd valésigos vilaggal semmiféle vonat-
kozasban nem allé elmekonstrukciok létrehozasara irdnyul. Végiil a formalistak™ a mate-
matikai logika eredményeit arra hasznalta fel, hogy a matematika egész tartalmat olyan
szimbolikus ,szamitdsok® konstruilasara vezessék vissza, amelyekben a szimbélumok
egyaltalan semmit nem jelentenek.

A matematika filoz6fiai problémdinak a tudatos materialista dialektika alapjan valé
vizsgalatdt Marx kezdte meg,™ aki mélyrehatéan elemezte a matematika XVII. és XVIII.
szazadbeli fejlddését és megvilagitotta azt a dialektikus folyamatot, amellyel a véges meny-

76 Errdl a burzsoa filozdfiai aramlatrol 1. az Enciklopédia Jloructuka c. cikkét,
7 L. az Enciklopédia Matynuuonuam c. cikkét.

78 L. az Enciklopédia ®opmamusm c. cikkét.
™ L. az Enciklopédia MaremaTnueckune pyxonucu Maprca c. cikkét.
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nyiségek algebrajanak talajan létrejott a végtelen kicsiny mennyiségek analizise.80 Kiilono-
sen részletesen dolgozta ki Marx a differencialfogalom tartalmanak problémajat. A differen-
cialnak, mint ,operativ szimbolumnak® altala felvetett koncepcidja megeldzott olyan esz-
méket, amelyek csak a XX. szazadban jelentkeztek ismét; Marx felfogasa a differencialrdl,
mint a ndvekmény f6 részérdl teljesen megfelel annak, ami a mai tankonyvekben olvashatd’
és ami az altala tanulmanyozott munkakbol hidnyzott -(a matematikusoknak az analizis
megalapozédsarol irt munkai, igy CaucHy francia matematikus miivei, Marx eldtt ismeretle-
nek maradtak).

3. A matematika torténete a XIX. és a XX. szazadban

A XIX. szdzad eleje és kozepe. A XIX. szdzad elején a matematikai ana-
lizis alkalmazasi teriileteinek tjabb jelentds kiszélesedése kovetkezik be. Eddig
két olyan f6 része volt a fizikanak, amely nagy matematikai apparatust kove-
telt: a mechanika és az optika; most ezekhez hozzédjarul még az elektrodina-
mika, a magnesesség tana és a termodinamika is. Nagymértékben kifejlddnek
a folytonos kézegek mechanikajanak legfontosabb részei; ezek koziil az 0sz-
szenyomhatatlan idealis folyadékok hidrodinamikaja régebbi (XVIII. szazadi)
keletkezésii D. BERNOULLI, EULER, D’ALEMBERT és LAGRANGE). Gyorsan no-
vekszenek a technika igényei is a matematikdval szemben, a XIX. szazad
elején foleg a g6zgépek termodinamikdja, a technikai matematika, a ballisztika
terén. A mechanika és a matematikai fizika 0j fejezeteinek legfontosabb ma-
tematikai appardtusaként fokozottan kidolgozzdk a parcidlis differencidlegyen-
letek elméletét és kiilonosen a potencidlelméletet.® Ebben az irdnyban folytatja
munkajit a szdzad elején és kozepén az analizis legnagyobb tudosainak tobb-
sége (Gauss™ német, |. FOURIER, PoissoN és CAuCHY* francia, DIRICHLET ng-
met, GREEN angol €és OSZTROGRADSZKI]® orosz matematikus). OSZTROGRAD-
szk1] rakta le tobbvaltozos fiiggvényekre a varidcidoszamitas alapjait, fedezte
fel a hdrmas integralok kettds integralokka vald atalakitdsdnak nevezetes for-
muldjat (1828, publikdlva 1831-ben), valamint e formula altalanositasat n
dimenzidra (1834, publikalva 1838-ban), tokéletesitette a véltozok helyettesité-
sének elméletét a tobbszoros integralokban (1836, publikdlva 1838); e téren
megkapta Iényegében mindazokat az eredményeket, amelyeket késébb (1841)
altaldnosan n dimenzidra JacoBI német matematikus fogalmazott meg.® STOKES
angol matematikusnak a matematikai fizika differencidlegyenletei terén végzett
kutatdsai eredményeként megsziiletik a vektoranalizis (amelynek egyik legfon- -
tosabb formuldja egyébként lényegében éppen a fentebb emlitett Osztrograd-
szkij formula).

. ezzel kapcsolatban az Enciklopédia beckoneuno mannie c. cikket is.
az Enciklopédia IMorenunana teopus c. cikkét. -

az Enciklopédia Taycc c. cikkét.

az Enciklopédia Kowmwm c. cikkét.

az Enciklopédia Octporpaackuil c. cikkét.
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Annak ellenére, hogy a XX. szdzad elején a természettudomanyban aza
mechanisztikus meggy6z6dés uralkodott, hogy minden természeti jelenség
leirhaté differencialegyenletekkel, a gyakorlat altal felvetett problémdk kény-
szere folytan jelentbsen tovéabbfejlédik a valdsziniiségszamitds. LAPLACE és
Poisson tj, hatékony analitikus apparatust teremtenek meg-erre a célra. Orosz-
orszagban a valdsziniiségszamitasnak a mindségellentrzésre és a statisztikara
valé alkalmazasaval foglalkozik OSZTROGRADSZKI] és BUNYAKOVSZKI}; CSEBISEV
megadja a valdsziniliségszamitas elemeinek szigori megalapozasat és bebizo-
nyitja hires tételét (1867), amely egyesiti a nagy szdmok torvényének® addig
ismert formait.

Mint mar emlitettiik, azokon a munkdkon kiviil, amelyek a természet-
tudomany és a technika altal felvetett problémakkal voltak kapcsolatosak,
rendkiviil erbsen foglalkoztattdk a matematikusok figyelmét az analizis szigort
megalapozasanak problémdi. CAucHy 1821-ben és 1823-ban kozzétette az
Ecole Polytechnique-on tartott eldadasait. Ezek a hatarértékek és a sorok elmé-
letének szigoru felépitését, a folytonos fiiggvény fogalmanak definicidjat és
a differencidl- és integralszamitasnak a hatarértékelméleten alapulo targyaldsat
(tobbek kozott azt a tételt is, amely kimondja, hogy folytonos fiiggvéuynek
van integralja) tartalmaztik. Ennek az eldaddsnak bizonyos kiegészitéseit, va-
lamint a differencidlegyenletek megolddsdnak exisztencia- és unicitastételét
késoébb publikalta. LoBACSEVSzKI] (1834), majd késébb DIRICHLET (1837) ha-
tarozottan kimondottadk a fiiggvény éaltaldnos — tetszéleges megfelelésként vald
definicidjat. DIRICHLET bebizonyitotta, hogy minden olyan fiiggvény, amelynek
csak véges szami maximuma €és minimuma van, Fourier-sorba fejthet6: Lo-
BACSEVSzKI] 1834—35-ben olyan konvergenciakritériumokat adott meg a Fou-
rier-sorokra, melyeknek érvényességi tartomdnya bizonyos vonatkozasban
tagabb a Dirichlet-kritérium érvényességi tartomanyanal.

Fentebb mar emlitettitk WESSEL ddn geodétanak a komplex szdmok geo-
metriai interpretaciojat tartalmazo munkajat; ezt annak idején nem méltattak
figyelemre. 1799-ben GAuss kozzétette az algebra alaptételének elsé bizonyi-
tasat, mely azonban a tételt Ovatosan, valos kifejezésmodot hasznalva fogal-
mazza meg (,minden valos polinom elsé- és masodfoki valds tényezdk szor-
zatara bonthat6“). Csak sokkal késobb (1831-ben) tdrgyalja Gauss kifejezetten
a komplex szamok elméletét. K6zben ARGAND 1806-ban kozzétette munkajat
a komplex szdmok elméletérol, azok geometriai interpretdciojaval és D’ALEM-
BERT lemmajanak bizonyitidsaval, 1815-ben pedig az algebra alaptételének
bizonyitasat, amely alapgondolata tekintetében kozel all CaucHy 1821-bol
szarmazo bizonyitasahoz.

A komplex szamok természetének vilagos megértése alapjdn megsziiletik
a komplex valtozos fiiggvénytan. GAuss e téren igen sokat tudott, de tugy-

# L. az Enciklopédia Boapmmx uncen 3axom c. cikkét.
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. szOlvan semmit sem publikdlt. Az Aaltaldnos alapokat CAuCHY rakta le; az
elliptikus fiiggvények eiméletét pedig ABEL és JACOBI épitette ki. Mar erre az
idGszakra jellemzd, hogy — a XVIII. szazad tisztin algoritmikus felfogasatol
eitérbleg — a figyelem a fiiggvény komplex tartoménybeli viselkedésének
sajatsagaira és az itt uralkodé alapvetd geometriai torvényszeriiségekre iranyul
(kezdve a Taylor-sor konvergenciasugardnak a szinguldris pontok elhelyezke-
désétdl valo fiiggésén, amit CAUCHY fedezeit fel). A szdzad kozepén a komplex
valtozos fliggvénytannak ez.a — bizonyos értelemben — ,kvalitativ® és geo-
metriai jellege RIEMANNY német matematikusnal tovabb er6sodik. Kideriil,
hogy az analitikus fiiggvény természetes geometriai hordozoja — amennyiben
tobbértékit fliggvényrél van sz0 — nem a komplex szamsik, hanem a meg-
felel - Riemann-féle felillet — egy olyan alakzat, amelynek természete csak a
geometria fentebb emlitett ijszerti értelmezésének keretei kozott érthetd meg.
Noha WEIERSTRASS német matematikus a tiszta analizis talajan maradva eléri
az altalanossagnak ugyanazt a szinvonaldt, mint amit RIEMANN, a tovabbiakban
RIEMANN geometriai eszméi azok, amelyek mindinkdbb meghatarozzék a komp-
lex véaltozos fiiggvénytan teriiletén a kutatds egész stilusat.

A komplex valtozos fiiggvénytan hegemonidja idején a valds tartomany-
beli fiiggvénytan konkrét problémai iranti érdekiodés f6 képviseldje CSEBISEV.*®
E téren CseBISEV legkiemelkedobb eredménye az optimalis kozelités elméleté-
nek® megteremtése (1854-t61 kezdve); a kiindulasi pontot itt a mechanizmu-
sok elméletének problémai adtak.

Az algebrdban az utdn, hogy RUFFINI és ABEL bebizonyitottdk az alta-
lanos otodfoku egyenletek gyokokkel valé megoldhatatlansagat, Gavois francia
matematikus megmutatta, hogy barmely egyenlet gytkokkel valo megolhat6-
hatosaga ‘az egyenlet Galois-csoportjanak tulajdonsagaitol fiigg.* A csoportok
altalanos absztrakt vizsgalatdnak feladatat CAYLEY tlizte ki. Meg kell jegyez-
niink, hogy a csoportelmélet jelentéségének altalanos elismerése még magéaban
az algebraban is csak a hetvenes években, JORDAN francia matematikus mun-
kdinak megjelenése utan torténik meg. GaLOIS és ABEL munkai nyoman sziiletik
meg az algebrai szamtest fogalma is, mely 1j tudomanynak: az algebrai szam-
elméletnek keletkezésére vezet.

Uj, lényegesen magasabb szinvonalra emelkedik a szamelmélet régi, a
kozonséges egész szamokkal kapcsolatos problémainak megoldasa is. GAUSS
kidolgozza a szdmok kvadratikus formakkal valé elballitdisanak elméletét (1801),
CseBISEV megkapja az els6 eredményeket a primszdmoknak a természetes
szamsorban valo siirlisége oszldsaval kapcsolatban (1848, 1850), DIRICHLET
bebizonyitja, hogy a szdmtani haladvanyokban végtelen sok primszam van stb.

87 L. az Enciklopédia Puman c. cikkét.

8 L. az Enciklopédia Ye6nines c. cikkét.

8 L. az Enciklopédia Haiinyqwme npnGmmkenusi c. cikkét.
% L. az Enciklopédia 'aaya teopmst c. cikkét.



MATEMATIKA. A NAGY SZOVJET ENCIKLOPEDIA CIKKE 253

-A feliiletek differencidlgeometridjat Gauss (1827) és' PETERSZON orosz mate-
matikus (1853) alkotja meg. A geometria targyaval kapcsolatos aj nézetek kidol-
gozasa terén, mint mar mondottuk, alapvetd jelentOségii volt a nem-euklideszi
geometridnak LOBACSEVSZKI] altal valo megteremtése. LOBACSEVSZKI] azdltal,
hogy felépitette a nem-euklideszi trigonometriat és analitikus geometriat, 1énye-
gében megalkotta mindazt, ami sziikséges ahhoz, hogy ez 1ij geometria axid-
marendszerének ellentmondédsmentessége és teljessége megallapithatd legyen.
A nem-euklideszi geometridval parhuzamosan, hosszt ideig téle fiiggetleniil
fejlodott a projektiv geometria (PONCELET francia, STEINER svajci, STAUDT
német matematikus és mdasok), amelynek fejlodése szintén a térrel kapcsolatos
régi nézetek dontd megvaltozasaval fligg Ossze. PLUCKER német matematikus
felépiti a geometridt gy, hogy alapelemnek az egyenest tekinti, (GRASSMANN
német matematikus pedig megalkoha az n dimenzids vektortér affin és met-
rikus geometridjat.

A differencidlgeometridnak lényegében mar a feliiletek Gauss-féle belsd
geometridjanak megteremtésével szintén megsziinik az euklideszi geometriaval
vald kozvetlen kapcsolata; az a tény, hogy a felillet benne van a haromdi-
menziés euklideszi térben, a Gauss-féle feliiletelmélet szempontjabol csupdn
esetleges koriillmény. Ebbél kiindulva RIEMANN megalkotja az n dimenzids
varietds fogalmat (1854, publikalva 1866-ban), a ds* = X a,.dx;dx. kvadratikus
differencialforma alapjan. Ezzel megvetette az alapjat az n dimenzids varietasok
differencialgeometrijanak. A tobbdimenzios varietasok topoldgidja terén az
elsd gondolatok ugyancsak Riemannto! szdrmaznak.

A XIX. szdzad vége és a XX. szdzad eleje. A matematika a Szovjetunioban.
Csak a XIX. szdzad hetvenes éveiben fedezi fel FELIX KLEIN német matema-
tikus a Lobacsevszkij-féle nem-euklideszi geometria els6 modelljét, amely
végképp eloszlatja a nem-euklideszi geometria ellentmondasmentességével szem-
ben tamasztott 6sszes kétségeket. KLEIN a kiilonbozé diménzioszami terek
ez ido tajt megalkotott 0sszes geometridit bizonyos transzformacids csoportok
invaridnsai szempontjabol vizsgalja meg. Ugyanekkor (1872-ben) DEDEKIND,

G. CANTOR és WEIERSTRASS német matematikusok megteremtik az analizis .

megalapozasara iranyul6 munka sziikséges fundamentumat: az irraciondlis
szamok szigortian felépitett elméletét. 1879—84-ben teszi kozzé CANTOR a
végtelen halmazok altaldnos elméletérd! szolo alapvetd munkait. Csak ez utan
alakulhattak ki a matematika targyédval, a matematikai diszciplindk felépitésé-
vel, az axiomatika szerepével stb. kapcsolatos modern elképzelések. Ezeknek
széleskorli elterjedéséhez még néhdny évtizedre volt sziikség (a geometria fel-
épitésével kapcsolatos modern elgondolasok altaldnos elismerését HILBERT né-
met matematiku8 ,Grundlagen der Geometrie“ <. munkdjanak 1899-ben vald
megijelenésével szoktdk Osszefiiggésbe hozni).

A matematika alapja terén a kutatdsok a tovdbbiakban foként két irdny-
ban mélyiiltek el: az altaldnos halmazelméletben felmeriilt logikai nehézségek
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legy6zése és a matematikai diszciplindk felépitésének, valamint a matematikat
problémak matematikai logikai eszkbzokkel valo konstruktiv megolddsdnak
vizsgalata iranyaban. Ezek a kutatdsok a matematika 6nallé, nagy adgava fej-
l6dtek (matematikai logika).” A matematikai logika alapjait a XIX. szazadban
BoOOLE angol logikus, PORECKI] orosz matematikus, SCHRODER €s FREGE német
matematikusok, PEANO olasz matematikus és masok teremtették meg. A XX.
szdzad nyugat-eurdpai €s amerikai matematikusai szintén nagy eredményeket
értek el ezen a téren: ide tartozik HILBERT bizonyitdselmélete, a BROUWER
holland matematikus és kovet6i altal megteremtett konstruktiv logika (amelyet
BROUWER helytelen filozofiai nézeteivel kapcsolatban ,intuicionista logika“-nak
neveznek), GODEL osztrdk matematikus tétele a formalis deduktiv diszplicindk
teljességének elvi lehetetlenségérdl, a szamelméleti fiiggvények algoritmikus
LKiszamithatosaganak* kidolgozdsa stb. A kapitalista vilagban azonban a ma-
tematika alapjaival kapcsolatos munkdk mindinkdbb a reakcios filozofia hatdsa
ala kertilnek és gyakran az agnoszticizmust, a matematikai elméletnek a gya-
korlattol valo teljes elszakaddsat propagaljak. A halmazelmélet és a matema-
tikai logika elvi problémdi tcrén tobb nagy jelentdségii tényleges felfedezés
szoviet kutatok érdeme (N. N. LuzIN munkai a projektiv halmazokrdl, az
yintuicionista logika“ A. N. KoLMOGOROV-féle konstruktiv értelmezése, P. Sz.
Novikov munkdi bizonyos halmazelméleti tételek ellentmonddsmentességérol,
az algoritmusok és a matematikai problémdk algoritmikus megolddsa elméle-
tének tovabbfejlesztése az ifjabb A. A. MARKOV altal stb.). A matematika alap-
jainak teriiletén a Szovjetunidban és a népi demokratikus orszagokban foly6
kutatdsok tudatosan a dialektikus materializmus filoz6fidjabol indulnak ki.

A XIX. szdzad masodik felében megkezd6dik a matematika torténetével
kapcsolatos problémdk intenziv feldolgozdsa [M. CaNTOR (Németorszdg),
ZeuTHEN (Dénia), BoBINYIN (Oroszorszag)]. Nagy eredményeket ért el ezen
a téren egy szovjet tudoscsoport (M. J. Vicopszki), A. P. Juskevics, Sz. A.
Janovszkaja és masok), amely a matematika torténetének kiilonbozd proble-
mait marxista-leninista modszerrel vizsgdlja.

A XIX. szdzad végén és a XX. szdzad elején a matematika minden 4ga
— a legrégibben: a szdmelméleten kezdve — hatalmas fejlédésnek indul. Ez
az id0szak nemcsak a munkdk mennyisége tekintetében mulja feliil a régeb-
bieket, hanem a modszerek tokéletessége és hatékonysaga, valamint az ered-
mények véglegessége terén is. KUMMER, KRONECKER, DEDEKIND német ma-
tematikusok, ZOLOTARJOV orosz és HILBERT német matematikusok megvetik a
modern algeprai szdmelmélet alapjait. HERMITE francia matematikus 1873-ban
bebizonyitja az e szdm, LINDEMAN német matematikus 1882-ben a s szam
transzcendens voltit; HADAMARD francia és LA VALLEE—POUsSIN belga mate-
matikus (mindketten 1896-ban) betetdzik CseBISEvnek a primszamok fogyo
sliriségii eloszlasara vonatkozo vizsgalatait. G. MINKOWSKI német matematikus

91 L. az Enciklopédia Jlornka maremaruueckas c. cikkét.
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geometriai modszereket vezet be a szamelméleti kutatdsokban. Oroszorszdgban
a szamelméleti munkak CSEBISEV utan nagyszerii fejlodésnek indulnak; ezzel
kapcsolatban a fentebb mar emlitett ZoLoTarjovon kiviil A. N. KorkiN, G.F.
VORONO] és az idosebb A. A. MARKOV nevét kell megemliteniink. Azt a vezet6
poziciot, amelyet az orosz tudomany az 6 munkdik révén a szamelméletben
megszerzett, a szovjet korszakokban még inkdbb megerdsitették 1. M. ViNO-
GRADOV miivei. VINOGRADOV 1937-ben pdratlan szamokra eldontotte a hires
Goldbach-sejtést® és igen hatékony modszert alkotott az additiv szamelmélet
kiilonféle egyéb problémainak megoldasara is. Nagy jelent8ségiiek a szamel-
mélet terén L. G. SNIRELMAN, B. N. GYELONYE, A. O. GELFOND és mdas szov-
jet matematikusok munkdi. Tovabbfejlddnek az algebra klasszikus fejezetei is.
fgy példaul részletesen vizsgalidk (a gyokokkel meg nem oldhatd) magasabb-
foku egyenletek megolddsanak a lehetd legegyszeriibb alaki egyenletek meg-
oldasara valo visszavezetését, azaz a rezolvensek® problémajat (F. KLEIN,
HILBERT, a Szovjetunidban pedig N. G. CSEBOTARJEV). A rezgéselméleti prob-
lémakkal (stabilitds, automatikus szabdlyozas) kapcsoiatban kiterjedten kutatjdk
az egyenletek gyokei kiilonféle sikbeli elhelyezkedéseinek kritériumait.”* A
linedris algebra problémai, amelyek a mechanikaban és a fizikaban mind kiter-
jedtebb alkalmazast taldlnak, teljesen (] megvilagitast nyertek azaltal, hogy
a kutatasokba ‘bevontak az n dimenziés vektorterekkel® kapcsolatos geomet-
riai elgondoldsokat. Az elméleti algebrai kutatdsok silypontja azonban atkeriil
az algebra ] teriileteire: a csoportelméletre, a testek, gyfiriik, struktirdk elmé-
letére stb. Az algebranak tobb ilyen része mélyrehatd alkalmazdsra keriil a
természettudomanyokban: igy a csoportelmélet a krisztallografiaban (J. Sz.
FJoDOROV és A. SCHOENFLIESS), kés6bb pedig a kvantummechanikdban.® A
modern -algebra altalanos problémdin a Szovjetunidban a legkivalobb tuddsok-
bél allé iskola dolgozik (O. J. SMIDT, A. G. KUROS, A.l. MALCEV és mdsok).

Az algebra és a geometria hatarteriiletén LIE norvég matematikus (1873-
tol kezdve) megalkotja a folytonos csoportok elméletét; ennek-az elméletnek
a modszerei késObb behatolnak a matematika és a természettudomany mind
tijabb és tjabb teriileteire. Ezen a téren igen jelentdés eredményeket értek el
L. Sz. PONTRJAGIN és mds szovjet tuddsok.

Az elemi és a projektiv geometria a XIX. szdzad végén és a XX. sza-
zadban féleg a logikai és axiomatikus alapok szempontjdbdéi érdekli a mate-
matikusokat.” Eroteljesen kifejlddott — az abrazolé geometrian kiviil, amelyet
mdr emlitettiink — néhany aikalmazott geometriai diszciplina: a nomografia,™

92 L. az Enciklopédia FonpGaxa npo6iaema c. cikkét,

. az Enciklopédia Pesyabrenta c. cikkét.

. példdul az Enciklopédia 'ypsiua kputepnu c. cikkét.
. az Enciklopédia Bexrtopuble npoctpanctsa ¢. cikkét.
. az Enciklopédia [pencrasnenust rpynn c. cikkét.
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a grafikus szamitdsi modszerek,” a grafikus sztatika'™ stb. A geometridnak a
tudomany legnagyobb er6it vonzo, legfontosabb teriilete azonban a differen-
cidlgeometria €s, valamivel kisebb mértékben, az algebrai geometria™ Az
euklideszi haromdimenzios tér differencidlgeometriajat teljes. rendszerességgel
targyaljdk BELTRAMI olasz, DARBOUX francia matematikusok, és mdsok. Kés6bb
gyors fejlédésnek indul a kiilonféle (az euklideszi mozgasokndl) szélesebb
transzformacids csoportok,'™ kiilonosen a tobbdimenzids terek differencidlgeo-
metridja, mind a metrikus,”® mind a kiilonféle mas ,leképezések“-é (affin,
konform, projektiv differencidlgeometria). A geometriai vizsgdlatoknak ezt az
iranyat, melynek az dltalanos relativitiselmélet ™™ felfedezése hatalmas tovabbi
impulzust adott, eredetileg LEVI-CiviTA olasz, CARTAN francia és H. WEYL
német matematikus teremtette meg. A differencidlgeometria minden teriiletén
fontos munkék fiizédnek szovjet matematikusok (D. F. JEGorRov, Sz. P. FinvI-
kov, N. N. LuziN) nevéhez. Tenzormddszerekkel dolgozé kutatok nagy isko-
l4jat teremtette meg a Szovjetunioban V. F. KaGgan. Kiilonosen nagy eredmé-
nyeket értek el a szovjet matematikusok a differencidlgeometriai alakulatok
,,egészben“ valé vizsgélata terén (L. A L]USZTYERNY[K és L. G. SNIRELMAN
a feliiletek ,egészben® vald hajlitdsarol stb.).

A halmazeimélet és a valds fiiggvénytan (l. alabb) altalanosabb nézo-
pontjainak kifejlodése folytdn az analitikus fiiggvények elmélete a XIX. szdzad
végén elvesziti ezt a kizdrdlagos kozponti helyzetét, amelyet a XIX. szdzad
elején és kozepén a matematikai analizisen beliil elfoglalt. Ennek ellenére nem
csOkkend intenzitdssal fejlédik tovabb, mind belsd sziikségletei, mind az ana-
lizis egyeb é4gaival és kozvetleniil a természettudomanyokkal valo 0sszefliggései
folytan. Kiilondsen lényeges volt ebben a tekintetben a konform leképezések
szerepének tisztdzdsa a rugalmassagtani, valamint az idealis folyadékok sik
dramlasaival kapcsolatos problémaknal felmeriil6 parcidlis differencidlegyenletek
peremértékfeladatainak (pl. a Laplace-egyenlet’ Dirichlet-feladatdnak) megol-
dasanal.

FeELix KLEIN német és POINCARE francia matematikusok megalkotjak az
aufomorf fiiggvények'® elméletét, amelyben LOBACSEVSzKI] geometridja jelentOs
alkalmazast nyert. PICARD, POINCARE, HADAMARD és BOREL francia matema-
tikusok mélyrehatéan kidolgozzak az egész fiiggvények elméletét; munkdjuk
eredményeként lehetévé valik a primszamok sfiriiségeloszlasardl szo6ld, mar

~ 9 L. az Enciklopédia 'padmueckuie Boiuncaenus c: cikkét.
0 L, az Enciklopédia Fpaduueckass cratuka c. cikkét.
11 L. az Enciklopédia AareGpaudeckas reomerpust c. cikkét.
12 L. az Enciklopédia_ Kouq)opmno-mu])(pepeuuuam,nasx reometpus ¢és TlpoextueHO-
JnpepesunansHast reomerpus C. cikkeit. .
18 L. az Enciklopédia Pumanoser reomerpun c. cikkét.
104 L. az Enciklopédia OrtHocure;bHOCTH Teopist C. cikkét.
105 L. az Enciklopédia Asromopdubie dhynkunn c. cikkét.
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emlitett tétel felfedezése. A geometriai fliggvénytant és a Riemann-fele feliiletek'®
elméletét POINCARE francia matematikus, HILBERT, WEYL és CARATHEODORY
német matematikusok, a konform abrazolasét'™ I. 1. PrivaLOV, M. A. LAVRENTY-
jev, G. M. GoLuzIN és mas szovjet matematikusok fejlesztik ki. Igen kiter-
jedten alkalmazzdk munkaikban a konform abréazoldst (és ennek altalanositasat:
a kvazikonform abrazolast) az aeromechanikdra és a rugalmassigtanra N. N.
Zsukovszkij, Sz. A. CsAPLIGIN, N. I. MUSzZHELJSVILI, M. A. LAVRENTYJEV és’
mas szovjet kutatok.

A matematikai analizis szisztematikus, az irraciondlis szdmok szigortian
megalapozott elméletére és a halmazelméletre valo felépitése a matematika 1ij
aganak: a valds fiiggvénytannak'® a keletkezésére vezetett. Ez a tobbé-kevésbé
megallapodasszerii elnevezés f6ként az analizis alapfogalmainak (pl. a fiigg-
vény, derivalt, az integral fogalma) és legfontosabb miiveleteinek (pl. a fiigg-
vények trigonometrikus sorba'® fejtése) kellden Aaltaldnos szempontbol vald
vizsgalatat jelenti. Mig azel6tt csak az olyan fiiggvényeket vizsgéitdk rendsze-
resen, amelyek ,természetes tton“ meriiltek fel valamilyen specialis feladat-
ban, a valos fiiggvénytanra jellemzd, hogy teljesen felkutatja az dltalanos defi-
niciok tényleges terjedelmét (igy példaul el6szor BOLZANO cseh matematikus,
késtbb pedig WEIERSTRASS felfedezte, hogy van olyan folytonos fiiggvény,
amely sehol sem differencidlhato), és altalanositja az analizis alapfogalmait
azokra az esetekre, amikor eredeti formdjukban nem adnak kimerity vélaszt
arra a problémdara, amelynek megoldasabol keletkeztek (foglalkozik példaul
a valds fiiggvénytan olyan integrdldsi eljards konstrudldsaval, amelynek segit-
ségével barmely, minden x helyen differencialhaté F(x) fiiggvény — egy
allando tagtol eltekintve — megkaphatd, ha derivaltja, F’(x), adva van). A
modern valés fiiggvénytan alapjat a francia iskola matematikusai vetették meg
C. JorDAN, BOREL, LEBESGUE, BAIRE). A vezetOszerepet késobb atveszi az
orosz és a szovjet iskola, amelynek megalapitdsa D. F. JEGOROV és kiilondsen
N. N. LuziN nevéhez fiiz6dik. Ennek az iskolanak a legkivalobb képviseldi
D. J. Menysov, A. J. Hincsin, P. Sz. ALExXANDROV, M. J. Szuszuin, L. [. Pri-
vaLov (foként a valds €s az analitikus fliggvénytan hatarteriiletén végzett mun-
kaival), N. K. BArl és masok. Intenziven foglalkozik a valds fliggvénytan és
a halmazelmélet fejlesztésével a W. SIERPINSKI vezetése alatt &llo lengyel
iskola.

A valés fiiggvényeket azonban vizsgdltdk mds, CSEBISEVhez csatlakozd,
klasszikus szempontbol is. Bebizonyosodott ugyanis, hogy a fiiggvények szii-
kebb, alapvetd gyakorlati jelent6séggel bird osztdlyai (az adott szamszor dif-
ferencidlhatd, vagy az analitikus fiiggvények) jellemezhetOk azzal, hogy n no-

106 L. az Enciklopédia Pumanosn nosepxsocTu C. cikkét.

17 L, az Enciklopédia Kondopmuoe otoGpaskeHue c. cikkét. .
108 [, az Enciklopédia dyukuuii Teopus c.- cikkét.
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vekedésével milyen gyorsan csokken a fiiggvénynek a legjobb n-edfoku koze—
lit6 polinomoktdl valo eltérése. Ebben az irdnyban a legjelentdsebb eredmé-
nyek a XX. szdzad elején Sz. N. BERNSTEJN nevéhez fiiz6dnek, aki késébb a
konstruktiv fiiggvénytan ™ iskoldjanak élére &llt; a konstruktiv fiiggvénytanban
is a szovjet kutatok viszik a vezetOszerepet™ A fiiggvények polinomokkal
vald approximdcidja terén komplex tartomanyban tekintve is nagy eredménye-
ket értek el a szovjet matematikusok (M. A. LAVRENTYJEV, M. V. KELDIS és
masok). -

A valos fliggvénytan — kozvetlen jelentdségén kiviill — nagy hatdssal
volt a matematika sok mds részének fejlddésére is. Kiilondsen nélkiilozhetet-

“leneknek bizonyultak a valos fiiggvénytanban kidolgozott modszerek a funk-

ciondlanalizis megalapozasdnal. A funkciondlanalizis mddszerei tekintetében a
valos fiiggvénytan és a halmazelmélet hatasa alatt fejlodott, tartalmat és az
altala megoldott problémdak jellegét illetdleg azonban kozvetlentiil csatlakozik
a klasszikus analizishez ¢és a matematikai fizikahoz; kiilonosen nélkiilozhetet-
lenné valt — foként az operatorszamitas " alakjaban — a kvantumfizikaban.
A funkcionalanalizisnek, mint a matematika 6nall6 aganak tudatos kiilouva-
lasztdsa els6izben VOLTERRA olasz matematikus nevéhez fiizédik (a XIX. szd-
zad végén). Ma mér a funkcionalanalizis részének tekintik a sokkal régebbi
keletii varidcioszamitast,””® amelynek feladata a funkciondlok maximumainak és
minimumainak meghatdrozdsa, valamint az integralegyenletek™ elméletét is,
amelynek rendszeres felépitését ugyancsak VOLTERRA kezdte meg, majd FRED-
HoLm svéd matematikus folytatta. FREDHOLM nagy vondsokban befejezte az 6
nevét viseld fontos linedris integralegyenletek elméletének kiépitését. Altala-
nosabb szemszogb6l nézve a funkciondlanalizisben kozponti helyet foglal el a
végtelen sok dimenzids linedris terek,”® valamint operatoraik elmélete. (A line-
aris terek elméletének leghasznalatosabb formdja BANACH lengyel matematikus-
tol szadrmazik.) Kiilonosen intenziv kutatdomunka folyik az operatorok legfon-
tosabb specidlisesetének, a Hilbert-tér'® operatorainak teriiletén. (A Hilbert-tér
alapvetd szerepét HILBERT-nek az integralegyenletekrdl sz6lé munkéja deritette
fel.) A funkciondlanalizis 4ltaldnos problémai terén jelents munkadk fiiz6dnek
Riesz FriGyeEs magyar, NEUMANN JANos amerikai, .M. GELFAND szovjet mate-
matikus és masok nevéhez. N. I. MuSzHELISVILI és az altala vezetett iskola
kidolgozta a szinguldris integrdlegyenletek ™ elméletét, amely a rugalmassag-
tanban igen nagy jelentdségil. A varidciészdmitds terén fontos munkat végez-

110 1., az Enciklopédia KoncrpykrusHas Teopusi dyHkumit c. cikkét.
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tek M. A. LAvrRenTYJEV, L. A. LJUSZTYERNYIK és N. N. BOGOLJUBOV szovjet
matematikusok. Kiterjedten alkalmaztak a funkciondlanalizis modszereit konkrét
matematikai fizikai problémak megoldadsara Sz. L. SzoBOLJEV €s az analizis
mas szovjet tudosai.

_ A funkcionalanalizis kifejlédése azonban nem valtoztat azon, hogy a termé-
szettudomanyok és a technika 4ltal a matematika elé tart feladatok tobbsége:
differencidlegyenletekre vezet, mind kozonséges (véges szabadsagi foku rend-
szerek vizsgalata), mind parcidlis differencidlegyenletekre (folytonos kozegek
vizsgalata, kvantumfizika). Ennek kovetkeztében intenziven miivelik a differen-
cialegyenletek kutatdsdnak minden irdnyat. A bonyolult linearis differencial-
egyenletrendszerek megolddsara megalkotjdk az operdfor szdmitdsi ' modsze-
reket. Az operatorszamitds megteremtését — nem egészen jogosultan — O.
HEAVISIDE angol mérndk nevével szoktdk osszefiiggésbe hozni (holott ezen a
téren elég sok alapvetd tényre kordbban (1862) ramutatott példaul M. ].
VASCSENKO—ZAHARCSENKO orosz matematikus). Az olyan nem-linedris differen-
cidlegyenletrendszerekre, amelyek a linearitdstol csak kevéssé térnek el, kiter-
jedten alkalmazzdk a paraméter szerinti sorfejtés modszerét. Tovabb fejlédik a
kozonséges differencidlegyenletek analitikus elmélete (POINCARE és P. PAINLEVE
francia matematikusok, I. A. LAPPO—DANYILEVSZKIJ szovjet matematikus és
masok). A kozonséges differencidlegyenletek teriiletén azonban a legtobb
figyelmet a megoldasok kvalitativ vizsgalatara forditjak, ide tartoznak: a szin-
guldris pontok osztalyozdsa (Poincaré és masok), a stabilitds " problémai,
amelyeket kiilonosen mélyrehatdan vizsgalt A. M. LJAPUNOV orosz matema-
tikus, a hatarciklusok meghatdrozdsa és az integralgdbrbék topologikus elhe-
lyezkedésének egyéb kérdései, az integralgorbék ,kozépértékben“ valoé visel-
kedése (az un. ergod-elmélet ™). Mindezek a vizsgédlatok intenziv fejlédésnek
indultak a Szovjetunioban (L. I. MANDELSTAM, A. A. ANDRONOV, V. V. SZTYE-
PANOV, N. M. KriLov, N. N. BOGOLJUBOV és masok).

A differencialegyenletek kvalitativ elmélete ' Poincaré szamdra kiinduld-
pontul szolgdlt a varietdsok RIEMANN 4ltal éppen csak korvonalazott topolo-
giajanak * széles mederben valé folytatdsadhoz, f6ként a varietdsok ©nma-
gukra-valo folytonos leképezései fixpontjainak vizsgalata iranydban. Innen
erednek a modern topolégia ,kombinatorikus“, ,homolog“, és ,homotip“-
modszerei; ezeket L. BROUWER holland O. VEBLEN, ]. ALEXANDER, S. LEFSHETZ
amerikai és H. HOPF német matematikus dolgozta ki. A topologia masik
iranya a halmazelmélet és a funkciondlanalizis talajan nétt ki €és az altalanos.
topologikus terek elméletének rendszeres felépitésére vezetett(M. FRECHET francia,,
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- F. HausDORFF német, P. Sz. UriszoN, P. Sz. ALEKSZANDROV és A.N. TYIHONOV

szovjet matematikus), beleértve ebbe a topologikus terek dimenzidelméletét
(UriszoN). Ezeknek az irdnyoknak az egyesitését, ami az algebrai ,kombina-
torikus modszereknek“ teljes éltalanossagot adott, a szovjet topoldgiai iskola
valositotta meg (P. Sz. ALEKSZANDROV, L. Sz. PONTRJAGIN), amelynek munkai
a modern topoldgia alapjat alkotjak. A topologiai mddszereknek az analizisre
valé alkalmazdsat G. BIRKHOF és M. MORSE amerikai, J. SCHAUDER lengyel,
L. A. LJUSZTYERNYIK szovjet matematikus és masok dolgoztdk ki.

A parcialis differencidlegyenietek elmélete a kutatok figyeimének a perem-
€rtékproblémak '* felé valo forduldsa és az analitikus peremfeltételekre szorit-
kozasrol valé lemondads kovetkeztében mdar a XIX. szdzad végén teljesen 1j
alakot oltott. A parcidlis differencidlegyenletek analitikus elmélete, mely CAUCHY-
t6l, WEIERSTRASStOl és KOVALEVSZKAJA orosz matematikustél ered, nem veszi-
tette el jelentdségét, csupan némileg hattérbe szorult, mert bebizonyosodott,
hogy az elmélet a peremértékproblémak megoldasanal nem biztositja a prob-
léma kitiizésének ,korrektségét“, azaz azt, hogy a peremfeltételek -kozelitd
ismeretében a megoldds kozelitdleg megkaphatd legyen, enélkiil pedig az
elméleti megoldasnak nincs gyakorlati értéke. A helyzet bonyolultabb, mint
ahogyan az analitikus elmélet szemszogébol nézve latszott: azok a peremér-
tékproblémak, amelyeknek kitlizése ,korrekt“, a kiilonboz6 egyenlettipusokra
kiilonboz6k. Az egyes egyenlettipusok megfeleld peremértékfeladatainak kiva-
lasztasdhoz a legmegbizhatobb ttmutatast azaital kaphatjuk, ha kozvetleniil a
megfeleld fizikai jelenségeket tekintjiik (hullamok terjedése, hbterjedés, diffizio
stb.). Az a tény, hogy a parcidlis differencialegyenletek elmélete jorészt a
matematikai fizika differencidlegyenleteinek ' elméletévé alakult at, nagy és
pozitiv jelentdségili abbol a szempontbdl, hogy hatalmas konkrét anyag felhal-
mozoddsdra vezetett, ugyanakkor azonban mutatja azt is, hogy a peremérték-
problémak altalanos elmélete nem fejl6dott megfeleld mértékben, nem tette
lehet6vé az osszes létezd ,korrekt* kitiizésii peremértékproblémak elméletileg

. rendszeres vizsgélatit. Ebben az irdnyban lényeges haladds csak a legutobbi
idében mutatkozik, 1. G. PETROVSzK1), Sz. L. SzOBOLJEV és mds szovjet mate-
matikusok munkdja nyomadn.

A matematikai fizika kiilonféle differencidlegyenleteivel kapcsolatos mun-
kak joggal foglaljdk el az egész mai matematikai irodalom jelentds részét.
DIRICHLET és RIEMANN utdn ezzel a teriilettel POINCARE, PICARD, (GOURSAT,
HADAMARD francia matematikusok, J. RavyLEIGH és U. THoMsoN angol fizikusok,
K.NEUMANN, G. SCHWARz, HILBERT, R. COURANT német matematikusok és sokan
masok foglalkoztak. Az elliptikus egyenletek elméletének azt az alapvetd jelen-
toseégit problémadjat, analitikusak-e megoldasaik, a XX. szazad elején orosz
matematikus, Sz. N. BERNSTEJN oldotta meg. A matematikai fizika differen-

123 L. az Enciklopédia Kpaesnie 3agaun c. cikkét.
124 1., az Enciklopédia Ypasueuust marematuyeckon ¢muauxu c. cikkét.
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cialegyenleteinek teriiletén rendszeres munkat folytaté szovjet iskola megalapitoi
A. M. Ljapunov, V. A. SzrvekLov, N. M. GJuNTER, A. N. KriLov. Ennek az
iskoldnak az élén ma V. . SzmirNov, I. G. PETROVSzKI], Sz. L. SZOBOLJEV,
A. N. TyiHONOV és mas tudosok allnak, akik révén a szovjet tudomany a
matematika e teriiletének tobb részén vezet szerephez jutott. _

A technikai problémak tulajdonsagainak és megoldasanak vizsgalatanal a
differencialegyenletek elméletének fontos kiegészitdje a valosziniiségszamitds.”™
Mig a XIX. szazad elején a hibaszamitdsté! eltekintve csak a tlizérek hasz-
naltak valosziniiségszamitasi modszereket, a XIX. szazad végén és a XX. sza-
zad elején a valdsziniiségszamitds a statisztikus fizika és mechanika fejloédése,
valamint a matematikai statisztika ' apparatusanak kidolgozasa folytan szdmos
uj alkalmazasra talal. A legmélyebbre hatolo valdsziniiségszdmitdsi kutatdsok
a XIX. szdzad végén és a XX. szazad elején az orosz iskola matematikusainak
nevéhez fiizddnek (CseBISEv, az id6sebb A. A. MArRkOvV, A. M. Ljapunov).
Ezek a kutatdsok foként a valdsziniiségszamitds kozponti hatareloszlastétele
alkalmazhatosagi kritériumainak felderitésére irdnyulnak. A XX. szdzadban
minden orszdgban megné az érdekl6dés a valdsziniiségszamitis irant (Német-
orszagban R. MIESES, Franciaorszagban E. BOREL és P. LEvy, az Egyesiilt
Allamokban W. FELLER és masok). A Szovijetunidban alapvetd jelentdségiiek
Sz. N. BERNSTEJN munkai, aki betetdzte a Csebisev-féle iskola miivét és tobb
ij elméleti és gyakorlati irdnyban inditotta el a kutatdbmunkat. A szovjet tud6sok
(A. ]J. HincsiN, A. N. KoLMOGOROV és  masok) megalapozzdk a ,véletlen“,
sztochasztikus folyamatok elméletét ésa valds fliggvénytan mértékfogalma,
valamint a valosziniiség fogalma kozti, els6 izben BOREL 4ltal észrevett analo-
giabol kiindulva végleges formaba ontik a valdszinfiségszamitds axiomatikus
felépitését.

Ha az elméleti matematikai kutatisok eredményét a gyakorlatban fel
ékarjuk hasznalni, a kitiiz6tt problémara a valaszt szamszerii alakban kell
megkapnunk. Sokszor azonban kideriil, hogy ez a feladat teljes, kimeritd tar-
gyaldsa utdn is éppenséggel nem konnyl dolog. A XIX. szdzad végén és a
XX. szazadban az analizis numerikus modszerei ¥ a matematika ©nallé nagy
agava nobnek ki. Kiilonosen nagy figyelmet forditanak a differencidlegyenletek
numerikus integrdlasira.® A kozonséges differencidlegyenletekre kiterjedten
alkalmazhaté az a mddszer, amelyet J. ADAMS angol csillagasz még 1855-ben
fedezett fel és kés6bb K. STORMER norvég matematikus fejlesztett tovabb. Mas.
tipusu moédszert alkotott K. RUNGE német matematikus. E két tipus sokféle,
valtozatan és a szukcessziv approximacio™® régen ismert modszerén Kiviil

125
126
127
128
129

az Enciklopédia Teopusi BepositocTed c. cikkét.

az Enciklopédia MartemaTtuyeckas crarucruka c. cikkét.

az Enciklopédia Uucnennnie merognt ¢. cikkét.

az Enciklopédia INpu6amxéunoe unrerpuposanue c.cikkét.

az Enciklopédia ITocaegoBarenpHsix npuGmmienuit meron, c. cikkét.

Forre
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melynek elméleti megalapozisa PICARD nevéhez fiiz6dik, Sz. A. CsAPLIGIN
szovjet matematikus (1919-ben) a kozonséges differencidlegyenletek integrala-
sara teljesen mas elveken alapuld tij modszert alkotott. A parcialis differen-
cidlegyenletekre alkalmazhaté novekmény-modszereket, melyeknek kidolgozdsat
G. LieBMANN német matematikus kezdte meg, a Szovjetunioban S. A. GERs-
GORIN és tobb mas kutatd tokéletesitette. Egy mdas, W. RiTz német matema-
tikustol szdrmazé moddszer ™ jelent6s tovdbbfejlesztése GALJORKIN orosz ma-
tematikus érdeme (1915). A Galjorkin-modszer alkalmazhatésaganak kritériu-
mait M. V. KELDIS és mdsok vizsgdltdk. Az analizis numerikus maodszereinek
tertiletén minden kutatdsi irdnyra nagy hatéssal voltak A.N. KrRiLov munkai. Az
analizis numerikus moddszereinek a funkciondlanalizissel valo jelentds kapcso-
latait L. V. KANTOROVICS fedezte fel.

A numerikus szdmitdsokat igényld munkak széleskorii kifejiédése folytan
mind tobb matematikai tablazat™ kiszdmitdsa és kiadasa ~valt sziikségessé.
Tobb, a tdblazatok szerkesztésével és a rajtuk valo interpolacioval kapcsolatos
probléma serkent6leg hat a megfelel6 elméleti kutatasokra is, kiilonosen a
tobbvaltozos fiiggvények tabldzataival kapcsolatban, (,tabuldcio-elmélet”).

Az utobbi idében mind nagyobb jelentdségiivé valnak a szdmitdsokban
a nagy gyorsszamologépek. Ezzel kapcsolatban a matematikdanak tj dga kelet-
kezett: a programozas elmélete. Ennek az elméletnek a célkitiizése a problé-
mak olyan alakra valé hozdsa, hogy szadmologépek segitségével minél alkal-
masabb modon megoldhatok legyenek.' '

130 |, az Enciklopédia Putua meropn c. cikkét.

1381 L. az Enciklopédia Ta6auust matematuuecxue (,Matematikai tablazatok®) c. cikkét,

132 A gépi“ matematika technikai oldalat illetéleg 1. az Enciklopédia CuértHas ma-
KHHAS TexHuka, MaremaTnueckne MmawmmHbl, Matematnueckne npuGopsl, Beruncaurenssrie
maiunspl, CuéTHble MalMHBL. YHUBEPCANbHbIE BHIYMCAHTE/bHBIE MAIUMHBI, JIEKTPOHHBIE
BBIYUCAKMTENbHBIE MaluHbl C. cikkeit. :

138 A cikk végén (a Nagy Szovjet Enciklopédia 26. kotetének 483. oldalan) biblio-

-6s az altalanos jellegii, kozvetleniil matematikai munkakat. (A ford.)
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